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1 Einleitung

In der theoretischen Informatik geht es vor allem darum Probleme algorithmisch zu 16-
sen. Wir stellen uns beispielsweise das Problem vor, dass wir eine Landkarte vorliegen
haben, die wir gerne farbig darstellen wiirden. Dazu mochten wir jedes Land mit einer
Farbe einfarben. Auflerdem moéchten wir je zwei angrenzende Lander mit unterschied-
licher Farbe einfarben. Leider werden uns nur drei verschiedene Farben zur Verfiigung
gestellt, die wir benutzen diirfen. Dieses Problem wird auch 3-Féarbbarkeitsproblem
genannt. Es kann fiir ein Problem verschiedene Losungsansétze und daher verschie-
dene Algorithmen fiir die jeweilige Berechnung geben. Einige von ihnen sind jedoch
schneller als Andere. Mit der Effizienz von Algorithmen beschéaftigt man sich in der
theoretischen Informatik. Doch nicht jedes Problem lasst sich effizient 16sen. Es gibt
Probleme, die selbst auf modernsten Computern Jahre brauchten, um gelést zu werden.
Bei einigen dieser Probleme liegt es nicht an der Tatsache, dass bisher kein effizienter
Algorithmus gefunden wurde, sondern vielmehr konnte bewiesen werden, dass es kei-
nen effizienten Algorithmus geben kann. Fiir andere dieser Probleme dagegen ist noch
nicht bekannt, ob es einen effizienten Algorithmus gibt. Doch was bedeutet iiberhaupt
Effizienz? Kehren wir zu unserem 3-Farbbarkeitsproblem zuriick. Es ist ersichtlich,
dass ein Algorithmus, der die Deutschlandkarte in 3 Farben farben soll, weniger Zeit
beansprucht, als fiir die 3-Farbung von Europa. Aus diesem Grund hat der selbe Algo-
rithmus verschiedene Laufzeiten, sodass es Sinn macht die Laufzeit eines Algorithmus
als Funktion anzusehen. Die Funktion liefert, abhéngig von der Landkarte, die wir
dem Algorithmus zur Verfiigung stellen, einen anderen Wert. Es spielt jedoch nicht die
Landkarte selbst, sondern die Komplexitat der Landkarte eine Rolle. Ein geeignetes
Maf fiir die Komplexitét stellt hierbei die Gréfle der Landkarte dar. Hier wird klar,
warum die Komplexitat der Europakarte grofler als die der Deutschlandkarte ist.

Fiir die Laufzeit eines Algorithmus betrachten wir die Anzahl der elementaren Schrit-
te, da die tatsachliche Zeit in Minuten von Hardware zu Hardware variieren kann und
daher keine Eigenschaft des Algorithmus selbst ist. Eine Laufzeitfunktion f ist also eine
Funktion von N nach N. Um zwei Laufzeitfunktionen f und g miteinander zu verglei-
chen macht es wenig Sinn einzelne Werte zu vergleichen, vielmehr ist das Wachstums-
verhalten der Funktion von Interesse. Eine logarithmisch wachsende Funktion wird als
schwiécher, als eine quadratisch wachsende Funktion angesehen, da erst genannte auf
Dauer dominieren wird. Mit diesem Hintergedanken wurde 1894 die O-Notation von
Paul Bachmann eingefiihrt. O(g(n)) ist die Menge aller Funktionen, die héchstens so
stark wéachst wie g(n). Es hat sich gezeigt, dass Algorithmen mit polynomiell wach-
sender Laufzeitfunktion in der Praxis meist effizient genug sind. Des Weiteren hat es
sich als ausreichend erwiesen, sich nur mit einer bestimmten Art von Problemen zu
beschéaftigen — den Entscheidungsproblemen. Ein Entscheidungsproblem ist ein solches
Problem, bei dem die Ausgabe bzw. die Antwort nur mit ,,Ja* oder ,Nein“ beantwor-
tet werden kann. Einen Algorithmus, der ein Entscheidungsproblem l6st, nennen wir
Entscheidungsalgorithmus. Das zum 3-Féarbbarkeitsproblem analoge Entscheidungspro-
blem ware das 3-Farbbarkeitsentscheidungsproblem. Bei diesem Entscheidungsproblem
ist nicht nach einer giiltigen 3-Féarbung gefragt, es soll lediglich beantwortet werden,
ob eine gegebene Landkarte eine 3-Farbung besitzt oder nicht.



2 Kapitel 1. Einleitung

Wir koénnen Algorithmen hinsichtlich ihrer Laufzeiten klassifizieren. Auflerdem kon-
nen wir Entscheidungsprobleme nach den Laufzeiten der dazu gehérigen Entscheidungs-
algorithmen klassifizieren. Die Klasse der Entscheidungsprobleme, die wir effizient l6sen
konnen, wird mit P bezeichnet. Falls wir effizient ermitteln kénnen, ob die Deutschland-
karte 3-farbbar ist, so ist das 3-Farbbarkeitsentscheidungsproblem effizient 16sbar und
gehort somit zur Klasse P. Aulerdem gibt es noch die Klasse der Entscheidungsproble-
me, die wir effizient iiberpriifen konnen, welche mit NP bezeichnet wird. Was eine effizi-
ente Uberpriifung bedeutet, kann am Beispiel des 3-Farbbarkeitsentscheidungsproblems
veranschaulicht werden. Nehmen wir an, wir kennen eine Farbung der Deutschlandkar-
te. Falls effizient iiberpriift werden kann, ob unsere vorgeschlagene Farbung tatsachlich
eine giiltige 3-Féarbung ist, so ist das 3-Farbbarkeitsentscheidungsproblem effizient tiber-
priifbar. Das Uberpriifen einer Losung ist nie schwieriger als das Losen des Problems
und somit ist P eine Teilklasse von NP. Also gilt P C NP. Die Frage ist, ob auch die
Riickrichtung gilt. Also, ob jedes effizient iiberpriifbare Problem auch noch hinreichend
effizient 16sbar ist und somit die Gleichheit der Klassen P und NP gilt. Diese Frage
konnte bis heute nicht beantwortet werden. Um die Gleichheit zu beweisen, miisste
fiir jedes Problem aus NP gezeigt werden, dass es sich effizient 16sen lésst. Dies er-
weist sich als sehr schwierig, da die Klasse NP unendlich viele Probleme beinhaltet.
Es wurde jedoch ein Problem gefunden, welches sich in gewisser Weise als eines der
schwierigsten in NP herausgestellt hat. Dabei handelt es sich um das Erfiillbarkeitspro-
blem aussagenlogischer Formeln, welches mit SAT bezeichnet wird. SAT ist gerade aus
dem Grund eines der schwierigsten Probleme, weil 1971 von Stephen A. Cook gezeigt
wurde, dass ein beliebiges Problem aus NP gelost werden kann, indem wir einen leicht
modifizierten Algorithmus fiir SAT auf das Problem anwenden. SAT wird daher auch
als NP-vollstandig bezeichnet. Falls also ein effizienter Algorithmus fiir SAT gefunden
wird, ware auch jedes beliebige Problem aus NP effizient losbar. Dies hétte natiir-
lich auch P = NP zur Folge. Doch es konnte weder bewiesen, noch widerlegt werden,
dass SAT effizient losbar ist. Analog zu SAT konnten weitere schwierigste — also NP-
vollstdndige — Probleme gefunden werden, mit deren Hilfe man beliebe Probleme aus
NP lésen kann. Doch auch fiir diese wurde bislang weder ein effizienter Algorithmus
gefunden, noch konnte widerlegt werden, dass es keinen effizienten Algorithmus ge-
ben kann. Um diese NP-vollstdndigen Probleme besser zu verstehen, wurde das Gebiet
der Parametrisierten Komplexitat ergriindet. Hier wird untersucht an welchen Parame-
tern die Schwierigkeit der NP-vollstdndigen Probleme begriindet ist. Am Beispiel des
3-Féarbbarkeitsentscheidungsproblems, welches auch NP-vollsténdig ist, kann gefragt
werden welche Faktoren das 3-Farben einer Landkarte so schwer machen. Hierbei kann
die Auswirkung der Anzahl der Linder oder die der Anzahl der Landergrenzen auf die
Laufzeit genauer untersucht werden. Ein moglicher Faktor kann auch die maximale
Anzahl an angrenzenden Landern sein.

Um auBerdem das 3-Farbbarkeitsproblem formal zu beschreiben, wird eine méglichst
einfache Darstellung von Landkarten verwendet. Landkarten besitzen meist viele red-
undante Informationen, die zur Entscheidung der 3-Farbbarkeit nicht weiter helfen. Es
ist beispielsweise unerheblich wie grofl die jeweiligen Lénder sind oder welche geome-
trische Form die Lander aufweisen. Die einzig relevante Information ist, welche Lander
jeweils eine Grenze zueinander haben und welche nicht. Diese Information kann in ei-
ner Relation gespeichert werden, und somit lasst sich das 3-Féarbbarkeitsproblem als so
genanntes Graphenproblem auffassen. Auch andere NP-vollsténdige Probleme kénnen
mithilfe von Graphen beschrieben werden, weshalb die Graphentheorie eine gewisse
Rolle in der theoretischen Informatik spielt.



Aus diesem Grund werden wir uns in meiner Arbeit mit der NP-Vollstandigkeit des
Graphen-Modifikations-Problems beschéftigen und untersuchen, welche Faktoren die-
ses Problem so schwer machen. Das Graph-Modifikations-Problem besteht darin, einen
Eingabegraphen so zu modifizieren, sodass er einer vorgegebenen Gruppe von Zielgra-
phen angehort. Wir werden insbesondere das Cluster-Graphen-Modifikations-Problem
untersuchen, bei dem die Gruppe der Zielgraphen verschiedene Klassen von Cluster-
Graphen seien werden. Ein Cluster-Graph ist ein Graph, bei dem jede Zusammen-
hangskomponente eine Clique bildet. Seine Kantenrelation ist daher transitiv. Da wir
uns ausschlieBlich mit einfachen Graphen beschéaftigen werden, sind Kantenrelationen
stets symmetrisch und obwohl stets von irreflexiven Relationen ausgegangen wird, kon-
nen die selben Betrachtungen analog mit reflexiven Kantenrelationen gemacht werden.
Aus diesem Grund kann das Cluster-Graph-Modifikations-Problem auch so aufgefasst
werden, als wiirde es darin bestehen aus einer gegebenen reflexiven und symmetrischen
Eingaberelation durch moglichst wenig Verinderungen eine Aquivalenzrelation zu er-
halten. Aquivalenzrelationen spielen auch in der Praxis eine Rolle. Zum Beispiel kann
man sich einen Algorithmus vorstellen, der entscheidet, ob sich zwei Objekte auf auf
gewisser Weise dhnlich sind. Die dadurch entstandene Relation sollte einer Aquivalenz-
relation entsprechen. Doch meist wird ein solcher Algorithmus nicht zuverlassig arbei-
ten, da die Ahnlichkeit von Objekten hiufig nicht formal definiert werden kann. Die
berechnete Relation wird jedoch sicherlich zumindest reflexiv und symmetrisch sein.
An dieser Stelle kann die Cluster-Graph-Modifizierung zum Einsatz kommen und aus
der vorher berechneten Relation eine Aquivalenzrelation berechnen, die sich moglichst
wenig von der Ausgangsrelation unterscheidet.



2 Grundlagen

2.1 Parametrisierte Komplexitat
Die Definitionen aus diesem Abschnitt stammen aus [FGO06].

Definition 2.1. Sei X ein endliches Alphabet. Eine Parametrisierung tiber >* ist eine
in Polynomialzeit berechenbare Funktion k : 3* — N.

Definition 2.2. Sei X ein endliches Alphabet. Ein parametrisiertes Problem iiber %
ist ein Paar (Q, k), wobei Q) eine Sprache tiber ¥ und k eine Parametrisierung tber X
15t.

Wir notieren das Entscheidungsproblem einer Sprache () wie folgt.

Problem @
Eingabe | x € ¥*
Frage liegt  in Q)

Das parametrisierte Problem notieren wir wie folgt.

Problem k-Q)

Eingabe r eyt
Parameter | x(z)

Frage liegt x in @

Wir betrachten nun ein Beispiel.

Beispiel 2.3 Wir wahlen () = CLIQUE. Wir werden unsere Eingaben x im folgenden
derart einschranken, dass sie einer giiltigen Kodierung des jeweiligen Problems entspre-
chen. Fiir CLIQUE betrachten wir daher nur diejenigen Eingaben iiber dem Alphabet
], welche einer giiltigen Kodierung eines Graphen GG und einem k£ € N entsprechen.
Wir notieren das Cliquenproblem daher wie folgt.

Problem CLIQUE
Eingabe | Ein Graph G und k£ € N
Frage Existiert in G eine Clique der Gréfe k

Wir konnen auch eine mogliche parametrisierte Variante des Problems formulieren.
Hierzu ist #(x) = { k, falls z eine giiltige Kodierung der Form (G, k) ist ‘

1, sonst

Da unsere Eingaben x stets einer giiltigen Kodierung entsprechen, wird fir x(x) nie
der sonst-Fall eintreten. Um zwischen parametrisierten und klassischen Problemen zu
unterscheiden, verwenden wir im Fall von parametrisierten Problemen den Parameter
k(x) als Préfix. Somit notieren wir unsere parametrisierte Variante wie folgt.



Problem k-CLIQUE

Eingabe Ein Graph G und k € N

Parameter | £

Frage Existiert in G eine Clique der Gréfe k

Beziiglich der Ein- und Ausgabe unterscheiden sich parametrisierte Probleme nicht
von klassischen und folglich lassen sich die selben Algorithmen fiir die jeweiligen Pro-
bleme verwenden. Der Unterschied liegt jedoch in der Laufzeitbetrachtung. Klassisch
kénnen wir die Laufzeit von Algorithmen nur mit der Lange der Eingabe |z| abschétzen.
In der parametrisierten Welt ist es zusétzlich moglich die Laufzeit durch den Parame-
ter abzuschétzen. Die Laufzeitfunktion ist daher eine Funktion in Abhédngigkeit der
GroBen |z| und k(z). Nun kénnen wir einige Komplexitétsklassen definieren.

Definition 2.4. FPT ist die Menge der parametrisierten Probleme (Q, k), fir die es
einen Entscheidungsalgorithmus gibt, der fiir eine berechenbare Funktion f : N — N in

O(f(r(x)) - |2|°MW) arbeitet.

Die Funktion f kann hierbei beliebig stark wachsen. Mit der o-Notation erhalten wir
die folgende Verscharfung.

Definition 2.5. SUBEPT ist die Menge der parametrisierten Probleme (Q, k), fiir die
es einen Entscheidungsalgorithmus gibt, der in O(2°0@) . |z|OM) arbeitet.

Fiir parametrisierte Probleme, fiir die () bereits in P liegt erhalten wir eine weitere
Klasse.

Definition 2.6. PT ist die Menge der parametrisierten Probleme (Q, k), fir die es
einen Entscheidungsalgorithmus gibt, der in O(|z|°M) arbeitet.

Auflerdem definieren wir eine Oberklasse von FPT.

Definition 2.7. XP ist die Menge der parametrisierten Probleme (Q, k), fir die es
einen Entscheidungsalgorithmus gibt, der fiir eine berechenbare Funktion f: N — N in
O(f(k(x)) - |z|T=EDY arbeitet.

Es gilt die Hierarchie PT C SUBEPT C FPT C XP.

2.2 Graph-Modifizierung

Ein einfacher Graph G ist ein 2-Tupel (V[G], E[G]), wobei V[G] eine nicht leere Menge
von Knoten und E|[G] eine symmetrische, irreflexive Relation auf V[G] ist. E[G] nennen
wir die Menge der Kanten. Wenn klar ist auf welchen Graphen wir uns beziehen,
notieren wir im folgenden die Knoten mit V' und die Kanten mit £. Fiir eine irreflexive
und symmetrische Relation gilt fiir alle u,v € V, dass (u,u) ¢ E und dass (u,v) € E
genau dann, wenn (v,u) € E. Aus diesem Grund macht es Sinn die Relation E nicht
durch eine Menge von Tupeln, sondern durch eine Menge von 2-elementigen Mengen
zu beschreiben. Wir definieren A o B := {{u,v} | u € A,v € B,u # v}. Anstelle von
A o A schreiben wir im folgenden A2. Das kartesische Produkt hingegen schreiben wir
stets vollstiandig mit A x A aus. Es ist £ C V2. Fiir den Fall, dass wir die Kanten
betrachten wollen, welche nicht in F enthalten sind, definieren wir £ := V2 \ E. Um
diese Definition auf Graphen zu erweitern, definieren wir G := (V, E). Mit E(A, B)



6 Kapitel 2. Grundlagen

bezeichnen wir die Menge samtlicher vorhandener Kanten zwischen Knoten aus A und
B. Somit gilt E(A,B) =EN (Ao B).

o o
Beispiel 2.8 G = % A=o "B=' o= E[G](A B)= X

Auch hier kénnen wir analog die nicht vorhandenen Kanten zwischen A und B
betrachten und definieren hierfiir F(A, B) := E N (A o B). Wir koénnen eine Kno-
tenmenge V' C V' aus einem Graphen G = (V| E) entfernen und definieren hierzu
G-V :=V\V EV\V V\V). Wir nennen einen Graphen H Teilgraph vom
Graphen @G, falls eine Knotenmenge V' existiert, fir die die Gleichung G — V' = H
erfiillt ist, und schreiben in einem solchen Fall auch H C G.

(o]
Beispiel 2.9 G — % yr="° o;»G—V/J; ca

Fiir einzelne Knoten v definieren wir analog G — v := G — {v}. Kanten hingegen
kénnen in einem Graphen G mithilfe einer Modifikationsmenge F' C V2 entfernt oder
hinzugefiigt werden. Der modifizierte Graph ist Gp := (V, (E'\ F) U (F'\ £)).

Beispiel 2.10 G:% F:i::>)z>GF:Z§

Ein Graph-Modifikations-Problem ist wie folgt definiert.

Problem II-GRAPH MODIFICATION (II-GM)

Eingabe | Ein Graph G = (V, E) und i, j,k € N B

Frage Gibt es ein F C V2 mit |[FNE| <4, |[FNE| < jund |F| < k, sodass
Grell

Es geht also darum einen Eingabegraphen G derart zu modifizieren, dass er einer
Menge von Graphen II angehort. Dabei diirfen maximal ¢ Kanten entfernt, maximal
j Kanten hinzugefiigt und maximal &£ Kanten modifiziert werden. Es gibt eine Viel-
zahl von Graphen-Modifikations-Problemen, da die Menge der Zielgraphen II beliebig
gewahlt sein kann. Solange wir G € Il in Polynomialzeit tiberpriifen konnen, liegt
das Graph-Modifikations-Problem in NP. Dies wird bei uns jedoch stets der Fall sein,
weshalb wir die NP-Mitgliedschaft unserer NP-harten Probleme stillschweigend vor-
aussetzen werden. Wir konzentrieren uns speziell auf einen bestimmten Zielgraphen.

Definition 2.11. Ein Graph heifit P< /P= /P= Cluster-Graph, falls dieser aus mindes-
tens/genau/mazimal p Zusammenhangskomponenten besteht, die jeweils eine Clique

bilden.

oO—oO

Beispiel 2.12 Der Graph G = @ ist sowohl ein 2<Cluster-Graph als auch
ein 3=Cluster-Graph, sowie ein ®=Cluster-Graph.

Falls es sich bei IT um die Menge der P=/P= /P=Cluster-Graphen handelt, so nennen
wir das dazugehorige Graphen-Modifikations-Problem auch P</P= /PZCluster-Graph-
Modifikations-Problem. Des Weiteren kénnen wir Scheiben des Problems betrachten,
indem wir zusétzlich i = j = k fordern. Nun bleibt lediglich die Bedingung |F| < k
und wir erhalten die Sprachen 7= /P= /PZCLUSTER EDITING. Falls wir jedoch j = 0 und



i = k fordern, so erhalten wir die Bedingungen F' C E und |F| < k. Somit konnen aus
dem Eingabegraphen nur Kanten geloscht werden. Auf diese Weise erhalten wir weitere
Sprachen, welche wir mit P< /P~ /PZCLUSTER DELETION bezeichnen wollen. Auflerdem
kénnen wir ¢ = 0 und j = k fordern und erhalten die Bedingungen F' C E und |F| < k.
In diesem Fall ist nur das Hinzufiigen von Kanten erlaubt und wir erhalten weitere
Sprachen, welche wir mit < /P~ /PZCLUSTER COMPLETION bezeichnen wollen. Sollte
p ein Teil der Eingabe sein, so werden wir p im Sprachennamen weglassen. Eine fiir
diesen Fall exemplarische Sprache wire ZCLUSTER EDITING, bei der wir abhéngig von
der Eingabe (G, k, p) eine andere Menge von Zielgraphen erhalten. Da IT somit von der
Eingabe abhingt, ist ZCLUSTER EDITING keine Scheibe des Graphen-Modifikations-
Problems. Es wird jedoch trotzdem in dieser Arbeit untersucht.



3 Cluster Editing

3.1 P=Cluster Editing

Als erstes beschéftigen wir uns mit PCLUSTER EDITING, welches wie folgt definiert
ist.

Problem P=CLUSTER EDITING (P=CE)

Eingabe | Ein Graph G = (V, F) und k € N

Frage Gibt es ein F C V2 mit |F| < k, sodass G ein P=Cluster-Graph ist

Wir wéhlen zunachst ein festes p = 0, sodass keine Einschrankungen hinsichtlich der
Anzahl der Cliquen des Zielgraphen vorliegen.

Satz 3.1. °=CE ist NP-vollstindig.

Beweis. Fiir die Harte reduzieren wir von 3X3C mit der Reduktion aus [SST04]. Wir
verwenden ,, Tripel* als Synonym fiir eine 3-elementige Menge.

Problem 3-ExaAcT 3-COVER (3X3C)

Eingabe | Eine Menge C' von Tripeln mit Elementen aus U = {uy, ..., us,} derart,
dass jedes Element aus U in maximal 3 Tripeln vorkommt
Frage Gibt es eine Menge I C C' der Grofe n, die U tiberdeckt

Wir reduzieren mit der Reduktionsfunktion 3.1.

Algorithmus 3.1 Reduktion von 3X3C auf °=CE

1: function REDUCE((C, U, n})

2 for all X € C do

3 Vx :=={vx1, .., Vx30m}

4: V.=VUVx

5: Ey:=FE1U(Vx o Vyx) > Cliquenbildung von Vy
6: Ey = FEyU (X o Vy) > Verbinden von Vx und X
7 E3:=FE3U (X o X) > Cliquenbildung von X
8 for all u € U do

9 V=V u{u}

10: G = (V, E1 U E2 U E3)
11: N :=30n-3-(|C| —n)
12: M = |E3| — 3n

13: return (G, N + M)




Seecx

0
;’0

Vx,

Abbildung 3.1: Reduktion von 3X3C auf °~CE

Beispiel 3.2 Wir wihlen als Eingabe

n =2,
U={uy,...,us},
C ={X1, X5, X3},
X; = {uy, ug,us},
Xy = {U27U3,U4},

X3 = {U47U5,U6}~

Der Ubersicht halber haben unsere Cliquen nur eine Gré8e von 5 anstelle der tatséch-
lichen Grofle von 2 - 30. Die Ausgabe des Algorithmus ist in Abbildung 3.1 zu sehen.
Um eine Uberdeckung zu erhalten wiirden wir in diesem Beispiel die M = 2 Kan-
ten {us,us} und {us,us} und die N = 180 Kanten E(Xs, Vy,) entfernen, womit wir
gleichzeitig einen °<Cluster-Graphen erhalten wiirden.

Da |C] im allgemeinen grofler als n ist, bezeichnet |C'| — n die Anzahl der Tripel,
die wir aus O entfernen miissen um eine Uberdeckung zu erhalten. Da jedes Tripel
aus C' aus genau 3 Elementen besteht und jedes Element wegen Zeile 6 mit genau
30n Knoten verbunden ist, sehen wir, dass N genau die Anzahl der Kanten aus F,
ist, welche bei einer Uberdeckung entfernt werden miissen. Da auBerdem jedes Tripel
wegen Zeile 7 genau aus 3 Kanten besteht, ist M genau die Anzahl der Kanten aus
E5, welche bei einer Uberdeckung entfernt werden miissen. Falls also eine Uberdeckung
existiert, so gibt es demnach ein F' mit |F| < N + M, sodass G ein °<Cluster-Graph
ist. Die Implikation in die andere Richtung ist dagegen aufwéndig zu zeigen und kann
in [SST04] nachgelesen werden. O
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Abbildung 3.2: Reduktion von °<CE auf 3<CE
Die Frage, die sich stellt ist ob P<CE auch fiir ein beliebiges festes p NP-vollstéindig
ist. Die Antwort erhalten wir aus folgendem Korollar.
Korollar 3.3. P=CE ist NP-vollstindig fiir alle p € N.

Beweis. °>CE reduziert sich fiir ein beliebiges p auf P<CE. Wir benutzen dabei die
Reduktionsfunktion 3.2 aus [SST04] mit ¢ = 0. Eine mogliche Reduktion ist in Abbil-

Algorithmus 3.2 Reduktion von *CE auf P<CE fiir alle i < p
1: function REDUCE((G, k),i)
2: if k> (‘V[QG”) then return (G, k) > G positive Instanz

3: erzeuge (p — i) Cliquen der GréBe |V[G]|?
: erzeuge einen Graphen G, indem G und die Cliquen vereinigt werden
5: return (G', k)

dung 3.2 zu sehen.

Die Reduktion lauft in Polynomialzeit. Fiir die Korrektheit nehmen wir an, dass
(G, k) € =CE gilt. Nun liegt sicherlich auch (G’, k) in P=CE, da G ein Teilgraph von
G' ist und wir mogliche Modifikationen von G auf G’ tibertragen konnen. Fiir die Im-
plikation in die andere Richtung wird benutzt, dass fiir das Hinzufiigen eines Knotens
zu einer |V[G]|? grofen Clique |V[G]|* Kanten gesetzt werden miissen. Fiir das Entfer-
nen eines Knotens einer |V[G]|* grofen Clique miissen (|V[G]|* — 1) Kanten entfernt
werden. In Zeile 2 darf eine positive Instanz zuriickgegeben werden, da k > |E[G]| gilt
und daher beliebig viele Modifikationen am Eingabegraphen G gemacht werden kon-
nen. Daher ist es immer méglich G zu einem = Cluster-Graphen zu modifizieren. Zeile 2
garantiert uns auflerdem k < ('V[QG”) < |V[G][> = 1. Deshalb kénnen den |V [G]|* groBen
Cliquen in G" weder Kanten hinzugefiigt noch Kanten entfernt werden und sdmtliche
Modifikationen miissen am Teilgraphen G geschehen. O

3.2 P~Cluster Editing

Als néchstes beschéftigen wir uns mit P~CLUSTER EDITING. Es ist wie folgt definiert.

Problem P~CLUSTER EDITING (P=CE)
Eingabe | Ein Graph G = (V, F) und k € N
Frage Gibt es ein FF C V2 mit |F| < k, sodass G ein P~ Cluster-Graph ist
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Lemma 3.4. P=CE € P firp=20,1.

Beweis. Fir ein festes p = 0 ist das Problem trivial und liegt damit in P. Fir p = 1
liegt es ebenfalls in P, da nur iiberpriift werden muss, ob G zum vollstindigen Graphen
modifiziert werden kann. Dies ist genau dann der Fall, wenn k > |V?| — |E| gilt. O

Fiir ein festes p = 2 wird das Problem schwierig.
Satz 3.5. >=CE ist NP-vollstindig.

Beweis. Fiir die Harte wird in [SST04] von Balanced 2-Coloring of a 3-Uniform Hy-
pergraph reduziert, welches in [Lov73] als NP-vollstandig klassifiziert worden ist.

Problem BALANCED 2-COLORING OF A 3-UNIFORM HYPERGRAPH (B2C3UH)

Eingabe | Ein Hypergraph H = (V, E) mit |e| =3 fur alle e € E

Frage Besitzt G eine Farbung mit genau 2 Farben, wobei jede Farbe genau |2l|
Knoten einfarbt, sodass die Knoten jeder Kante nicht alle gleichfarbig

sind

Es lasst sich die Reduktionsfunktion 3.3 verwenden. Eine mogliche Reduktion ist in

Algorithmus 3.3 Reduktion von B2C3UH auf >>CE
1: function REDUCE((H))
2 for all u € V[H] do
3 Vi =Avu |1 €{1,....2|VIH]]*}}
4: Vi=VuV,
5: E,:=EU((V,0oV,) > Cliquenbildung
6
7
8
9

forall 1 <i<j<Il<|V[H] do
if {u;,uj,w} ¢ E[H] then
r=20|V[H]]* + j|V[H]| +1) -1
: Ei,j,l = {{Ui,ra Uj,r}v {Uj,r+17 Ul,r}7 {Ul,r+17 Ui,r—i—l}}
10: E2 = E2 U Ei,j,l
11: G = (‘/1, El U EQ)
1

12 Ne=2(R N @VIE]P - (VIH]| - 2)

i M= () (vim)| - 2) - |E(H)|

2
14: return (G, N + M)

Abbildung 3.3 zu sehen, wobei unsere Cliquen der Ubersicht halber nur eine Gré8e von
5 anstelle der tatséchlichen Grofie von 2 - 43 haben.

Der Algorithmus arbeitet in Polynomialzeit. Fiir die Korrektheit nehmen wir an, der
Eingabegraph H liage in B2C3UH und besédfle damit eine balancierte 2-Farbung. Wir
fassen die 2-Férbung als Partitionierung (A[H]|, B[H]) auf, wobei A[H| und B[H| Kno-
tenmengen der jeweiligen Farben darstellen. Wir iibertragen die Farbung auf unseren
Ausgabegraphen G, indem wir die jeweiligen Cliquen einfiarben. Formal definieren wir
hierzu A[G] := {V,, | u € A[H]} und B[G] := {V,, | v € B[H]}. Nun zeigen wir, dass der
2=Cluster-Graph C := (V[G], A|G]? U B|G]?) durch genau N + M Modifikationen in G
entsteht. Hierzu betrachten wir mit selbiger Definition von F; ;; wie im Algorithmus 3.3
die folgende Kantenmenge.

E':=FE[GI|U{E;;; |1<i<j<l<|V[H]| und {u;,uj,u,} € E[H]}

E3
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Abbildung 3.3: Reduktion von B2C3UH auf *>CE

Zuerst betrachten wir die Modifikationsmenge F’, welche benétigt wird um aus der
Kantenmenge £’ den ?=Cluster-Graph C' zu erhalten. Formal gilt F' := (E'\ E[C]) U
(E[C)\E). Um die Kardinalitat von F” abzuschétzen betrachten wir |E"\ E[C]|. Hierbei
handelt es sich um die Kanten zwischen den Clustern. Da die Farbung balanciert ist,

2
gilt nach Definition |A[H]| = |B[H]| = % Somit haben wir (@) Méglichkeiten
zwei Cliquen V; und V; aus den verschiedenen Clustern zu wahlen. Die beiden Cliquen

verbinden nun genau (|V[H]| — 2) viele Kanten, da fiir jedes [ mit ¢ # [ # j eine Kante

in E; ;; besteht. Somit erhalten wir |E'\ E[C]] = (@)2 (IV[H]| -2) = M + |E[H]|.

Nun berechnen wir |E[C]\ £’|. Dies sind Kanten innerhalb der Cluster. Wir betrach-

ten als erstes die Menge A[H|. Wir haben (%WQ[H”) viele Méglichkeiten zwei verschie-
den Cliquen V; und V; aus A[G] zu wahlen. Auch hier verbinden die Cliquen genau
([V[H]| —2) viele Kanten. Wir miissen diesmal jedoch die Kanten zdahlen, welche nicht
in £’ vorhanden sind. Somit erhalten wir diesmal |V;oV;|— (|]V[H]| —2)) fehlende Kan-
ten zwischen den Cliquen V; und V;. Analog zéhlen wir die Kanten aus B[G], sodass
wir die doppelte Anzahl, also 2(%“/2[11“)(\‘/; oV;| = ([V[H]| — 2)) = N, erhalten. Somit
ergibt sich die nichste Gleichung.

|F'| =N+ M + |E[H]| (1)

Nun koénnen wir F' betrachten, welches die tatsdchliche Modifikationsmenge darstellt.
Diese ist durch F':= (E[G]\ E[C])U(E[C]\ E[G]) definiert. Es gilt E[G] = (E'\ E3) =
(E'\ E3)U(E5\ E') und daher unterscheiden sich die Kantenmengen E[G] und £’ um
genau die Menge Fj5. Folglich miissen sich auch die Modifikationsmengen um genau
die Kantenmenge F3 unterscheiden und auch durch Umformung ldsst sich die analoge
Gleichung F' = (F'\ E3) U (E3 \ F') fur die Modifikationsmengen ableiten. Somit gilt
die folgende Gleichung.

|F| = [F'\ Es| + |Es \ F'| = |[F'| = |[F' 0 Es| + | F' N By (2)
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Fiir jede Kante {u;,u;,w;} in E[H] existieren die drei Kanten E;,;; in Ej3. Somit gilt
die folgende Gleichung.

E; = 3E[H] (3)

Da die Kanten aus Fj3 die Kanten aus E[H| repréasentieren, mussen aufgrund der Féar-
bungsbedingung genau zwei der Knoten u;,u; und w; gleichfarbig und der dritte an-
dersfarbig sein. Somit liegt genau eine Kante aus F; j; in A[G]? oder B[G]? und genau
zwei Kanten aus E; j; liegen in A[G] o B[G]. Da die beiden Kanten aus A[G] o B[G]
in C' nicht vorhanden sind, wurde die Kante modifiziert und liegt folglich in F’. Die
Kante aus A[G]? oder B[G]? liegt jedoch in C und liegt folglich in F’. Somit erhalten
wir die folgende Aufteilung der Kanten in Ej.

|F' N B3| = §E3 2 2E[H] (4)
PO B = By 2 BlH] (5)
Schlieflich erhalten wir die folgende Gleichung.
[F| 2 |F'| = |F' 0 By| + | F' 0 By
= || - |EH]
LN+M

Wir haben nun gezeigt, dass F' tatsachlich eine giiltige Modifikationsmenge darstellt.
Die Korrektheit der anderen Richtung kann in [SST04] nachgelesen werden. O

Auch fir alle p > 2 ist das Problem schwer.

Korollar 3.6. P=CE ist NP-vollstindig fiir alle p € N\ {0, 1}.

Beweis. Analog zu Korollar 3.3 reduzieren wir von 2~CE auf ein beliebiges ?~CE Pro-
blem mit p > 2. Es kann mit selbiger Argumentation die Reduktionsfunktion 3.2
verwendet werden. O

3.3 P=Cluster Editing

Nun beschéftigen wir uns mit ZCLUSTER EDITING. Es ist wie folgt definiert.

Problem ?ZCLUSTER EDITING (PZCE)
Eingabe | Ein Graph G = (V, F) und k € N
Frage Gibt es ein F' C V2 mit |F| < k, sodass G ein PZCluster-Graph ist

Als erstes machen wir uns iiber den Zusammenhang von ZCE und “CE Gedanken.

Lemma 3.7. Sei f : ¥* — N eine Funktion und sei =CE bei Fingabe x € X* in
O(f(z)) entscheidbar. Dann lisst sich ZCE in O(|x| - f(x)) entscheiden.

Beweis. Es sei DECIDE[=CE] ein Algorithmus, der =CE in O(f(x)) entscheidet. Wir
verwenden den Algorithmus 3.4 um =CE zu entscheiden.

Um uns die Korrektheit klar zu machen, sehen wir ein, dass (G, k, p) genau dann in
ZCE liegt, wenn es ein ¢ € {1,...,p} gibt, fiir das (G, k,i) in =CE liegt. Wir konnen
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Algorithmus 3.4 Entscheidungsalgorithmus von =CE

1: function DECIDE((G, k, p))

2 for all i € {1,...,min(p, |V[G]|)} do

3: if DECIDE[TCE]((G, k,i)) = accept then
4: accept

5 reject

jedoch behaupten, dass (G, k,j) fur alle j > |V[G]| nicht in =CE liegt, da fiir eine
beliebige Modifikationsmenge F' der Graph Gp genau |V[Gr]| = |V[G]| < j viele
Knoten besitzt und daher kein /=Cluster-Graph sein kann. Aus diesem Grund reicht
es in Zeile 2 aus i von 1 bis min(p, |V[G]]) laufen zu lassen und wegen min(p, |V[G]|) <

|[V[G]| < |z| arbeitet der Algorithmus daher in O(|z| - f(z)) O

Wir kénnen dieselben Betrachtungen auch analog fiir <CE machen.

Lemma 3.8. Sei f : ¥* — N eine Funktion und sei =CE bei Fingabe x € ¥* in
O(f(z)) entscheidbar. Dann lisst sich <CE in O(|x| - f(x)) entscheiden.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Vorigen. Diesmal lassen wir jedoch ¢ von p bis
|V[G]| laufen oder iiberspringen die Schleife, falls p > |V[G]| gilt. O

Fiir den Fall, dass wir PZCE betrachten, bei dem p fest ist, ldsst sich eine dhnliche
Aussage formulieren.

Lemma 3.9. Sei f : NxN — N eine Funktion und sei P~CE bei Fingabe x = (G, k) in
O(f(|z|, k)) entscheidbar. Dann lisst sich PZCE in O(|x|°W - f(|2|°W) k)) entscheiden.

Beweis. Es sei DECIDE[P=CE] ein Algorithmus, der P~CE in O(f(|z|, k)) entscheidet.
REDUCE ist hier der Algorithmus 3.2. Nun lésst sich mit Algorithmus 3.5 die Sprache
PZCE entscheiden.

Algorithmus 3.5 Entscheidungsalgorithmus von PZCE

1: function DECIDE((G, k))

2 for all i € {1,...,min(p, |V[G]|)} do
3 (G', k) := REDUCE((G, k), 1) > Reduktion von =CE auf P=CE
4: if DECIDE[P=CE]((G’, k)) = accept then
5.
6

accept
reject

Da uns nur ein P=CE-Algorithmus fiir ein festes p zur Verfiigung steht, miissen wir
unsere Instanzen aus “=CE zunéchst auf eine Instanz aus P~CE reduzieren. Die Reduk-
tionsfunktion in Zeile 3 geschieht in |x|?(). Hierbei kann auch der Graph G polynomiell
anwachsen, k bleibt jedoch gleich in der Grofie, wodurch wir Zeile 4 in f(|z|°M ) k))
erledigen konnen. Die Schleife durchlaufen wir O(|z|)-mal, wodurch wir insgesamt eine
Laufzeit von O(|z|°M - f(|z|°M) k)) erhalten. O

Lemma 3.10. »>CE € P firp=20,1.

Beweis. Aus Lemma 3.9 folgt, dass fiir ein festes p = 0 oder p = 1 die Sprache PZCE
auch in P liegen muss. O]
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Als néchstes mochten wir den Fall fiir p = 2 betrachten. Es ldsst sich hier die gleiche
Aussage wie bei 2~CE machen.

Satz 3.11. 22CE ist NP-vollstindig.

Beweis. Hierzu betrachten wir erneut die Reduktionsfunktion 3.3. In dem Beweis von
Satz 3.5 haben wir

(H) € B2C3UH & (G, N + M) € >**CE
gezeigt. Wir werden nun
(G,N + M) € **CE & (G,N + M) € 2CE (1)

beweisen und zeigen damit, dass B2C3UH auf 22CE mit der Reduktionsfunktion 3.3
reduzierbar ist.

(1),=*. Jeder 2=Cluster-Graph ist auch ein >ZCluster-Graph und somit gilt die Inklu-
sion 2=CE C 22CE.

(1),,<*. Es gilt °=CE = 0, da unsere Graphen per Definition mindestens einen Knoten
besitzen. Aus diesem Grund reicht es (G, N + M) ¢ '=CE zu zeigen. Dies ist genau
dann der Fall, wenn |V[G]?| — |E[G]| > N + M gilt. Um dies zu tiberpriifen definieren
wir v := |[V[H]]|.

VIGP| = |E[G]] = |VIGP| - |Ey U B
= [VIGP| = (|1B:] + 3| E[H]|)

_ (“ ‘22“3> - @(2;’3) +3<§> _3|E[H]|)

=v'(2vt = 1) —v-v* (20 - 1) — ;v(v —1)(v —2) + 3|E[H]|

1 3
:21)8—2117—§v3+§v2—v—|—3|E[HH (2)

Fir N + M erhalten wir die folgende Rechnung.

N+ M= 2(%’) (405 — (v —2)) + @2 (v—2) — |E[H]

— ;v(;v —1)(40® — v +2) + ivz(v —2) — [E[H]|

1
ZUS—QU7+§UQ—U—|E[H]| (3)
Insgesamt gilt fiir alle v
2,3 8

VIGP| ~ |BIG]] — (N + M) 2P — 0 0?4 4|E[H]| > 0.

Somit muss (G, N + M) in **CE liegen. O

Auch fiir alle p > 2 ist das Problem schwer.

Korollar 3.12. P=CE ist NP-vollstindig fiir alle p € N\ {0, 1}.
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Tabelle 3.1: Ubersicht von Cluster Editing

CE Eingabe Para Fest Resultat Begriindung
S pk NP-vollstéandig folgt aus Korollar 3.3
P k € FPT Korollar 6.9
P ke{0,...} eP folgt aus Korollar 6.9
k P P # NP = ¢ XP folgt aus Korollar 3.3
k p € {0,...} NP-vollstéandig Korollar 3.3
p,k € FPT folgt aus Korollar 6.9
P ke{0,...} e PT folgt aus Korollar 6.9
k p € {0,...} € FPT folgt aus Korollar 6.9
p,ke{0,...} €P folgt aus Korollar 6.9
= pk NP-vollstandig folgt aus Korollar 3.6
P k e FPT Satz 6.7
p ke{0,...} eP folgt aus Satz 6.7
k D P # NP = ¢ XP folgt aus Korollar 3.6
k pe{0,1} eP Lemma 3.4
k pe{2,...} NP-vollstandig Korollar 3.6
p,k e FPT folgt aus Satz 6.7
P ke{0,...} € PT folgt aus Satz 6.7

k pe{0,..}  €SUBEPT
p,ke{0,...} €P

Satz 6.10
folgt aus Satz 6.7

= pk NP-vollstandig

D k € FPT

D ke{0,...} ep

k D P # NP = ¢ XP

k pe€{0,1} eP

k pef{2,...} NP-vollsténdig
D,k € FPT
D ke{0,...} e PT

k pe{0,..}  €SUBEPT
p,kef0,...} €P

folgt aus Korollar 3.12
Korollar 6.8

folgt aus Korollar 6.8
folgt aus Korollar 3.12
Lemma 3.10

Korollar 3.12

folgt aus Korollar 6.8
folgt aus Korollar 6.8
Korollar 6.11

folgt aus Korollar 6.8

Beweis. Wir reduzieren wir von 22CE auf ein beliebiges P2CE Problem mit p > 2,
indem wir mit selbiger Argumentation die Reduktionsfunktion 3.2 mit ¢ = 2 verwenden.

]



4 Cluster Deletion

Nun beschaftigen wir uns mit Cluster Deletion. Der Unterschied zu Cluster Editing
liegt darin, dass beim Cluster Deletion nur Kanten aus dem Eingabegraphen geloscht
werden diirfen.

4.1 P<Cluster Deletion

Unser erster Fokus liegt bei P~CLUSTER DELETION, welches wie folgt definiert ist.

Problem P=CLUSTER DELETION (P=CD)
Eingabe | Ein Graph G = (V, F) und k € N
Frage Gibt es ein F' C E mit |F| < k, sodass G ein P=Cluster-Graph ist

Wir wahlen zunachst ein festes p = 0, sodass keine Einschrankungen hinsichtlich der
Anzahl der Cliquen des Zielgraphen vorliegen.

Satz 4.1. °=CD ist NP-vollstindig.

Beweis. Hier lasst sich der Beweis von Satz 3.1 analog tibertragen, da nur Kanten
geloscht werden um eine Uberdeckung zu erhalten. [

Korollar 4.2. P=CD ist NP-vollstindig fiir alle p € N.

Beweis. Auch hier lasst sich von °CD aus reduzieren. Es kann die selbe Reduktions-
funktion 3.2 wie bei Cluster Editing verwendet werden. O]

4.2 P=Cluster Deletion

Als néchstes beschéftigen wir uns mit P~CLUSTER DELETION. Es ist wie folgt definiert.

Problem P=CLUSTER DELETION (P=CD)
Eingabe | Ein Graph G = (V, F) und k € N
Frage Gibt es ein F' C F mit |F| < k, sodass G ein P=Cluster-Graph ist

Fiir ein festes p = 2 erscheint das Problem leichter als 2= CE.
Satz 4.3. P=CD € P fir alle p € {0,1,2}.

Beweis. Analog zu Cluster Editing ist das Problem fiir ein festes p = 0 trivial und
liegt damit in P. Fiir p = 1 liegt es ebenfalls in P, da nur tiberpriift werden muss, ob
G der vollstandige Graph ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn |E| = |V?| gilt. Um
die Mitgliedschaft in P fiir p = 2 zu zeigen, betrachten wir bipartite Graphen.

Definition 4.4. FEine disjunkte Partition (A, B) einer Knotenmenge heifit Bipartition,
falls E(A, A) = E(B, B) =0 gilt. Ein Graph ist bipartit, falls seine Knotenmenge eine
Bipartition besitzt.
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K
O
Ay << By
O
K,
- i> By
K

Abbildung 4.1: Der Graph G mit dessen Bipartitionen

Wir benutzen nun den Entscheidungsalgorithmus 4.6 aus [SST04]. Die Mitgliedschaft

Algorithmus 4.6 P-Entscheidungsalgorithmus fiir 2=CD
1: function DECIDE((G, k))

2 berechne die Zusammenhangskomponenten von G und nenne sie K7, ..., K,
3 for:=1,...,tdo

4 if (V[K;], E[G]) ist kein bipartiter Graph then

5: reject
6

7

8

9

berechne Bipartition (A;, B;) des Graphen (V[K,], E[C_?]) mit |A;| > | By
if |F[G](AyU...UA;, BiU...UBy)| <k then
accept
else
10: reject

in P ist darin begriindet, dass sich Bipartition in Polynomialzeit berechnen lassen.
Weniger offensichtlich ist die Korrektheit. Der Graph G mit dessen Bipartitionen ist in
Abbildung 4.1 zu sehen. Die Beweisidee ist die selbe wie in [SST04]. Wir argumentieren
zunachst fir die Falle mit B; # () und weil |A;| > |B;]| folglich auch A; # 0. Da K;
zusammenhéngend ist, existiert ein Pfad z1,y1,. .., s, ys in G, der jeden Knoten aus
K; mindestens einmal besucht. Ohne Einschrankungen wéahlen wir den Startknoten x;
aus A; und somit miissen induktiv alle y; € B; und z; € A; sein, da keine Kanten
innerhalb von A; bzw. B, existieren. Da auflerdem aufeinanderfolgende Knoten z;, y;
in G verbunden sind, existiert in G keine Kante zwischen x; und y;. Da F' C F gilt
und damit nur Kanten entfernt werden konnen, miissen z; und y; zwangslaufig in
verschiedenen Cliquen sein. Analog missen auch y; und z;; in verschiedenen Cliquen
landen und da es nur zwei Cliquen in G gibt, gehéren x; und z;1; wieder der selben
Clique an. Die Beobachtungen gelten fiir alle 7 woraus sich ergibt, dass die komplette
Menge A; der jeweils anderen Clique als der von B; angehoren muss. Auch fiir B; = ()
und somit |A4;| = 1, da K; zusammenhéngend ist, kann ohne Einschrankung gefordert
werden, dass A; und B; unterschiedlichen Cliquen in G angehéren werden.
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Ansonsten existieren keine weiteren Kanten in G und damit sind insbesondere alle
A; und Bj, sowie alle A; und A; und auch alle B; und B; fiir i # j vollstandig in
G verbunden. Somit gibt es prinzipiell 2! mogliche Zielgraphen G, da jeweils fur
jedes A; entschieden werden muss welche der beiden Cliquen es in G angehoéren wird.
Die B; gehoren somit der jeweils anderen Clique an. Um herauszufinden welche der
Méglichkeiten |F'| minimiert, méchten wir nun die Kardinalitdten von A; und B; mit
a; und b; bezeichnen. Die Anzahl der zu entfernenden Kanten setzt sich wie folgt
zusammen. |F| = 35,.;a;:b; + c;, wobei die Summe sdmtliche Kanten zwischen A;
und B; und die Zahl ¢; die Anzahl der Kanten zwischen A; und B; in G beschreibt.
Umgeformt ergibt sich

|F| =Y aib;—> aib;+ 1,
i p

—c2

wobei ¢y die Anzahl der Kanten zwischen A; und B; in G beschreibt. ¢y ist daher
fiir einen festen Eingabegraphen G konstant und kann daher nicht minimiert werden.
Betrachten wir also

> aibj = (Q_ai)(D_bi)

i

= (Y a)(Cai+ b~ Y a)

i i
—— N~
T c3 T

Die Zahl ¢35 beschreibt die Anzahl der Knoten in G und ist fir einen festen Graphen G
konstant und es gilt daher das Minimum von x(c3 — x) mit x € {0, ..., c3} zu ermit-
teln, welches bekanntlich bei minimalem oder maximalem z angenommen wird. Aus
Symmetriegriinden fithren beide Optimierungen zum selben Ergebnis und es ist daher
nicht relevant, ob wir >, b; oder }_; a; maximieren. Der Algorithmus ist insbesondere
korrekt, da er Y, a; maximiert. O]

Fiir ein festes p > 3 wird das Problem schwer.
Satz 4.5. P=CD ist NP-vollstindig fir alle p € N\ {0,1,2}.
Beweis. Wir reduzieren von P~COLORING mittels der Reduktion aus [SST04].

Problem P=COLORING

Eingabe | Ein Graph G

Frage Besitzt G eine Farbung von Knoten mit genau p Farben, sodass je zwei
durch eine Kante verbundene Knoten in unterschiedlicher Farbe einge-
farbt sind

P=COLORING, bei dem auch Instanzen mit einer Farbung mit weniger als p Farben
zur Sprache gehéren, ist bekannterweise NP-vollstandig. 7~ COLORING lisst sich jedoch
auf P~COLORING reduzieren. Wir verwenden die Reduktionsfunktion 4.7.

Die Reduktion ist korrekt, weil jeder Graph mit weniger als p Knoten in »Z COLORING
liegt, da jeder Knoten in einer anderen Farbe eingefarbt werden kann. Fir jeden Gra-
phen G mit mindestens p Knoten gilt jedoch (G) € PZCOLORING genau dann, wenn
(G) € P~COLORING. Dies liegt daran, dass die Anzahl der benutzten Farben stets ver-
groflert werden kann, indem schrittweise ein Knoten mit einer mehrfach vorkommenden
Farbe mit einer unbenutzten Farbe eingefarbt wird. Kommen wir nun zur Reduktion
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Algorithmus 4.7 Reduktion von PZCOLORING auf P~COLORING
1: function REDUCE((G))

2 if |V[G]| < p then

3: return (GT)
4

5

else
return (G)

Abbildung 4.2: Reduktion von P~COLORING auf P=CD

4.8 von P=COLORING auf P=CD. Eine mogliche Reduktion ist in Abbildung 4.2 zu

Algorithmus 4.8 Reduktion von P~COLORING auf P=CD

1: function REDUCE((G))
2: return (G, |E|)

sehen.

Fiir den Beweis der Korrektheit bemerken wir, dass k = |E| gilt und somit beliebig
viele Kanten in G entfernt werden diirfen. Falls (G) € P~COLORING, so gibt es Kno-
tenmengen K, ..., K,, wobei K; jeweils die Menge der Knoten mit Farbe i bezeichnet.
Daher sind die Knoten aus K; in GG untereinander nicht verbunden und bilden daher
eine Clique in G. Durch Entfernen aller Kanten F[G](K;, K;) fiir alle i # j erhalten
wir daher einen P=Cluster-Graphen und (G, |E|) € P=CD.

Umgekehrt falls (G, |E|) € P=CD, so existiert ein F C E, sodass (G)r ein P~Cluster-
Graph ist. AuBerdem gilt (G)r = (GF), da es unerheblich ist, ob zuerst die Kantenmen-
ge F oder der Graph G invertiert wird. Folglich ist G g ein invertierter = Cluster-Graph
und besitzt Knotenmengen K, ..., K, mit E[Gr](K;, K;) = 0 fiir alle i. Da F' C E,
handelt es sich bei F' um eine Hinzunahme von Kanten und daher muss fir alle ¢
insbesondere E[G](K;, K;) = 0 gelten. Aus diesem Grund bildet die Partitionierung
Ky, ..., K, eine giiltige p-Féarbung und (G) € P~COLORING. O

4.3 P=Cluster Deletion

Nun beschéftigen wir uns mit ?ZCLUSTER DELETION. Es ist wie folgt definiert.

Problem PZCLUSTER DELETION (P=CD)
Eingabe | Ein Graph G = (V, F) und k € N
Frage Gibt es ein F C E mit |F| < k, sodass G ein P=Cluster-Graph ist
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Tabelle 4.1: Ubersicht von Cluster Deletion

CD Eingabe Para Fest Resultat Begriindung
S pk NP-vollstéindig folgt aus Korollar 4.2
P k € FPT Korollar 6.9
D ke A{0,...} ePp folgt aus Korollar 6.9
k D P #NP = ¢ XP folgt aus Korollar 4.2
k p € {0,...} NP-vollstandig Korollar 4.2
p,k € FPT folgt aus Korollar 6.9
D ke{0,...} € PT folgt aus Korollar 6.9
k pe{0,...} € FPT folgt aus Korollar 6.9
p,ke{0,...} €P folgt aus Korollar 6.9
= pk NP-vollstandig folgt aus Satz 4.5
P k € FPT Satz 6.7
p ke{0,...} eP folgt aus Satz 6.7
k D P # NP = ¢ XP folgt aus Satz 4.5
k pe{0,1,2) €P Satz 4.3
k pe{3, ...} NP-vollstiandig Satz 4.5
p, k € FPT folgt aus Satz 6.7
P ke{0,...} €PT folgt aus Satz 6.7
k  pefo,..} € SUBEPT Satz 6.10
p,ke{0,...} €P folgt aus Satz 6.7
= pk NP-vollstéindig folgt aus Korollar 4.7
P k € FPT Korollar 6.8
P ke{0,...} €P folgt aus Korollar 6.8
k P P # NP = ¢ XP folgt aus Korollar 4.7
k pe{0,1,2} €P Lemma 4.6
k pe{3,...} NP-vollstédndig Korollar 4.7
p,k € FPT folgt aus Korollar 6.8
P ke {0,...} e PT folgt aus Korollar 6.8
k pe{0,...} € SUBEPT Korollar 6.11
p,ke{0,...} €P folgt aus Korollar 6.8

Lemma 4.6. »2CD € P fiir alle p € {0,1,2}.

Beweis. Das Lemma 3.9 gilt auch analog fiir Cluster Deletion und mit Satz 4.3 erhalten
wir eine polynomielle Laufzeit. O

Fiir p > 3 wird P2CD schwer.
Korollar 4.7. P=2CD ist NP-vollstindig fiir alle p € N\ {0,1,2}.

Beweis. Um fiir p > 3 die NP-Vollstiandigkeit von P~CD zu zeigen, haben wir von
PZCOLORING auf P~COLORING und von P~COLORING auf P=CD reduziert. Mit der
selben Reduktionsfunktion 4.8 kénnen wir auch direkt von PZCOLORING auf PZCD
reduzieren. ]



5 Cluster Completion

Nun beschéftigen wir uns mit Cluster Completion. Der Unterschied zu Cluster Editing
liegt darin, dass dem Eingabegraphen bei Cluster Completion nur Kanten hinzugefiigt
werden diirfen.

5.1 ?=Cluster Completion

Nun méchten wir P~CLUSTER COMPLETION untersuchen. Es ist wie folgt definiert.

Problem P=CLUSTER COMPLETION (P=CC)
Eingabe | Ein Graph G = (V, E) und k € N
Frage Gibt es ein F' C E mit |F| < k, sodass G ein P=Cluster-Graph ist

Bei P<CC liegt die Aufgabe also darin einem Eingabegraphen G derart Kanten hin-
zuzufiigen, sodass sich der modifizierte Graph G'r aus mindestens p disjunkten Cliquen
zusammensetzt. Dieses Problem erscheint einfach.

Satz 5.1. <CC € P fiir alle p € N.

Beweis. Der Algorithmus 5.9 entscheidet das Problem in Polynomialzeit.

Algorithmus 5.9 P-Entscheidungsalgorithmus fiir <CC

1: function DECIDE((G, k, p))

2 bestimme die Zusammenhangskomponenten 7, ..., 7, von G
3 if k> (|V[Z)* — |F|Z]|) and p <t then

4: accept

5 else

6 reject

Falls der Algorithmus akzeptiert, so ist (G, k) € P=CC, da wir jede Zusammenhangs-
komponente zu einer Clique vervollstindigen kénnen. Falls der Algorithmus ablehnt,
so gibt es zwei Falle.

Als erstes argumentieren wir fiir den Fall p > ¢t. Da beim Cluster Completion nur Kan-
ten hinzufiigt werden diirfen, muss jede Zusammenhangskomponente im Eingabegraph
G zu einer Clique vervollstandigt werden. Die hierzu bendtigte Modifikationsmenge
nennen wir F'. Auf diese Weise erhalten wir ¢t Cliquen. Nachdem die Zusammenhangs-
komponenten vervollstindigt wurden, konnen wir die Anzahl der Cliquen nicht mehr
erhohen, da das Entfernen von Kanten unzuléssig ist. Somit ist ¢ maximal und es kann
keine andere Modifikationsmenge H geben, bei der Gy aus mehr als ¢ Cliquen besteht.
Daher darf in diesem Fall abgelehnt werden.

Im zweiten Fall gilt k& < St (|V[Z:]?| — |E[Zi]|), wobei die Summe angibt wie viele
Kanten fiir das Vervollstindigen der Zusammenhangskomponenten benotigt werden.
Jede Hinzunahme von Kanten ist nétig damit G g ein Cluster-Graph ist. Daher ist | F|
minimal, da fir alle H mit |H| < |F| der modifizierte Graph Gy kein Cluster-Graph
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mehr sein kann. Daher darf auch in diesem Fall abgelehnt werden.
Die Laufzeit bleibt polynomiell, obwohl p ein Teil der Eingabe ist. O]

5.2 P~Cluster Completion

Als néchstes beschaftigen wir uns mit P~CLUSTER COMPLETION. Es ist wie folgt de-
finiert.

Problem P~CLUSTER COMPLETION (P=CC)
Eingabe | Ein Graph G = (V, E) und k € N
Frage Gibt es ein F' C F mit |F| < k, sodass G ein P~Cluster-Graph ist

Wir werden sehen, dass es moglich ist P=CC fiir beliebige feste p in Polynomialzeit
zu losen. Nun beweisen wir folgenden Satz aus [SST04].

Satz 5.2. P=CC ist bei Eingabe x in O(|z|P) entscheidbar und liegt damit in P fir alle
p e N.

Beweis. Wir benutzen den gleichen Beweis wie in [SST04]. Wir beschreiben den Ent-
scheidungsalgorithmus jedoch in Worten. Die erste Uberpriifung, die der Algorithmus
macht, ist ob (G, k) € P=CC gilt. Falls dies nicht erfiillt ist, so kann auch nicht (G, k) €
P=CC gelten und der Algorithmus lehnt ab. Andernfalls ist es immer moglich die Anzahl
Zusammenhangskomponenten in G zu verringern, indem wir je zwei Zusammenhangs-
komponenten vereinigen. Jedoch kann nun trotzdem abgelehnt werden, falls |F| > k
gilt. Daher wird versucht |F'| zu minimieren. Dazu bezeichnen wir die Cliquen in Gg
mit C,...,C,. |F| setzt sich wie folgt zusammen.

|F| = |E[Gr]| — |E]

:imc@-ﬂ ~ 18]

-1 :umciw —[Vici) — |E]
1& s 1

:§Z|V[Cﬂ| —§|V|—|E|

s
I
—

Der Term (—3|V| — |E|) ist fir einen festen Eingabegraphen G konstant und daher
gilt es S| |[V[Ci]]* zu minimieren. Somit sind nur die Kardinalititen ¢; := |V[C}]|
relevant. Der Algorithmus probiert alle tatsdchlich moglichen Belegungen fiir ¢; aus
und ermittelt diejenige Belegung, die 3% , ¢? und folglich |F| minimiert. Représentiert
werden konnen solche Belegungen durch einen Vektor (cq, ..., c,—1). Es werden nur die
Kardinalitéiten der ersten (p—1) Cliquen benétigt, da ¢, durch |V[Gp]| — 35 ¢; rekon-
struiert werden kann. Da ¢; durch |V[G]| < |z| beschrénkt ist, gibt es maximal |z|P~!
solcher Belegungsvektoren, fiir die der Wert 3°7_; ¢? ausgewertet werden muss. Dies ge-
schieht demnach in O(|z|P). Es gilt noch zu zeigen, dass die moglichen Belegungen auch
in O(|z|?) aufgezéhlt werden konnen, da wir dadurch eine Gesamtlaufzeit von O(|x|P)
garantiert hatten. Hierzu vervollstandigen wir zuerst jede Zusammenhangskomponen-
te in G zu einer Clique und bezeichnen diese mit K,..., K;. Nun kénnen mdogliche
Belegungsvektoren rekursiv berechnet werden. Mit B; bezeichnen wird die Menge der
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Belegungsvektoren, fiir die die Cliquen K41, ..., K; nicht in den Cliquen C', ..., C,_4
enthalten sein dirfen. Fiir den Rekursionsanfang definieren wir

By :={(0,...,0)}.
0 {( > ) )}

p—1
By beinhaltet allein den Nullvektor, da die Cliquen K1, ..., K; nicht in den Cliquen
C4,...,Cp_1 enthalten sein diirfen und diese daher leer sein miissen. Nun koénnen wir
rekursiv B; berechnen.

Bj =D U{l’+ |V[KJH "€ | S ijlyi S {177p_ 1}}

Der Ausdruck e; ist dabei der i-te Einheitsvektor. Gehen wir von B;_; nach B; iiber,
so miissen wir alle Moglichkeiten in Betracht ziehen die Clique K; zu einer der Cliquen
(1, ..., Cp_1 hinzuzufiigen. Somit addieren wir fiir jedem Belegungsvektor die Kardina-
litdt von V[K;] zu einer der moglichen (p— 1) Kardinalitdten der Cliquen Cf, ..., Cp_;.
Schliefflich erhalten wir nach ¢ Schritten die Menge B,;, welche nach Eliminierung von
Belegungsvektoren mit ¢; = 0 alle moglichen Belegungsvektoren enthélt. Auflerdem
ist der Zeitbedarf jedes Rekursionsschrittes durch die Kardinalitidt von B; und daher
durch O(]z|P~1) beschrankt. B, lasst sich daher in O(¢-|z[P~!) C O(|z|?) ermitteln, was
noch zu zeigen war. O

5.3 ?=Cluster Completion

Nun méchten wir 2 CLUSTER COMPLETION untersuchen. Es ist wie folgt definiert.

Problem PZCLUSTER COMPLETION (P=CC)
Eingabe | Ein Graph G = (V, E) und k € N
Frage Gibt es ein F C E mit |F| < k, sodass G ein P=Cluster-Graph ist

Die Sprache P=CC lisst sich durch Mehrfachanwendung unseres P~CC-Algorithmus
entscheiden.

Korollar 5.3. P2CC ist bei Eingabe x in O(|z|°®)) entscheidbar und liegt damit in P
fur alle p € N.

Beweis. Lemma 3.9 lisst sich analog auf »2CC iibertragen und mit Satz 5.2 erhalten
wir die gewiinschte Laufzeit von O((|z|?M)") = O(|z|°®). ]
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Tabelle 5.1: Ubersicht von Cluster Completion

CC Eingabe Para Fest Resultat Begriindung
S pk cP Satz 5.1
P k e PT folgt aus Satz 5.1
D ke{0,...} eP folgt aus Satz 5.1
k P e PT folgt aus Satz 5.1
k pe{0,...} eb folgt aus Satz 5.1
p, k e PT folgt aus Satz 5.1
P ke {0,...} € PT folgt aus Satz 5.1
k pe{0,...} e PT folgt aus Satz 5.1
p,ke{0,...} €P folgt aus Satz 5.1
= pk Unbekannt
P k e FPT Satz 6.7
P ke {0,...} ep folgt aus Satz 6.7
k P e XP Satz 5.2
k pe{0,...} eP Satz 5.2
p,k e FPT folgt aus Satz 6.7
D ke A{0,...} e PT folgt aus Satz 6.7
k pe{0,...} e PT folgt aus Satz 5.2
p,kef0,...} €P folgt aus Satz 6.7
P> pk Unbekannt
P k e FPT Korollar 6.8
P ke {0,...} eP folgt aus Korollar 6.8
k P € XP Korollar 5.3
k pe{0,...} ep Korollar 5.3
p,k € FPT folgt aus Korollar 6.8
P ke{0,...} € PT folgt aus Korollar 6.8
k pe{0,...} e PT folgt aus Korollar 5.3

p,ke{0,...} €P

folgt aus Korollar 6.8




6 Parametrisierte
Cluster-Graph-Madifizierung

Als erstes betrachten wir eine parametrisierte Variante von Cluster Editing. Danach
werden wir bemerken, dass wir die selben Betrachtungen auch analog fiir Cluster Dele-
tion und Cluster Completion machen kénnen. Wegen den Lemmata 3.7 bis 3.9 erscheint
es sinnvoll die Mitgliedschaft in FPT fiir =CE zu zeigen, um die FPT-Mitgliedschaft fiir
andere Probleme zu folgern. p scheint kein sinnvoller Parameter zu sein, da fiir einige
feste p die Sprache =CE bereits NP-vollstédndig ist und es fiir den Fall P # NP kein Po-
lynomialzeitalgorithmus fiir alle Scheiben geben kann. Somit ldge das parametrisierte
Problem nicht in XP und folglich auch nicht in FPT. Aus diesem Grund wéahlen wir &
als Parameter und erhalten folgendes parametrisierte Problem.

Problem k-=CLUSTER EDITING (k-=CE)

Eingabe Ein Graph G = (V, E) und p,k € N

Parameter | k

Frage Gibt es ein FF C V2 mit |F| < k, sodass G ein P~Cluster-Graph ist

Um spéter p mit dem Parameter k abschétzen zu kénnen, benotigen wir ein Lemma

aus [FKPT11].

Lemma 6.1. Es gibt einen Polynomialzeitalgorithmus, der bei Eingabe (G, k,p) eine
Ausgabe (G, K, p") mit p' < 6k liefert, die (G, k,p) € =CE < (G', K, p') € =CE erfillt.

Beweis. Der Algorithmus 6.10 liefert das gewiinschte Ergebnis. Eine isolierte Cliquen
ist hierbei eine Clique, die nur mit Knoten der selben Clique verbunden ist. Nun werden

Algorithmus 6.10 Selbstreduktion von =CE

1: function KERNEL((G, k, p))

2 if p < 6k then

3 return (G, k, p)

4: bestimme die isolierten Cliquen C1, ..., C}

5: if t < p — 2k then

6 return (G~,0,0) > negative Instanz
7 bestimme die isolierten Knoten vy, ...,v, von G

8 if s > 2k +1 then

9 return KERNEL((G — vy, k,p — 1))
10: bestimme die nach absteigender Gréfe sortierten isolierten Cliquen Cf, ..., CY,

welche keine isolierten Knoten sind

11: return KERNEL((G — V[C]],k,p — 1)) > C] ist die grofite Clique

wir die Beweisidee der Korrektheit von Algorithmus 6.10 erldutern. In Zeile 3 darf die
Eingabe zuriickgegeben werden, da die geforderte Bedingung erfillt ist. Der Zielgraph
Gr soll bekanntlich genau p isolierte Cliquen enthalten. Da die Modifikationsmenge F
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aus maximal k£ Kanten besteht, sind maximal 2k Knoten von Modifikationen betroffen
bzw. in einer Kante aus F' enthalten. Hieraus folgt, dass G bereits p — 2k isolierte
Cliquen enthalten muss und daher darf in Zeile 5 eine negative Instanz zuriickgegeben
werden. Falls die Anzahl der isolierten Knoten mehr als 2k betragt, so kénnen wir
sicher sein, dass mindestens ein isolierter Knoten von Modifikationen unberiihrt sein
wird und dirfen ohne Einschrénkung der Allgemeinheit den isolierten Knoten v; in
Zeile 9 entfernen. Aus der Abfrage in Zeile 5 und der Abfrage in Zeile 2 folgt ¢t >
p — 2k > 6k — 2k = 4k. Per Definition gilt auflerdem r = ¢ — s und da Zeile 8 die
Ungleichung s < 2k + 1 garantiert, gilt zudem

r=t—s>4dk+1—-s>4k+1—-2k+1)+1=2k+1.

Auch hier konnen wir sicher sein, dass mindestens eine der Cliquen Cf,...,C! von
Modifikationen unberiihrt sein wird. Die restlichen 2k Cliquen konnten geteilt oder
vereinigt werden um die Anzahl der Cliquen zu erhohen bzw. zu verringern. Diese
Operationen sind mit kleinen Cliquen am giinstigsten. Dies bedeutet, dass ein minima-
les F' die grofite Clique unberiihrt lassen wird. Diese Argumentation gilt nur solange die
restlichen 2k isolierten Cliquen zum Teilen geeignet sind, weshalb wir gefordert haben,
dass diese isolierten Cliquen keine isolierten Knoten sind. O

Nun mochten wir Partitionierungen von Knotenmengen untersuchen. Fiir Cluster
Editing sind Partitionierungen von Interesse, zwischen denen nur maximal k£ Kanten
existieren.

Definition 6.2. Eine disjunkte Partitionierung (Vi,Va) von V' heifst k-Schnitt, falls
|[E(V1, Vo)| < K gilt.

Nun ist es von Nutzen k-Schnitte effizient aufzéhlen zu kénnen.
Lemma 6.3. k-Schnitte konnen mit Polynomialzeitverzégerung aufgezdahlt werden.

Beweis. Wir verwenden den Beweis aus [FKPT11]. Der rekursive Algorithmus 6.11
wird anfangs mit ((), 0, V; k) aufgerufen. Die Rekursionstiefe ist offensichtlich |V|. Jeder

Algorithmus 6.11 Aufzihlung von k-Schnitten
1: function ENUMERATE((V}, V2, V. k))
2 if V=10 then

3 if |[E(V1,V2)| < k then

4 print (V7,15)

5: else
6:
7
8
9

return
if V1 =0 or Vo =0 or MINCuT(V}, V3) < k then
wéhle ein beliebiges v € V > deterministisch
. ENUMERATE((V} U {v}, Vo, V' \ {v}, k))
10: ENUMERATE((V}, Vo U {v}, V \ {v}, k))

11: return

Rekursionsschritt ist in Polynomialzeit [V/|°) durchfithrbar. Da in Zeile 7 mit einem
MinCuT-Algorithmus tiberpriift wird, ob es tiberhaupt noch einen k-Schnitt geben
kann, verfolgen wir nur Pfade, die mindestens eine giiltige Losung garantieren. Die
Polynomialzeitverzégerung betrigt daher [V| - [V][OW). O
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Das néchste Resultat aus [FKPT11] benétigen wir fiir eine spétere Laufzeitbetrach-
tung.

Lemma 6.4. (azb) < 22Vab fiir glle a,b € N
Beweis. Auch der Beweis stammt aus [FKPT11]. Als erstes zeigen wir die folgende

Ungleichung.

a acbb

@*@SW+WM )

Wir verwenden ohne Beweis, dass f(n) := (1 + £)" eine monoton wachsende Funktion
ist. Dies impliziert

f(b) < fla+0b)
1 b a+b
® (1+5) <(1+55)
b+ 1 b _ (Z—l—b—l—l a+b
~ ) = a—+b
b+1)"  (a+b+1)*"
= bb S (a+b)a+b
(a+b)"""  (a+b+1)""

Nun zeigen wir Ungleichung 1 durch vollstdndige Induktion iiber b und fiir ein allge-
meines a. Fir den Induktionsanfang setzen wir b = 1.

a+1 < (a+1)"""
a - acl!

(a+1) < (a+1)(a+1)"

a®* < (a+1)"

Kommen wir nun zum Induktionsschritt.

a+b+1 _a+b—i—1 a+b
a  b+1 a

WY atb+l (at b)“

- b+1 asbb
éa—l—b—i—l (a+b+1)""
= b+l as(b+1)"

B (a+b+ 1)a+b+l
Ga(b+ 1)b+1
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Somit wére Ungleichung 1 gezeigt. Nun konnen wir Lemma 6.4 beweisen. Da Lemma 6.4
fir a = 0 oder b = 0 trivial ist, nehmen wir ohne Einschrankungen der Allgemeinheit

a

an, dass b > a > 0 gilt und definieren t := /4.

b
(a - b) é (a+b)*"

a abb
_ (a+Db)° ‘ (a+b)°
g bb

<1+2>a<1+2)b .
-0 C-5))
. (mn((Hé)l(”tf)t))

=: exp (\/% : g(t))
< exp (\/% 2ln2)
— 92Vab

Der Schritt, der nun fehlt, ist die Giiltigkeit von g(¢) < 21In2 fur ¢ € |0, 1] zu zeigen. In
[FKP*11] wurde dies bewiesen, indem gezeigt wurde, dass g(1) = 21n(2) gilt und die
Funktion auf dem Intervall monoton wachsend ist. ]

Das néchste Lemma aus [FKP*11] benotigen wir um die Anzahl der k-Schnitte
abzuschatzen.

Lemma 6.5. Die Anzahl der k-Schnitte eines P= Cluster-Graphen G ist durch 98+/ph
beschrinkt, falls p < 6k gilt.

Beweis. Die Voraussetzung p < 6k kann dquivalent zur Ungleichung

p=pD<\/6pk (1)

umgeformt werden. Wir bezeichnen die Cliquen in G mit C},...,C,. Jede Partitio-
nierung (V7, V2) und der damit verbundene k-Schnitt teilt eine Clique C; in genau 2
Mengen X; C Vi und Y; C V. Wir schlieBen insbesondere X; # () bzw. Y; # () nicht
aus. Als erstes mochten wir die Kardinalitdten von X; und Y; festlegen. Diese bezeich-
nen wir mit x; und y;. Wir mochten alle moglichen Belegungen von z; und y; zéhlen.
Fiir jedes Paar x; und y; wird jeweils festgelegt, ob x; oder y; grofer gleich ist. Somit

ergeben sich schon einmal 2P é 9V/60k Moglichkeiten. Da durch Festlegung von x; oder
y; die jeweils andere Variable auch festgelegt wird, reicht es nun jeweils die kleinere
von beiden zu belegen. Wir méchten zunachst untersuchen welche Belegungen in Frage
kommen. Die Kosten eines Schnittes einer Clique C; betragen z; - y;, und da wir nur
k-Schnitte betrachten, muss demnach die Ungleichung

P
> oay <k (2)
i=1
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gelten. Es gilt zudem die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

P P P
Zaibi§$2&?'\lzbgv (3)
i=1 i=1 i=1

die wir mit a; = 1 und b; = /7;y; benutzen werden. Somit erhalten wir die Ungleichung

p 3 p 2
S VEY <D D iy < \/pk (4)
i=1 i=1

Aus min(z;,y;) < /7;y; und Ungleichung 4 folgt Y°7_, min(z;, y;) < v/pk. Diese Ab-
schatzung reicht uns um alle moglichen Belegungen der jeweils kleineren Variablen
durchzuprobieren. Dies bedeutet, dass wir Y>-¥_, min(x;,y;) in p Zahlen partitionieren
miissen. Da wir den Wert von Y°Y_; min(x;,y;) nicht kennen, zerlegen wir die Zahl \/pk
in (p+1) Zahlen, wobei die (p+1)te Zahl die Differenz v/pk —>?_, min(z;, y;) darstellt,
welche wir letztendlich verwerfen kénnen. Die Anzahl der moglichen Partitionierungen
von /pk in (p + 1) Zahlen betragt

(Wﬂ)) < f: (Wj_lzﬂ)) — VPR < ok ork

p

Bis hierher haben wir 2V/7k+2y/60k < 96+/k Moglichkeiten fiir die Festlegung der Kar-
dinalitdten z; und y;. Als letztes werden die Méglichkeiten betrachtet eine Clique C;
in x; Knoten aus V; und y; Knoten aus V5 zu zerlegen. Es gibt hierfiir (z;y) vie-

le Moglichkeiten und diese konnen wegen Lemma 6.4 mit 22VZi¥% abgeschéitzt werden.
4

Fiir die Festlegung aller Cliquen gibt es also [[f_, 22V&¥ = 22 VYL < 22V/Ph yie-

le Moglichkeiten. Letztendlich erhalten wir maximal 26\/E . 22\/”_’“ = 28\/’IE mogliche

k-Schnitte. n

Lemma 6.6. Fulls (G,p, k) € =CE und p < 6k, so ist die Anzahl der k-Schnitte in G
mazimal 28V2PF,

Beweis. Jeder k-Schnitt in G ist ein 2k-Schnitt in Gp, weil maximal k£ Kanten hin-
zugefiigt werden konnen. Somit lassen sich die k-Schnitte in G mit den 2k-Schnitten
in G abschétzen. Da G ein P=Cluster-Graph ist und p < 6k < 6 - 2k gilt, gibt es
nach Lemma 6.5 maximal 28\/2’7“ viele 2k-Schnitte in G und damit auch nicht mehr
k-Schnitte in G. O

Nun sind wir in der Lage einen FPT-Algorithmus fiir unsere parametrisierten Pro-
bleme anzugeben.

Satz 6.7. k-—CE, k-=CD, k-=CC € FPT.

Beweis. Wir benutzen den FPT-Algorithmus 6.12, welcher zunédchst k-=CE entschei-
det.

Wegen Lemma 6.6 reicht es in Zeile 3 nur 98v/2pk k-Schnitte von G zu berechnen.
Jeder Knoten in H symbolisiert einen Schnitt in G. Bei jedem Kanteniibergang in H
wird ein weiterer Schnitt durchgefiihrt. Die Anzahl der bisherigen Schnitte wird in j
und die Anzahl der bisherigen Kantenmodifikationen werden in [ gespeichert. Deshalb
liegt (G,k,p) genau dann in k-—CE, wenn in H ein entsprechender Pfad existiert.
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Algorithmus 6.12 FPT-Entscheidungsalgorithmus fiir k-=CE

function DECIDE((G, k, p))
(G, k, p) := KERNAL((G, k,p))

1:
2
3 berechne die ersten 28V 2% k_-Schnitte von G und bezeichne sie mit S
4
5

VIH] =8 x{1,...,p} x{0,...,k}
E[H] = {{((A’ B)aj7l)’ ((féy’B/)aj + 17l/)} | AC A
and 7 = 1 + | E(A, A\ A)| + | E(A\ A, A\ A)]}

6: H = (V[H], E[H])

7 if es gibt einen Pfad von ((0,V),0,0) nach ((V,0),p,!) fir ein [ < k in H then
8: accept

9: else

10: reject

Ein moglicher Pfad von ((0,V),0,0) nach ((V,0),p,1) ist in Abbildung 6.1 zu sehen.
Wir koénnen den Algorithmus auch derart modifizieren, dass er auch k-=CD und k-
=CC lost. Da wir bei k-=CD keine Kanten hinzuftigen kénnen, fordern wir fiir jeden
Kanteniibergang E(A’\ A, A"\ A) = (). Bei k-=CC hingegen diirfen wir keine Kanten
entfernen und daher fordern wir fiir jeden Kantentibergang E(A, A"\ A) = 0.
Kommen wir nun zur Laufzeitabschiatzung. Zeile 3 kann bei Eingabe x wegen Lem-

ma 6.3 in O(|z|°M) . 28\/2"7) berechnet werden. Es gilt |V[H]| = 28\/21'7(16 +1)p €
20(V/Pk) Dag Quadrat der Knotenanzahl verschwindet in der O-Notation und es gilt
auflerdem |E[H]| € 20V Die Abfrage in Zeile 7 kann durch Breitensuche ebenfalls
in O(|H|) C 20(V/7k) gemacht werden. Der Algorithmus 6.12 hat somit eine Laufzeit

von O(|x|°W . 20(\/&)). Durch die Selbstreduktion aus Lemma 6.1 in Zeile 2 kénnen
wir p mit 6k abschitzen und somit lisst sich die Laufzeit auch mit O(|z|%() . 20(0))
abschatzen. O

Korollar 6.8. k->CE, k-2CD, k->CC € FPT.

Beweis. Das Lemma 3.7 gilt analog fiir Cluster Deletion und Cluster Completion. Au-
Berdem lisst sich k-—CE, k-=CD und k-=CC in O(|z|°M)-2°(®)) entscheiden und folglich
lassen sich k->CE, k-=CD und k->CC in O(|z| - |2|°W) - 200} = O(|2|°M) . 20()) ent-
scheiden. O

Korollar 6.9. k-<CE, k-<CD, k-=CC € FPT.

Bewers. Hier lésst sich analog wie im Korollar 6.8 mit dem Lemma 3.8 argumentieren.

[]

Fiir feste p hingegen lasst sich eine bessere Laufzeitabschéitzung machen.
Satz 6.10. k-’=CE, k-»=CD, k-»=CC € SUBEPT.
Beweis. Fiir feste p hat der Algorithmus 6.12 eine Laufzeit von O(]z|0M . 200VR))

Korollar 6.11. k-*2CE, k-*2CD, k-*>CC € SUBEPT.

Beweis. Mit Lemma 3.9 erhalten wir eine Laufzeit von O(|z|9™)- (|x]o(1))0(1) .20(VR))
O(|z|CW) . 20VR)y.

cl ol
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Abbildung 6.1: Ein méglicher Pfad in H

N %Q/%

((0,V),0,0) ), 1,
A \L
A// B// ,2,8

((14///7 Bl/l)’ 3’ 9)



7 Graph-Moaodifizierung

7.1 Verbotene-Mengen-Charakterisierung

Die folgenden Resultate und Beweise sind aus [Cai96]. In Kapitel 2 wurden die Graphen-
Modifikations-Probleme wie folgt definiert.

Problem II-GRAPH MODIFICATION (II-GM)

Eingabe | Ein Graph G = (V, F) und 7,5,k € N B

Frage Gibt es ein F C V2 mit |[FNE| <4, |[FNE| < jund |F| < k, sodass
Grell

Die Menge II ist dabei eine Menge von Zielgraphen. In Kapitel 3 bis 5 haben wir
Scheiben des Problems betrachtet, indem wir fiir ¢, 7 und k£ nur bestimmte Kombina-
tionen zugelassen haben und fiir II verschiedene Mengen von Cluster-Graphen gewéhlt
haben. In diesem Kapitel wollen wir einen Entscheidungsalgorithmus fiir alle Graphen-
Modifikations-Probleme angeben, bei denen die Menge II eine gewisse Eigenschaft vor-
weist.

Definition 7.1. Eine Menge von Graphen 11 heifst vererbbar, falls fir jeden Graphen
G € 11 und fiir jeden Teilgraphen H C G auch H € 11 gilt.

Beispiel 7.2 Die Menge der vollstandigen Graphen ist vererbbar, da jeder Teilgraph
eines vollstandigen Graphen wieder ein vollstandiger Graph ist.

Wir wollen nun Graphenmengen II betrachten, die sich wie folgt charakterisieren
lassen.

Definition 7.3. FEine Graphenmenge M heifst Verbotene-Mengen-Charakterisierung
der Menge 11, falls fiir alle Graphen G gilt: G € 11 genau dann, wenn es keinen Teil-
graphen von G in M gibt.

o
Beispiel 7.4 Die Menge M = { ° o, CJ/oo, C/X } ist eine mogliche Verbotene-
Mengen-Charakterisierung fiir die Menge der vollstandigen Graphen.

Falls es sich bei M um eine endliche Menge handelt, so nennen wir M auch endliche
Verbotene-Mengen-Charakterisierung.

Lemma 7.5. Folgende Aussagen sind dquivalent:

— Es gibt eine Verbotene-Mengen-Charakterisierung von I1.

— II ist vererbbar.

Beweis. Zu zeigen sind zwei Richtungen.

=" Sei GG ein Graph aus II. Dann besitzt G' nach Voraussetzung keinen Teilgraphen
aus M. Daher besitzt auch jeder Teilgraph H C G keinen Teilgraphen aus M und somit
gilt H e 11
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<" Wir definieren M als die Menge aller Graphen, die nicht in IT liegen. Wir zeigen
nun, dass M eine Verbotene-Mengen-Charakterisierung von II ist. Falls G € II, so liegt
wegen der Vererbbarkeit von IT auch jeder Teilgraph H C G in I und somit liegt nach
Definition H nicht in M. Umgekehrt falls G ¢ TI, so liegt G’ nach Definition in M.
Da G ein Teilgraph von sich selbst ist, gibt es also einen Teilgraphen von G, der in M
liegt. O

Mit m moéchten wir im folgenden die maximale Anzahl von Knoten in Graphen aus
M bezeichnen. Damit ein Maximum existiert, ist M kiinftig endlich.

Lemma 7.6. Falls I eine endliche Verbotene-Mengen-Charakterisierung M besitzt,
so kann in O(|V[G]|™) entschieden werden, ob ein gegebener Graph G in 11 liegt.

Beweis. Der Algorithmus 7.13 entscheidet ob G in II liegt.

Algorithmus 7.13 P-Entscheidungsalgorithmus fir II

1: function DECIDE((G))

2 for all Teilgraphen H C G mit |V[H]| < m do
3: if H € M then
4.
)

reject
accept

Der Graph G liegt genau dann in II, wenn es keinen Teilgraphen von G in M gibt.
Es muss jedoch nur fiir alle Teilgraphen mit maximal m Knoten gepriift werden, ob sie
in M liegen, da M keine Graphen mit mehr als m Knoten enthalt. Es gibt demnach
maximal |V[G]|™ Teilgraphen von G, die es zu priifen gilt. Da M endlich und kein
Teil der Eingabe ist, erledigt sich Zeile 3, also das Priifen der Zugehorigkeit zu M, in
konstanter Zeit. O

Lemma 7.7. Fir eine Menge I1 mit endlicher Verbotener-Mengen-Charakterisierung
M wund fiir einen Graphen G ¢ 11, lisst sich in O(|V[G]|™*1) ein beziglich Inklusion
minimaler Teilgraph H C G ermitteln, der ebenfalls nicht in 11 liegt.

Mit der Minimalitdat von H ist gemeint, dass jeder echte Teilgraph von H in IT liegt.

Beweis. Hierzu léasst sich der Algorithmus 7.14 verwenden. Der Algorithmus hat eine

Algorithmus 7.14 Finden von minimalen nicht-II-Graphen
1: function FIND((G)) >G=(V,E)
2 U=V

3 while U # () do

4: wahle ein v € U > deterministisch
5: U:=U\{v}
6

7

8

9

if G —v ¢ 1l then
G=G—w
G =G
return G*

Laufzeit von O(|V| - |[V|™), da Zeile 6 nach Lemma 7.6 in O(|V[G]|™) lauft.

Durch Zeile 6 wird garantiert, dass GG nicht in II liegt. Der Eingabegraph liegt nach
Voraussetzung ebenfalls nicht in II. Somit gilt auch G* ¢ II. Zu zeigen bleibt die
Minimalitdt von G*. Angenommen G* — u ¢ II fiir ein u € V[G*], so muss es einen
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Graphen G’ geben fiir den in Zeile 6 gepriift wurde, ob G — u ¢ II gilt. Da G* C G’
gelten muss, gilt auch G* — u C G’ — u. Da nach Annahme G* — u ¢ II gilt und II
nach Voraussetzung eine vererbbare Menge ist, muss auch G’ —u ¢ II gelten und somit
landet der Algorithmus in Zeile 7, in der uw aus G’ entfernt wird. Somit ist v ¢ V[G*]
im Widerspruch zur Annahme. O

Als nachstes werden wir fiir diejenigen Graphen-Modifikations-Probleme einen Ent-
scheidungsalgorithmus angeben, bei denen die Menge der Zielgraphen II eine endliche
Verbotene-Mengen-Charakterisierung besitzt.

Satz 7.8. Fir eine Menge von Graphen I1 mit einer endlichen Verbotenen-Mengen-
Charakterisierung M, lisst sich TI-GM bei Eingabe x = (G, i,j, k) in O(|z|™ T -
miHItk+H) entscheiden.

Beweis. Es lasst sich der Algorithmus 7.15 verwenden, wobei wir ablehnen, falls der
Algorithmus nicht akzeptiert.

Algorithmus 7.15 Entscheidungsalgorithmus fiir [I-GM
1: function DECIDE((G, 1, j, k))

2 if i<0or j<0Oork<0then
3 return

4: if G €1l then

5: accept
6

7
8

9

finde einen minimaler Teilgraph H C G mit H ¢ II
for all e € V[H]? do

if e € F[G] then
: DECIDE((Gey,7 — 1,7,k — 1))
10: else
11: DECIDE((G(¢},%,7 — 1,k — 1))

12: return

Der Algorithmus modifiziert schrittweise Kanten in G’ und verringert in jedem Schritt
die entsprechenden Werte 7, j und k abhangig davon, ob eine Kante entfernt oder hinzu-
gefligt wurde. Der Algorithmus probiert nur einen Teil aller moglichen Modifikationen
aus. Falls (G,1,j,k) ¢ TI-GM gilt, so akzeptiert der Algorithmus nicht. Falls jedoch
(G,i,j,k) € TI-GM gilt, so gilt es zu zeigen, dass der Algorithmus akzeptiert. Da II
vererbbar ist, muss fiir jeden Teilgraphen H C G auch H € II gelten. Daher wird in
Zeile 6 ein H C G mit H ¢ II ermittelt. Unabhéngig von anderen Modifikationen in
G muss dem Teilgraphen H demnach mindestens eine Kante entfernt oder hinzugefiigt
werden, da H als Teilgraph unzuléssig ist. Aus diesem Grund verfolgt der Algorithmus
mindestens einen akzeptierenden Pfad und arbeitet daher korrekt.

Kommen wir nun zur Laufzeitbetrachtung. Die Abfrage in Zeile 4 hat nach Lem-
ma 7.6 eine Laufzeit von O(|V[G]|™). Zeile 6 benotigt nach Lemma 7.7 eine Zeit von
O(|V[G)|™). Es gilt H ¢ TI und somit gibt einen Teilgraphen L C H mit L € M.
Auflerdem ist H minimal und daher gilt fiir alle H' C H, dass H' € II und folglich
auch H' ¢ M. Somit muss L = H gelten und folglich H € M. Aus diesem Grund
erhalten wir die Abschitzung |V[H]| < m und es erfolgen daher maximal m? Schleifen-

durchlaufe. Diese entsprechen dem Verzweigungsgrad. Die maximale Rekursionstiefe
betrigt @t Die Gesamtlaufzeit belduft sich damit auf O((|V[G]|™ + [V[G]|™") -

it+jtktd
(m?) = ). O
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Falls IT sich durch eine Verbotene-Mengen-Charakterisierung beschreiben lésst, so
liegt das parametrisierte Problem ijk-II-GM, bei dem i 4+ j + k der Parameter ist, in
FPT, da sich 4,5 und k durch den Parameter abschatzen lassen und m nicht von der
Eingabe abhéngt. Nun werden wir uns einige Graphenmengen ansehen, die sich durch
endliche verbotene Mengen charakterisieren lassen.

Definition 7.9. Fin Graph G heifst Co-Graph, falls der Komplementgraph jedes zu-
sammenhdngenden Teilgraphen von G mit mindestens zwei Knoten nicht zusammen-
hdangend ist.

Beispiel 7.10 Eine endliche Verbotene-Mengen-Charakterisierung fiir die Menge aller
Co-Graphen bildet M; :={ o—o0o—o0—o0 }.

Definition 7.11. FEin Graph G heifst Split-Graph, falls dieser disjunkt in eine Clique
und eine unabhdngige Knotenmenge partitioniert werden kann.

Beispiel 7.12 Eine endliche Verbotene-Mengen-Charakterisierung fiir die Menge aller

Split-Graphen bildet My := { I:E, Q, I }.

Auch die °<Cluster-Graphen aus Kapitel 3.1 kénnen charakterisiert werden.
Beispiel 7.13 Eine endliche Verbotene-Mengen-Charakterisierung fiir die Menge aller
0=Cluster-Graphen bildet M; := { O/C\o b

Aus Beispiel 7.13 und Satz 7.8 folgt, dass k-°CE, k-°CD und k-°>CE in FPT liegen,
was jedoch auch aus Korollar 6.9 ableitbar ist.

7.2 Bag-Charakterisierung

Die folgenden Resultate und Beweise sind aus [DM14]. In diesem Kapitel werden wir
eine weitere Eigenschaft von Graphenmengen II definieren. Auch hier werden wir einen
Algorithmus angeben um solche Graphen-Modifikations-Probleme zu entscheiden, bei
denen II diese Eigenschaft erfiillt.

Fiir einen Knoten v méchten wir mit N[v] alle Nachbarn von v einschlielich v selbst
bezeichnen. Also N[v] :={u eV | {v,u} € E} U {v}.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf Knoten.

Definition 7.14. u ~ v genau dann, wenn Nu| = N[v]. Wir sagen auch v und v sind
Zwillinge.

Nun moéchten wir zu einem Graphen G seinen Bag-Graphen H|g definieren. Die
Aquivalenzklassen der Relation ~ auf V[G] bilden die Knotenmenge von Hg). Also
VI[Hg] == {[v]~ | v € V}. Zwischen zwei Knoten [u]. und [v]. aus Hjg besteht genau
dann eine Kante, falls {u,v} € E[G] liegt. Da alle Knoten der selben Aquivalenzklasse
die selben Nachbarn haben, hingt diese Definition nicht von der Wahl des Représen-
tanten ab. Formal gilt E[H|g)] = {{[u]~, [v]-} | {u,v} € E[G]}.

Beispiel 7.15 G = 2 I = Hig :E °
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Wir werden uns nun mit Graphenmengen II beschéftigen, die sich wie folgt Charak-
terisieren lassen.

Definition 7.16. FEine Graph B heifst Bag-Charakterisierung der Menge 11, falls fiir
alle Graphen G gilt: G € 11 genau dann, wenn Hig C B.

o
o

Beispiel 7.17 Der Graph B = © o ist eine Bag-Charakterisierung fiir die Menge
aller °=Cluster-Graphen.

(¢]

Unter einer optimalen Losung von I[I-GM bei Eingabe (G, i, j, k) verstehen wir ein
Grp € 11, fur das |F| minimal ist. Wir definieren den Modifikationsgrad D[v] eines
Knotens v als die Anzahl der Kanten in F', die v enthalten. Also Djv] = |[{e € F' | v €
e}|.

Beim Entscheiden der Sprache II-GM werden wir um Laufzeit zu sparen unmittelbar
nach der Eingabe von (G, 1, j, k) zum Bag-Graphen H{g) tibergehen. Hierfiir benotigen
wir das néchste Lemma.

Lemma 7.18. SeiIl eine Menge mit einer Bag-Charakterisierung. Sei (G, 1, j, k) € TI-
GM. So gibt es eine optimale Losung Gr, in der je zwei Zwillinge in G auch Zwillinge
i Gr sind.

Beweis. Sei B eine Bag-Charakterisierung von II, sei G eine beliebige optimale Losung
und seien die Knoten u und v zwei Zwillinge in G. Wir wollen zeigen, dass es eine
weitere optimale Losung gibt, in der v und v auch Zwillinge in dieser Losung sind.
Ohne Einschrankungen der Allgemeinheit nehmen wir an, dass D[v] > D|u] gilt. Wir
betrachten nun den Bag-Graphen Hg,). Da G eine Losung ist, gilt Hig,] € B. Wir
konnen eine weitere optimale Losung konstruieren, indem wir den Knoten v aus seiner
Aquivalenzklasse nehmen und diesen in der Aquivalenzklasse [u] unterbringen. Auf
diese Weise entsteht eine neue Modifikationsmenge E. Falls v der einzige Knoten in [v]
war, kann durch diesen Prozess die Aquivalenzklasse [v] verloren gehen. Jedoch kann
keine neue Aquivalenzklasse entstehen. Somit gilt H, Gz C Hig,.) € B. Deshalb ist G
tatséchlich eine Losung. Auflerdem sind nun « und v Zwillinge in G'z. Wir miissen nun
zeigen, dass |F| < |F| gilt. Um von F nach F zu gelangen, nehmen wir v aus seiner
Aquivalenzklasse und entfernen alle Kanten {v,z} aus F' . Dadurch sparen wir D[v]
Modifikationen. Wir wollen nun v in der selben Aquivalenzklasse wie u unterbringen.
Da u und v in G Zwillinge waren, miissen an v nur die Modifikationen getéatigt werden,
die auch an u getétigt wurden. Demnach fiigen wir F' alle Kanten {v, x} hinzu, fir die
{u,z} € F gilt. Hierbei entstehen Kosten von D|[u] oder D[u]—1. Letzteres kann gelten,
falls in D[u] auch die Kante {u,v} gezahlt wird. Insgesamt werden Modifikationen in
Hohe von mindestens D[v] — D[u] > 0 gespart und somit gilt |F| < |F|, was zu zeigen
war. [l

Aus dem nédchsten Lemma erhalten wir eine hinreichende Bedingung, bei der ein
Entscheidungsalgorithmus fiir II-GM ablehnen darf.

Lemma 7.19. Sei Il eine Menge mit einer Bag-Charakterisierung B und sei G ein
Graph. Falls Hig) mehr als (2k + |V [B]|) Knoten besitzt, so gilt (G,1,7,k) ¢ II-GM.

Beweis. Falls (G,i,j, k) € II-GM, so gilt Hg,; € B. Somit gilt insbesondere auch
\V[Hicpll < |V[B]|. Da F maximal k Kanten enthélt, gibt es maximal 2k Knoten in G,
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die eine angrenzende Kante aus F' haben. Somit kann sich H|g und H|g,] um maximal
2k Knoten unterscheiden und es gilt |V [Hg]| < 2k + |V [Hig)| < 2k + |V[B]]. O

Nun koénnen wir einen Entscheidungsalgorithmus fiir alle Graphen-Modifikations-
Probleme angeben, bei denen die Menge II eine Bag-Charakterisierung B besitzt.

Satz 7.20. Fir eine Menge von Graphen 11 mit Bag-Charakterisierung B und b :=
\V[B]]| ldsst sich TI-GM bei Eingabe x = (G, 1,7, k) in O(|x|°Y + v?*+) entscheiden.

Beweis. Es lédsst sich der Algorithmus 7.16 verwenden.

Algorithmus 7.16 Entscheidungsalgorithmus fiir I[I-GM
1: function DECIDE((G, 1, j, k))
2 berechne Hg
3 if IV[H[G]H > 2k + |V[B]| then
4: reject

5: for all v € V[H|¢g] do

6

7

8

9

weise nichtdeterministisch dem Knoten v einen Knoten aus B zu
berechne die benétigten Kantenmodifikationen F
if |FNE|<iand |[FNE|<jand |F| <k then

: accept
10: else
11: reject

Wegen Lemma 7.19 darf in Zeile 4 abgelehnt werden. B reprisentiert die Aquivalenz-
klassen von G. Da (G, 1, j, k) € II-GM genau dann, wenn H,; C B gilt, muss fiir jeden
Knoten aus G entschieden werden welcher Aquivalenzklasse bezichungsweise welchem
Knoten aus B er angehoren wird. Wegen Lemma 7.18 wissen wir jedoch ohne Ein-
schrankungen der Allgemeinheit, dass Knoten der selben Aquivalenzklasse in G auch
in der selben Aquivalenzklasse in G sind. Somit reicht es jedem Knoten aus V[Hg]
eine Aquivalenzklasse zuzuteilen. SchlieBlich ist noch zu priifen ob F den Bedingungen
aus Zeile 8 gentigt.

Fir die Laufzeitabschatzung nehmen wir an, dass die Laufzeit fiir Zeile 2 durch
|| beschrinkt ist. Falls wir die Schleife deterministisch simulieren, so gibt es fiir
jeden Knoten v aus V[H|q| genau |V[B]| mégliche Zuweisungen. Mit der Abschatzung
aus Zeile 3 sind dies |V [B]|VH@ll < |V[B]|P**VIBI deterministische Schritte und wir
erhalten mit |V[B]| = b eine Gesamtlaufzeit von O(|z|O®) + p?F+t). O

Falls k& der Parameter ist, so ist dies eine FPT-Laufzeit. In [DM14] wurde sogar
ein Algorithmus mit SUBEPT-Laufzeit angegeben, auf den wir jedoch nicht eingehen
werden.

Wir konnen Beispiel 7.17 verallgemeinern und einsehen, dass B = ({1,...,p}, ) eine
Bag-Charakterisierung fiir die Menge der P=Cluster-Graphen darstellt. In diesem Fall
gilt b = |V[B]| = p. Somit liegt das parametrisierte Problem pk-=CE, bei dem p + k
der Parameter ist, in FPT, da sich p und k durch den Parameter abschatzen lassen.
Diese Beobachtung folgt allerdings auch unmittelbar aus Korollar 6.8.

7.3 Uneingeschrankte Graph-Modifizierung

Falls wir die Menge II durch keine der betrachteten Charakterisierungen beschreiben
konnen, so konnen wir auch hier eine obere Schranke fiir die Laufzeit angeben.
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Satz 7.21. Sei Il eine Menge von Graphen, fiir die in |V[G]|°Y) entschieden werden
kann, ob G € 11 fiir einen Graphen G gilt. II-GM ldsst sich bei Fingabe x = (G, 1, j, k)
in O(|z|C0Hi+k)) entscheiden.

Beweis. Wir verwenden hierfiir den Algorithmus 7.17, welcher dhnlich wie der Algo-
rithmus 7.15 arbeitet. Falls der Algorithmus nicht akzeptiert, so soll abgelehnt werden.

Algorithmus 7.17 Entscheidungsalgorithmus fir II-GM
1: function DECIDE((G, 1, j, k))

2 if i<0Oor j<Oork<0then
3 return

4 if G € Il then

5: accept
6
7
8
9

for all e € V[G]? do
if e € F[G] then
DECIDE((Ge},7 — 1,7,k — 1))
else
10: DECIDE((Gey,%,5 — 1,k — 1))

11: return

Der Algorithmus ist korrekt, da jede mogliche Modifikation an G durchprobiert wird.
Nach Voraussetzung lasst sich Zeile 4 in Polynomialzeit berechnen. Dies ist durchaus
denkbar, da die Menge II nicht von der Eingabe abhéngt. Die Schleife in Zeile 6 wird
ebenfalls polynomiell in der Eingabeldnge durchlaufen. Somit ist die Laufzeit eines Re-
kursionsschrittes durch ein Polynom beschrankt. Die maximale Rekursionstiefe betragt
auch hier #E2 Somit hat der Algorithmus eine Laufzeit von O(|z|90+i+0), O



8 Fazit

In meiner Arbeit haben wir das Graphen-Modifikations-Problem untersucht. Dazu ha-
ben wir uns speziell mit den Cluster-Graphen-Modifikations-Problemen beschéaftigt.
AuBerdem haben wir die Cluster-Graphen hinsichtlich der Anzahl der Cliquen klas-
sifiziert. Hierzu haben wir jene Cluster-Graphen betrachtet, die aus mindestens, ge-
nau und maximal p Cliquen bestehen. Auf diese Weise haben wir die Mengen der
P<(Cluster-Graphen, P=Cluster-Graphen und PZCluster-Graphen definiert. Wir haben
gesehen, dass Cluster Editing fiir die Zielgraphenmenge der P=Cluster-Graphen, der
P=Cluster-Graphen oder der P=Cluster-Graphen NP-vollstindig ist.

Wenn wir uns auf das Entfernen von Kanten einschranken, so sind die hierdurch defi-
nierten Cluster Deletion-Probleme auch fiir jede der drei Klassen von Cluster-Graphen
NP-vollstandig.

Falls wir lediglich das Hinzufligen von Kanten erlauben, so sprechen wir von Cluster
Completion, welches sich als einfacher herausstellte. Die Cluster Completion-Probleme
lassen sich fiir jede der drei Klassen von Cluster-Graphen in Polynomialzeit 16sen. Fiir
die Zielgraphenmenge der P<Cluster-Graphen, lisst sich das Problem auch dann noch
in Polynomialzeit 16sen, falls p ein Teil der Eingabe ist.

Um herauszufinden welche Faktoren Cluster Editing und Cluster Deletion so schwer
machen, haben wir diese parametrisiert betrachtet. k-=CLUSTER EDITING und k-
~CLUSTER DELETION kénnen wir in FPT-Laufzeit 16sen, solange p ein Teil der Eingabe
und k der Parameter ist. Falls wir jedoch p als Parameter wahlen und & ein Teil der
Eingabe ist, so ldsst sich das Problem fiir den Fall P # NP nicht in XP-Laufzeit und
folglich auch nicht in FPT-Laufzeit 16sen. Hieraus lasst sich feststellen, dass grofie £ die
Laufzeit von ~CLUSTER EDITING und ~CLUSTER DELETION hochtreiben. Der Wert
von p spielt eine weniger grofie Rolle.

In P= Cluster-Graphen darf es maximal p Cliquen geben. Die Anzahl der Cliquen muss
daher entweder genau 1 oder genau 2 ... oder genau p entsprechen. Aus diesem Grund
kann =CLUSTER EDITING und ZCLUSTER DELETION durch mehrfache Anwendung
eines ~CE- bzw. =CD-Algorithmus entschieden werden. Somit liegen fiir den Parameter
k auch diese Probleme in FPT. Analog gilt dies auch fiir S<CLUSTER EDITING und
SCLUSTER DELETION

Am Ende der Arbeit haben wir das allgemeine Graphen-Modifikations-Problem er-
neut aufgegriffen. Da IT im allgemeinen unendlich grof} sein kann, miissen sich Gedan-
ken gemacht werden, wie diese unendliche Menge durch eine endliche Charakterisierung
beschrieben werden kann. Ein moglicher Ansatz bildet dabei die Verbotene-Mengen-
Charakterisierung. Hierbei wird II durch endlich viele Teilgraphen beschrieben, wel-
che nicht in Graphen aus II enthalten sein diirfen. Falls eine solche Charakterisierung
moglich ist, so ist der Vorteil, dass nur lokal nach verbotenen Teilgraphen gesucht wer-
den muss und diese unabhéngig von der Gestalt des restlichen Graphen eliminiert
werden konnen. Im Fall einer solchen Charakterisierung konnen wir das Graphen-
Modifikations-Problem daher in FPT-Laufzeit 16sen, falls wir k als Parameter wéhlen.

Eine weitere Moglichkeit, die Menge II zu beschreiben, ergab sich durch eine Bag-
Charakterisierung. Beispielsweise ist die Menge der P=Cluster-Graphen unendlich grof.
Um dies in den Griff zu bekommen, sind wir zu den Aquivalenzklassen der Knotenmen-
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ge iibergegangen und haben den Bag-Graphen betrachtet. Dieser hat die Eigenschaft,
dass Knoten der selben Cliquen zu einer Aquivalenzklasse zusammengefallen sind und
somit durch einen Knoten im Bag-Graphen représentiert werden kénnen. Somit zer-
fallt die Menge der P~Cluster-Graphen zu genau einem Bag-Graphen, namlich zu dem
Graphen mit p Knoten und leerer Kantenmenge. Der Vorteil an einer solchen Charak-
terisierung liegt darin, dass wir vor Beginn der Modifikationen schon zum Bag-Graphen
des Eingabegraphen iibergehen konnen, da sich herausstellte, dass Knoten der selben
Aquivalenzklasse des Eingabegraphen auch in der selben Aquivalenzklasse des Zielgra-
phen sein miissen. Falls eine solche Bag-Charakterisierung moglich ist, so kénnen wir
das Graphen-Modifikations-Problem mit dem Parameter k£ in FPT-Laufzeit l16sen.



9 Ausblick

Fiir die meisten Probleme konnten wir einen Polynomialzeitalgorithmus angeben oder
die NP-Vollstiandigkeit der Sprache beweisen. Fiir die parametrisierten Varianten konn-
ten wir meist entweder mindestens einen FPT-Algorithmus angeben oder argumen-
tieren, dass die Suche nach einem solchen Algorithmus im Rahmen dieser Arbeit
nicht machbar wére, da sie nicht weniger aufwandig als das P-NP-Problem ist. Fiir
~CLUSTER COMPLETION und =CLUSTER COMPLETION hingegen konnten wir keine
Klassifizierung vornehmen. In Satz 5.2 konnten wir einen nicht trivialen Algorithmus
fir P~ CLUSTER COMPLETION angeben, der bei Eingabe x in O(|x|P) arbeitet. Solange
p jedoch ein Teil der Eingabe ist, konnten wir zwar p < |z| durch Fallunterscheidung ga-
rantieren, jedoch hitten wir dadurch gerade einmal eine Laufzeit von O(|z|!*) erreicht.
Dies ist keinesfalls polynomiell. Polynomielle Uberpriifbarkeit hingegen ist gewéhrleis-
tet. Die Modifikationsmenge F' ist ein mogliches Zertifikat, da wir in Polynomialzeit G
berechnen konnen und anschlieffend tiberpriifen konnen, ob Gr ein P=Cluster-Graph
ist. Somit liegt =CC in NP. Es wére denkbar, dass =CC auch NP-vollstandig ist, doch
bisher ist kein Beweis dafiir gelungen. Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir =CC.

Ein weiterer Aspekt, der in dieser Arbeit nicht beantwortet wurde, ist inwiefern die
Laufzeiten unserer parametrisierten Probleme optimal sind oder ob sich die Sprachen
effizienter entscheiden lassen. Fiir solche Fragestellungen wurde in [IP99] die exponen-
tial time hypothesis (ETH) aufgestellt, die bis heute nicht bewiesen werden konnte.
Die Hypothese besagt, dass 3SAT nicht in O(2°0)) 16sbar ist, wobei n die Anzahl der
Variablen darstellt. k-?CE haben wir in Kapitel 6 in O(|z|°®) - 200Vk)) entschieden. In
[FKP*11] wurde gezeigt, dass fiir p > 6 unter Annahme der exponential time hypothe-
sis kein Algorithmus mit einer Laufzeit von O(|z|°W . 200VR)) oder O(2002D) existieren
kann. Des Weiteren haben wir in Kapitel 6 das parametrisierte Problem k-=CE in
O(|x|PW . 20 gelgst. Und auch hier wurde in [FKP*11] gezeigt, dass es unter An-
nahme der ETH keinen Algorithmus mit einer Laufzeit von O(|x|?().2°%)) geben kann.
Die gleichen Schranken lassen sich auch fiir k-?~CE und k-=CE angeben, da wir mit
einer Mehrfachanwendung der Algorithmen auch k-’2CE und k-=CE in der gleichen
Zeitkomplexitat 16sen konnen.

Trotzdem bleiben einige Fragen offen. Unter anderem wire es interessant zu wissen,
ob k-=CC schneller als in FPT-Laufzeit 16sbar ist, da die durch die ETH gegebene echte
untere Schranke von O(|x|?(M . 2°)) nicht zwangsldufig fiir Cluster Completion gelten
muss. Dies wére denkbar, da Cluster Completion fiir den Fall P # NP nicht schon fiir
feste p NP-vollstdndig und somit intuitiv einfacher als Cluster Editing ist.

Fir das allgmeine Graphen-Modifikations-Problem ist auflerdem nicht geklart, in-
wiefern weitere Charakterisierungen der Zielgraphenmenge II existieren, welche eine
bessere Laufzeit als die des uneingeschrankten Graphen-Modifikations-Problems ga-
rantieren.
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