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1 Einleitung

Das Finden einer Zeichenkette (String) in einem Text oder lingeren String, genannt
String-Matching, ist ein vielseitiges Problem, das in verschiedenen Bereichen auftaucht.
Eine grofle Bedeutung hat es nicht nur fiir die Suche in Texten, sondern unter anderem
auch in der Biologie, wo sich viele Probleme mit DNA- und Proteinsequenzen befassen,
die als Zeichenketten iiber einem speziellen Alphabet aufgefasst werden kénnen.

Sind nun gewisse Fehler erlaubt, sodass der gesuchte String nicht exakt auftreten muss,
sondern nur ein dhnlicher String gesucht wird, wird das Problem als approximatives
String-Matching bezeichnet und kann beispielsweise zur Korrektur falsch geschriebener
Worter eingesetzt werden, spielt aber auch in der Genetik eine grofie Rolle, um zum
Beispiel DNA-Sequenzen zu erkennen, die durch Mutationen verdndert wurden. Im
Vergleich zur exakten Suche ist im approximativen String-Matching die Komplexitét
zugehoriger Probleme hoher, da diese durch die Beachtung moglicher Fehler schwieriger
und aufwendiger zu l6sen sind.

Zu den Teilproblemen des approximativen String-Matching gehéren Substring-Probleme,
beispielsweise das Finden eines Substrings, der in zwei Strings mit einer gewissen erlaubten
Abweichung vorkommt. Betrachtet man ein Substring-Problem fiir eine beliebige Menge
von Strings, ergibt sich das Problem, einen String zu finden, der in allen Strings der
Menge approximativ als Substring vorkommt. Dieses Problem wird mit CAS (COMMON
APPROXIMATE SUBSTRING) bezeichnet.

In der Biologie ist es beispielsweise interessant, Gemeinsamkeiten in allen Formen eines
Proteins zu finden, das in unterschiedlichen Organismen vorkommt, um die fiir das
Protein charakteristischen Strukturen oder dessen Evolutionsgeschichte zu bestimmen.

In dieser Arbeit wird die Komplexitdt von CAS als Problem des approximativen String-
Matching betrachtet. Wir werden zeigen, dass CAS NP-vollstdndig ist und verschiedene
Algorithmen betrachten.

Da CAS ein schwieriges Problem ist, soll es im Rahmen der Theorie parametrisierter
Komplexitit untersucht werden. Diese liefert Methoden, um herauszufinden, welche
Eigenschaften von Instanzen genau die algorithmische Schwierigkeit verursachen. Hierzu
wollen wir einige so genannte Parameter betrachten, die sich aus der Struktur des
Problems ergeben, darunter die Anzahl der Strings und die Gréfle des zugrunde liegenden
Alphabets.

Auflerdem wird ein Ausblick auf weitere verwandte Probleme gegeben, auf die einige der
Resultate von CAS tibertragen werden kénnen. Beispielsweise ergibt sich bei der Verallge-
meinerung von Substrings auf nicht notwendigerweise zusammenhéngende Subsequenzen
das verwandte Problem CASEQ (COMMON APPROXIMATE SUBSEQUENCE).






2 Grundlagen

2.1 Approximatives String-Matching

Approximatives String-Matching bezeichnet das Problem, eine Zeichenkette p in einer
langeren Zeichenkette ¢ zu finden, wobei gewisse Abweichungen erlaubt sind. Im Gegensatz
zum exakten String-Matching sollen also Teilzeichenketten gefunden werden, die p dhnlich
sind. Dazu ist es notwendig, sich iber den Begriff des Abstands zwischen Zeichenketten
Gedanken zu machen. Da es mehrere Moglichkeiten gibt, diesen festzulegen, soll der
Begriff des Abstands als Distanzfunktion in 2.1.1 formalisiert werden.

Das beschriebene Suchproblem ist wie folgt definiert:

Definition 2.1 (Suchproblem). Gegeben ist ein Alphabet X, eine Zeichenkette p € ¥*,
(das Pattern), eine Zeichenkette t € ¥*, (der Text). Weiterhin sei eine Distanzfunktion
d : ¥*x¥* — N und eine Fehlerschranke k € N gegeben. Gesucht sind dann alle Positionen
im Text ¢, an denen sich Teilzeichenketten ¢’ befinden mit d(t',p) < k.

Weiterhin kénnen Substring- bzw. Subsequenz-Probleme als Teilprobleme des appro-
ximativen String-Matching betrachtet werden, also beispielsweise das Problem, eine
Subsequenz zu finden, die in zwei Strings enthalten ist. Also kann ein approximatives
Vorkommen auch als ein Vorkommen als Subsequenz bzw. approximativer Substring
aufgefasst werden.

2.1.1 Distanzfunktion

Allgemein definiert eine Distanzfunktion d(u,v) nur die minimalen Kosten fiir die Trans-
formation des Strings w in den String v iiber definierte Schritte. Eine Distanzfunktion ist
hierbei eine Metrik tiber einer Menge von Woértern [Parl3].

Definition 2.2. d: ¥*x¥*— N ist eine Distanzfunktion, wenn d Metrik auf ¥* ist, d. h.
fiir alle u,v € ¥* gilt:

1 d(u,v) >0,
2. d(u,v) = 0 genau dann, wenn u = v,
3. d(u ,v) = d(v,u), und
4. d(u,v) < d(u,z) + d(z,v) fur jedes z € ¥*.

Nun muss die Distanzfunktion weiter prézisiert werden, um praktisch an das Problem
herangehen zu kénnen. Je nach Anwendung gibt es verschiedene Moglichkeiten, diese zu
definieren. Die Definition der Distanzfunktion kann zum Beispiel iiber Ausrichtungen,
Korrespondenzen oder Edit-Operationen erfolgen.
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Eine Ausrichtung erhdlt man, indem man die Zeichen der beiden Zeichenketten mit
entsprechenden Liicken an einigen Positionen gegeneinander ausrichtet und Kosten fiir
jeweils gegeniiberliegende Zeichen festlegt.

Fiir eine Korrespondenz hingegen definiert man sich korrespondierende Zeichen in beiden
Zeichenketten und legt Kosten fiir korrespondierende und nicht korrespondierende Zeichen
fest.

Meist wird die Distanzfunktion jedoch im Sinne eines Edit-Distanz-Modells betrachtet;
wir definieren diese also nun iiber Edit-Operationen, die eine Zeichenkette in die andere
iiberfithren. Im Edit-Distanz-Modell wird die Transformation im Allgemeinen als eine
Reihe nacheinander angewandter Operatoren aufgefasst, wobei jeder Operator die Kosten
fiir die Transformation eines Substrings in einen anderen angibt. Die Kosten der Abstands-
funktion ergeben sich dann als die Summe der atomaren Kosten der Operatoren. Die
konkrete Wahl der Operatoren ist abhéingig von der Anwendung, mogliche Operatoren
sind Einfiigen, Loschen, Ersetzen und Transponieren.

Je nach Wahl der Operatoren ergeben sich verschiedene Distanzmafle, die abhéngig von
der jeweiligen Anwendung genutzt werden konnen. Die wichtigsten Distanzen sind die
Levenshtein-Distanz, Edit-Distanz und Hamming-Distanz, die nun definiert werden und
Distanzfunktionen im obigen Sinne sind [Ric04; Parl3; Kop+14]. Neben diesen sind aber
auch noch andere Abstandsfunktionen moglich.

Definition 2.3 (Levenshtein-Distanz). Die Levenshtein-Distanz dr,(x,y) zwischen zwei
Strings « und y ist die minimale Zahl von Einfiigungen, Loschungen und Substitutionen
einzelner Zeichen, die benétigt wird, um x in y zu tberfiihren.

Definition 2.4 (Edit-Distanz). Die Edit-Distanz dg(x,y) zwischen zwei Strings « und
y ist die minimale Zahl von Einfiigungen und Loschungen, die x in y tiberfiihren.

Definition 2.5 (Hamming-Distanz). Fir |z| = |y| ist die Hamming-Distanz dg(z,y)
zwischen zwei Strings x und y definiert als die Anzahl der Positionen in x und y, an
denen verschiedene Zeichen stehen.

Ist |z| # |y|, so ist dg(x,y) = oo.

Erlaubte Operatoren sind also nur Ersetzungen. Da Einfiige- und Léschoperatoren fehlen,
bietet sich die Hamming-Distanz zum Vergleich von Strings gleicher Lénge an.

2.1.2 Substrings und Subsequenzen

In diesem Abschnitt sollen nun die Begriffe Substring und Subsequenz, welche fiir die
spéteren Probleme erforderlich sind, voneinander abgegrenzt werden [Kop+14; Parl3].

Definition 2.6. Ein Substring z der Linge | von s = (s, ...,s|s—1) € X* ist ein String
der Form (s, Si4+1,.--,8i1—1) fir 0 < <|s| — 1.

z heiflt gemeinsamer Substring (common substring) von x und y, falls z Substring von x
und y ist.
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Definition 2.7. Eine Subsequenz z der Linge [ von s = (so,...,8|5—1) € X" ist ein
String der Form (s, ..., s;,_,) mit 0 <ip <ip <...<7i_1 <]|s|.

z heiBt gemeinsame Subsequenz (common subsequence) von z und y, falls z Subsequenz
von x und y ist.

Eine Subsequenz ist im Gegensatz zum Substring also nicht notwendigerweise zusammen-
héngend. Demnach sind alle Substrings Subsequenzen, aber nicht alle Subsequenzen sind
auch Substrings.

Beispiel 2.1. Gegeben sei ein String s = abcabdach. Dann sind cabd, abc und dac sowohl
Substrings als auch Subsequenzen von s, beb und cda sind jedoch nur Subsequenzen.

Definition 2.8. z heif3t Superstring von z, falls x Substring von z ist.
z heilt gemeinsamer Superstring von x und y, falls z Superstring von z und y ist.

Definition 2.9. z heifit Supersequenz von x, falls x Subsequenz von z ist.
z heifit gemeinsame Supersequenz von x und y, falls z Supersequenz von x und y ist.

Fragestellungen, die sich mit Substrings bzw. Subsequenzen beschéaftigen, konnen als Teil
des approximativen String-Matching betrachtet werden. Zwei dieser Probleme werden
nun definiert.

Definition 2.10 (Langster gemeinsamer Substring). Die Lange des lingsten gemeinsa-
men Substrings lcf(s,t) (,f“ fir factor) von s,t € ¥* ist die Lange eines langsten Strings,
der ein gemeinsamer Substring von s und ¢ ist (longest common substring).

Definition 2.11 (Lingste gemeinsame Subsequenz). Die Lange der ldngsten gemein-
samen Subsequenz les(s,t) von s,t € X* ist die Lénge eines langsten Strings, der eine
gemeinsame Subsequenz von s und ¢ ist (longest common subsequence).

Beispiel 2.2. Seien zwei Strings abcabba und cbabac gegeben. Es gilt lcs(abcabba, cbabac)
> 4, denn baba oder cbba sind gemeinsame Subsequenzen.

Diese Probleme fiir zwei Strings kénnen nun mithilfe einer Distanzfunktion einfach
berechnet werden [Parl3].

2.1.3 Ansatze fiir Algorithmen

Zur Berechnung einer allgemeinen Distanzfunktion kann der Algorithmus von Wagner
und Fischer genutzt werden, der auf dynamischer Programmierung beruht und mit einer
Distanzmatrix arbeitet. Dieses Verfahren ist am universellsten einzusetzen. Es gibt aber
verschiedene speziellere Verfahren, die effizienter sind und sich meist auf eine bestimmte
Distanzfunktion beschréanken, zum Beispiel wird im Algorithmus von Hirschberg oder im
Verfahren von Ukkonen die Levenshtein-Distanz genutzt (siche [Parl3]).

Zur Berechnung von Substring- bzw. Subsequenz-Problemen zweier Zeichenketten, zum
Beispiel lcs, kann ebenfalls der Wagner-Fischer-Algorithmus genutzt werden.
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Wenn wir uns nun dem Suchproblem zuwenden, also dem Problem, Teilzeichenketten
zu finden, die einer vorgegeben Zeichenkette dhnlich sind, d. h. einen gewissen Abstand
erlauben, gibt es eine Vielzahl von Algorithmen. Einige wichtige sind der DotPlot-
Algorithmus, der Algorithmus von Sellers, das Verfahren von Chang und Lampe und das
Verfahren von Wu und Manber.

Die Klassifikation der Algorithmen kann zum Beispiel iiber Online- und Offline-Algo-
rithmen erfolgen: Online-Algorithmen kénnen die Suche sofort durchfithren, ohne Vorbe-
rechnungen leisten zu miissen, Offline-Algorithmen hingegen bendtigen Vorberechnungen
auf dem Text. Eine andere Moglichkeit ist die Klassifikation nach dem Grundprinzip
des Algorithmus: Dieser kann DP-basiert sein, d. h. auf einer Matrix der dynamischen
Programmierung beruhend, oder auf Automaten oder Filtern basieren.

2.1.4 Anwendungen

Ein Gebiet, in dem approximatives String-Matching rege Anwendung findet, ist der Bereich
der Computational Biology. In der Genetik und Molekularbiologie befassen sich viele der
wichtigen Probleme mit DNA- und Proteinsequenzen. Diese konnen als Zeichenketten
iiber einem speziellen Alphabet aufgefasst werden. Da beispielsweise die Erbinformation
der Zellen in Form von langen Strangen aus vier verschiedenen Nukleinséduren vorliegt,
kann diese als eine Zeichenkette liber einem vierelementigen Alphabet aufgefasst werden.
Das Alphabet besteht aus den Symbolen A fiir Adenin, G fiir Guanin, C fiir Cytosin und
T fiir Thymin.

Die Suche von spezifischen Sequenzen in diesen Zeichenketten ist eine wichtige Operation
bei der Losung von Problemen wie zum Beispiel der Suche nach bestimmten Eigenschaften
in DNA-Striangen, dem FErkennen von DNA-Sequenzen, die durch Mutationen oder
andere Manipulationen verdndert wurden, der Bestimmung der Unterschiedlichkeit zweier
genetischer Sequenzen oder dem Zusammensetzen von DNA-Fragmenten zu einem DNA-
Strang.

Aufgrund leicht ungenauer experimenteller Daten, real aufgetretener Mutationen oder
aufgrund der Problemstellung (Ahnlichkeitsbestimmung) ist hier eine Suche notwendig,
die Fehler erlaubt.

Ein weiteres Anwendungsgebiet ist der Bereich des Text Retrieval. Beispielsweise kann
approximatives String-Matching zur Korrektur falsch geschriebener Worter eingesetzt
werden, was im Information Retrieval eine grofile Bedeutung hat. Aufierdem lésst sich zum
Beispiel ein fehlerhaftes Wort in einer Datenbank wiederfinden. Weitere Anwendungen,
die sich mit der Verarbeitung von Texten beschéftigen, sind Rechtschreibpriifungen,
Schnittstellen zur Spracheingabe und computergestiitztes Lernen.

Es folgen nun einige Angaben, um einen Begriff von den Gréfienordnungen der Problem-

parameter in der Praxis zu bekommen:

e Die Grifie des Alphabets reicht von 4 Zeichen bei DNA-Sequenzen bis hin zu
mehreren Hundert oder Tausend Zeichen in der naturlichen Sprache.
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e Die Linge des Textes liegt zwischen wenigen Tausend Zeichen in der Computational
Biology bis hin zu mehreren Millionen im Text Retrieval.

e Die Linge des Pattern schwankt zwischen einigen wenigen Zeichen bei der Textsuche
bis hin zu mehreren Hundert Zeichen in der Computational Biology.

e Die Fehlerschranke, meist die Anzahl falscher Zeichen, iiberschreitet in der Regel
nicht die halbe Patternlange.

2.2 Parametrisierte Komplexitat

Betrachtet man schwere Probleme, konnen folgende Fragen auftauchen: Welche Instanzen
von etwa NP-vollstdndigen Problemen sind effizient zu 16sen? Von welchen Parametern
héngt die Laufzeit im Wesentlichen ab?

Die parametrisierte Komplexitdtstheorie liefert Mechanismen zum Analysieren der Ef-
fekte von bestimmten Parametern auf die Komplexitidt des Problems, es wird also die
Komplexitét beziiglich eines von der Eingabe abhéngigen Parameters k£ betrachtet.

Es folgen nun einige Definitionen:

Definition 2.12. Sei ¥ ein Alphabet. Eine Parametrisierung von ¥* ist eine Abbildung
Kk : X" — N, die in Polynomialzeit berechenbar ist.

Definition 2.13. Ein parametrisiertes Problem (PP) iiber dem Alphabet X ist ein Paar
(Q, k) mit Sprache @ C ¥* und Parametrisierung  von ¥*.

Beispiel 2.3 (Clique als PP).

CLIQUE
Instanz: Ein Graph G = (V, E), eine positive ganze Zahl k.
Parameter: k

Frage: Gibt es eine Menge V' C V mit k Knoten, die eine Clique von G ist?

Definition 2.14. Sei (Q, ) ein PP und [ € N. Dann nennen wir (Q, k); eine Scheibe
(engl. slice) von (Q, k) mit (Q,k); ={z € X" |z € Q,r(x) =1}.
2.2.1 Komplexitatsklassen

Die parametrisierten Komplexitatsklassen sollen nun definiert werden.

Definition 2.15. (Q, k) ist fized-parameter tractable, falls es eine deterministische Tu-
ringmaschine (DTM) gibt, die z € @ entscheidet und Laufzeit f(x(x)) - p(|x|) hat, wobei
f eine berechenbare Funktion und p ein Polynom ist.
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Definition 2.16. FPT ist die Klasse der PP, die fixed-parameter tractable sind.

Die Klasse FPT kann als Analogon zu P verstanden werden, der Klasse der effizient
losbaren Probleme. Der Zusammenhang besteht darin, dass jede Scheibe eines PP (Q, )
in P liegt, falls (@, ) in FPT liegt.

Da jedoch die Umkehrung nicht gilt, definieren wir eine weitere Klasse XP.
Definition 2.17. XP ist die Klasse der PP (Q, k), fur die (Q, k); € P fiir alle [ gilt.

Erlaubt man nun statt einer DTM in der Definition von FPT eine NTM, erhélt man die
Klasse para-NP, das Analogon zur Klasse NP.

Definition 2.18. Die Klasse para-NP enthélt die PP (Q, k), Q@ C ¥*, fir die es eine
nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) M gibt, die z € @ fir alle x € ¥* mit
Laufzeit f(k(x)) - p(|x|) entscheidet, wobei f eine berechenbare Funktion und p ein
Polynom ist.

Satz 2.19 ([FG02]). Ein PP II ist schwer fiir para-NP, falls eine Vereinigung endlich
vieler Scheiben bereits NP-schwer ist.

Nun definieren wir die Klasse W[P], die sich im Schnitt von XP und para-NP befindet.

Definition 2.20. Sei X ein Alphabet und x eine Parametrisierung von ¥*. Eine NTM
M tber X heifit k-beschrinkt, falls es berechenbare Funktionen A, f und ein Polynom p
gibt, sodass fur alle x € X* gilt:

(1) Alle Rechenwege von M (z) haben Laufzeit < f(x(z)) - p(|x]).

(2) Auf allen Rechenwegen von M (z) gibt es < h(k(z)) - log|z| nichtdeterministische
Verzweigungen.

W/P] ist die Klasse aller PP (Q, k), die von k-beschriankten NTMn entschieden werden
kénnen.

Schwere-Resultate ermdéglichen es, untere Schranken fiir die Komplexitdt von Proble-
men abzuschitzen. Dazu fiihren wir den Begriff der Reduktion fiir die Klassen der
parametrisierten Komplexitét ein.

Definition 2.21. Seien (Q, k), (Q',+') PP, Q C X* @' C A*. Eine fpt-many-one-
Reduktion von (Q, k) auf (Q', k') ist eine Abbildung h : ¥* — A* mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) z € Q genau dann, wenn h(x) € @’ fir alle z € ¥*.

(2) Es gibt eine DTM M, eine berechenbare Funktion f und ein Polynom p, sodass fiir
alle © € ¥* gilt: M berechnet h(z) in Zeit f(k(z)) - p(|z|).

(3) Es gibt eine berechenbare Funktion g : N — N, sodass fiir alle z € ¥* gilt: «'(h(x)) <
g(r(z)).
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Die ersten beiden Bedingungen sind analog zu den zwei Bedingungen, die fiir eine
Polynomialzeit-many-one-Reduktion gelten miissen. Die dritte Bedingung fordert, dass
der Parameter der Reduktionsinstanz beschrinkt ist in Abhéngigkeit des Parameters der
urspringlichen Instanz x .

Nun wollen wir die W-Hierarchie betrachten, wofiir Boolesche Schaltkreise benttigt
werden.

Definition 2.22 (Boolescher Schaltkreis). Ein Boolescher Schaltkreis C mit n Eingéngen
ist ein gerichteter, azyklischer Graph mit Eingabeknoten 1, xo, ..., z,, inneren Knoten
(Gatter) sowie einem Ausgangsknoten mit einer Markierung aus {A, V, =} . Die Tiefe ist die
maximale Distanz von einem Eingangsknoten zu einem Ausgangsknoten. Der Schaltkreis
C berechnet eine Funktion f. : {0,1}" — {0,1} entsprechend der Markierungen der
Gatter. C heiit erfiillbar, falls es ein x € {0,1}" gibt, sodass f.(x) = 1. Die Anzahl der
Einsen in x nennen wir das Gewicht von x.

Definition 2.23 (Weft). Ein Gatter heifit grofles Gatter, wenn die Anzahl der Eingéinge
eine festgelegte Grenze libersteigt. Die Weft eines Schaltkreises ist die maximale Anzahl
von Alternierungen zwischen grofien Und-Gattern und groflen Oder-Gattern auf einem
Eingabe-Ausgabe-Pfad, wobei keine Negation vor einem groflen Gatter stehen darf.

Das gewichtete Erfillbarkeitsproblem fiir Schaltkreise ist das folgende parametrisierte
Problem:

WEIGHTED-CIRCUIT-SAT (WCS)
Instanz: Ein Boolescher Schaltkreis C, eine positive ganze Zahl k.
Parameter: k

Frage: Existiert eine erfiillende Belegung der Eingabegatter von C' vom Gewicht k7

Mit WCS; 5, bezeichnen wir das Problem WCS eingeschrénkt auf Schaltkreise mit Tiefe
h und Weft t. Nun kénnen wir mithilfe von WCS, , die Klasse W/t] definieren:

Definition 2.24. Ein PP (Q, k) gehort zur Komplexitétsklasse Wt], ¢ > 1, genau dann,
wenn es ein h gibt, sodass (Q, £) mittels einer parametrisierten Reduktion auf WCS; ,
reduziert werden kann.

Nun folgt eine alternative Definition fir die Klasse W[P]:

Satz 2.25. Ein PP (Q, k) gehort zur Komplexitatsklasse W[P] genau dann, wenn (Q, k)
mittels einer parametrisierten Reduktion auf WCS reduziert werden kann.

Die W-Hierarchie sieht nun wie folgt aus:
W1 CW[2]C...C W[P]
Insgesamt gelten flir die Komplexitatsklassen folgende Inklusionen:

FPT C W[1] C W[2] C ... C W[P] C XP






3 Approximatives String-Matching fiir
Mengen

In diesem Kapitel betrachten wir die Ahnlichkeit von mehr als zwei Strings sowie Probleme
des approximativen String-Matching, die sich daraus ergeben. Das Ziel des approximativen
String-Matching mit mehreren Strings ist es, einen String zu finden, der &hnlich zu jedem
String in einer Menge ist, also zu jedem String der Menge hochstens die Distanz d hat.

Auch hier kénnen Substring-Probleme fiir Mengen von Strings als Teilgebiet des approxi-
mativen String-Matching betrachtet werden, zum Beispiel kann die Ahnlichkeit zu allen
Strings als approximatives Vorkommen als Substring in allen Strings interpretiert werden.

3.1 Bedeutung in der Praxis

Die Bedeutung von Problemen, die sich mit der Ahnlichkeit von mehr als zwei Strings
beschéftigen, wird als Anwendung ebenfalls in der Biologie deutlich.

Dazu kann man zum Beispiel das Hamoglobin betrachten, ein Protein, das es in diversen
Formen in den unterschiedlichsten Organismen gibt. Vergleicht man die Varianten von
zwei Sdugetieren, so wird man eine groBe Ubereinstimmung finden, vergleicht man
dagegen das Hamoglobin eines Sdugetiers mit dem eines Insekts, wird man keine grofle
Ubereinstimmung finden. Aus biologischer Sicht ist es daher interessant, Gemeinsamkeiten
in allen Formen des Hdmoglobins zu finden, also mehr als zwei Varianten zu vergleichen,
um die Strukturen zu finden, die charakteristisch fiir das Protein sind, oder um die
Evolutionsgeschichte des Proteins zu bestimmen. Fiir diese und dhnliche Fragen benétigt
man Methoden zum Vergleichen und Bewerten der Ahnlichkeit von mehr als nur zwei
Zeichenketten.

3.2 Ahnlichkeit und Abstand

Nun soll betrachtet werden, wie man sich die Ahnlichkeit von mehr als zwei Strings
vorstellen kann. Dazu wird die Distanzfunktion erweitert, die nun iiber multiple Ausrich-
tungen definiert wird und deren Berechnung im Gegensatz zur Distanz von zwei Strings
schwierig ist [Par13].

Das Prinzip der Ausrichtung fiir zwei Strings wurde bereits in Kapitel 2 erwdhnt. Ausrich-
tungen fiir mehr als zwei Strings heilen multiple Ausrichtungen und vergleichen einzelne
Positionen von Sequenzen mit dem Ziel, sie so auszurichten, dass sie in moglichst vielen
Positionen identisch oder dhnlich sind. Dazu ordnet man die Elemente eines untersuchten
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3 Approximatives String-Matching fiir Mengen

Strings denen der anderen Strings so zu, dass die Reihenfolge erhalten bleibt und jedes
Element einem anderen Element oder einer Leerstelle in jedem String zugeordnet ist.

Beispiel 3.1. Eine mogliche Ausrichtung der Zeichenketten abcee, dbddbe und ddeddd
ware:

abc—c—c

db—ddbec

ddcdd—d

Das Ziel ist es nun, eine optimale Ausrichtung unter einer Kostenfunktion zu finden.
Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten, die Distanz fiir eine Ausrichtung festzulegen bzw.
diese zu bewerten.

Beispielsweise besteht eine Moglichkeit darin, die Kosten jeweils paarweise fiir zwei
Zeichenketten zu bestimmen und diese Werte zu addieren.

3.3 String-Probleme

Im approximativen String-Matching tauchen einige schwere Probleme mit Substrings und
Subsequenzen auf, zum Beispiel einen Substring zu finden, der approximativ in jedem
String einer Menge vorkommt. Wegen der exponentiellen Anzahl méglicher Substrings
sind solche Probleme schwierig.

3.3.1 Common Approximate Substring (CAS)

Nun wollen wir uns dem Problem COMMON APPROXIMATE SUBSTRING (CAS) zuwenden,
das erstmalig von Evans, Smith und Wareham untersucht wurde [ESWO03]. Dazu folgen
zunéchst einige Begriffe.

Ein approzimatives Auftreten eines Strings x in einem String s bedeutet hier, dass es einen
Substring von s mit einer bestimmten Distanz zu x gibt; x ist dann ein approximativer
Substring von s. Ist x ein approximativer Substring von jedem String einer Menge, heif3t
er common approximate substring (gemeinsamer dahnlicher Substring).

Nun definieren wir das Problem CAS:

COMMON APPROXIMATE SUBSTRING (CAS)

Instanz: Eine Menge F = {S1,...,S;,} von Strings iiber einem Alphabet X, [ € N,
deN,neN,sodass |S;|<n,1<i<m,1<[<n, 1<d<lI.

Frage: Gibt es einen String C € X! (einen Center String), sodass es fiir alle S € F
einen Substring s € %! mit dy (s, C) < d gibt?

Die Funktion dp bezeichnet die Hamming-Distanz, die hier fiir die Definition des Abstands
genutzt wird. Diese ist geeignet, da nur Substrings gleicher Lange [ betrachtet werden.
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3.3 String-Probleme

Abhéngig von [, n und d ergeben sich mehrere Spezialfille von CAS:

e Fiir | = n entspricht CAS dem Problem CLOSEST STRING, ein Optimierungsproblem,
in dem ein String gesucht wird, dessen Abstand zu jedem String der Menge moglichst
klein ist.

e Fiir [ < n ergibt sich das Problem CLOSEST SUBSTRING, ein Optimierungsproblem,
in dem ein String gesucht wird, sodass jeder String der Menge einen Substring
besitzt, zu dem der Abstand zum gesuchten String mdoglichst klein ist.

e Eine Variante mit [ < n und d = 0 ist das Problem LONGEST COMMON SUBSTRING,
in dem der ldngste Substring gesucht wird, der in allen Strings der Menge vorkommt.

Beispiel 3.2. Sei F = {abedef, abdghi,abegij} mit n =6, m = 3. Sei d =1 und [ = 3.
Dann ist abc ein moglicher common approzimate substring, denn fiir jeden String aus F
gibt es einen Substring der Léinge drei, zu dem die Hamming-Distanz hochstens eins ist.

3.3.2 Common Approximate Subsequence (CASEQ)

Wenn wir nun Subsequenzen anstatt Substrings betrachten, fithrt uns dies zur néchsten
Problemdefinition. Ein dhnliches Problem, das als eine Erweiterung von CAS gesehen
werden kann, ist das Problem COMMON APPROXIMATE SUBSEQUENCE (CASEQ).

COMMON APPROXIMATE SUBSEQUENCE (CASEQ)

Instanz: Eine Menge F = {S1,..., Sy} von Strings iiber einem Alphabet ¥, [ € N,
deN,neN, ge NU{oo},sodass [Si| <n,1<i<m,1<1<n 0<d<l

Frage: Gibt es einen String C' € X!, sodass es fiir alle S € F eine Subsequenz s € %!
mit dg(s,C) < d und Symbolabstand g gibt?

Hier kénnen je nach d und g Spezialfille von CASEQ unterschieden werden, wobei g die
maximale Entfernung von zwei Zeichen aus der gesuchten Subsequenz in einem String
der Menge ist, zum Beispiel gilt g = 3 fiir s = azxzaxbyyc und C = abc.

e CASEQ (d=0, g =0) - LONGEST COMMON SUBSTRING

)
e CASEQ (d >0, g =0) — COMMON APPROXIMATE SUBSTRING
)

(
(

e CASEQ (d=0, g >0) — LoNGEST COMMON SUBSEQUENCE (LCS)
(

e CASEQ (d >0, g > 0) — COMMON APPROXIMATE SUBSEQUENCE

Beispiel 3.3. Sei F = {abcdef, abdghi, abegij} mit n = 6, m = 3. Sei d = 1 und [ = 3.
Dann ist abg eine moégliche common approzimate subsequence, da es fiir jeden String aus
F eine Subsequenz der Linge drei gibt, zu der die Hamming-Distanz héchstens eins ist.

Wir werden spéter sehen, dass sich die beiden Probleme in ihrer Komplexitéit dhnlich sind
und einige Resultate der parametrisierten Komplexitat von CAS auf CASEQ tbertragen
werden konnen.
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4 Komplexitat von CAS

Das Problem CAS ist NP-vollstandig. Betrachten wir die verschiedenen Varianten, kénnen
wir nochmals differenzieren:

o [ = n: CLOSEST STRING
e [ < n: CLOSEST SUBSTRING

e [ <n,d=0: LONGEST COMMON SUBSTRING

Die Probleme CLOSEST STRING und CLOSEST SUBSTRING sind NP-schwer, LONGEST
COMMON SUBSTRING liegt jedoch in P, da hier keine Abweichungen erlaubt sind, also
exakte statt approximative Auftreten gesucht werden.

Diese Kontraste machen nochmals den Unterschied zwischen der Komplexitéit von appro-
ximativem und exaktem String-Matching deutlich. Das Erlauben gewisser Fehler macht
CAS also zu einem schwierigen Problem.

4.1 NP-Volistandigkeit

Um die NP-Vollstdndigkeit von CAS zu zeigen, miissen sowohl die NP-Schwere als auch
die Zugehorigkeit zur Klasse NP nachgewiesen werden.

Um zu zeigen, dass CAS in der Klasse NP liegt, geben wir einen Algorithmus an, der ein
Zertifikat fiir CAS in Polynomialzeit tberpriift [Smi04].

Der Algorithmus VALID priift fiir einen String C', ob dieser ein giiltiger common appro-
ximate substring ist. Dazu bildet er alle moglichen Substrings der Lénge [ der gegebenen
Menge F, vergleicht diese mit C', z&hlt die Anzahl der iibereinstimmenden Positionen
und gibt zuriick, ob es fiir jeden String aus F einen Substring gibt, zu dem der Abstand
zu C hochstens d ist, oder nicht.
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4 Komplexitédt von CAS

Algorithmus 1: VALID-Algorithmus
Eingabe: Eine Menge F = {S,...,S;,} von Strings, ein String C' € %! und eine
ganze Zahl d mit 1 < d <.

Ausgabe: Ein Boolescher Wert, der angibt, ob es fiir jeden String aus JF einen
Substring der Lange [ gibt, zu dem die Distanz zu C hochstens d ist.

VALID (C, F, d)

1: 1+ |C|

2: x < true

3: for i < 1 tom do

4: x; + false

5 for all Substrings s von S; der Lénge [ do
6 if dy(C,s) < d then
7 x; < true

8 end if

9 end for
10: if x; = false then
11: T + false
12: end if
13: end for

14: return x

VALID hat eine Laufzeit von O(mnl), da fiir jeden String aus F, also m-mal, die Distanz
gepriift wird, was mit der Multiplikation der Langen, n - [, abgeschatzt werden kann.

Also ist VALID ein deterministischer Polynomialzeit-Algorithmus und auflerdem kénnen
wir [ < n annehmen, damit ist CAS polynomiell-iiberpriifbar und liegt somit in der
Klasse NP.

Nun betrachten wir einen zweiten Algorithmus SCORE, der niitzlich fiir Optimierungen
ist und zur Anwendung kommt, wenn zuséatzlich der Radius des Strings C' benétigt wird.

Der Radius von C' beziiglich der Menge F ist die kleinstmogliche notwendige Distanz,
fiir die C' in allen Strings aus F einen approximativen Substring besitzt. Dieser Begriff
soll nun formal definiert werden.

Definition 4.1 (Radius). Sei F eine Menge von Strings, [ eine positive ganze Zahl. Fir
ein S; € F sei s; j der j-te Substring der Lange [ von S;.
Fiir ein C' € ! ist der Radius von C beziiglich F definiert als:

radiusr(C) = (?32?:) (1§j1§n%111+1) du(sij,C).

Der Radius von F ist der kleinste Radius, den F beziiglich eines Centers C' haben kann:

radius(F) = (énelgl) (Is?g% (1gjgln11111+1) du(sij, C).
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4.1 NP-Vollstandigkeit

Der Algorithmus SCORE bestimmt die minimale Distanz von C' zu jedem Substring der
Léange [ aus F und gibt das Maximum dieser, also den Radius, zuriick.

Algorithmus 2: SCORE-Algorithmus
Eingabe: Eine Menge von Strings F = {S1,...,S,,} und ein String C € %'
Ausgabe: Der Radius von C beziiglich F.
SCORE (C,F)
1: [+ ‘C|
2:d+ 0
3: for i < 1 tom do
4: d; < 0
for all Substrings s von S; der Lénge [ do
if dy(C,s) <d; then
d; < dg(C,s)
end if
end for
10: if d; > d then
11: d <+ d;
12: end if
13: end for
14: return d

Aufgrund der &hnlichen Struktur der beiden Algorithmen stimmen die Laufzeiten von
SCORE und VALID asymptotisch iiberein.
Fir die NP-Vollstédndigkeit bliebe nun noch zu zeigen, dass CAS NP-schwer ist.

Dies wurde durch eine Reduktion von dem NP-vollstdndigen Problem 3-SAT auf das
Problem CLOSEST STRING nachgewiesen. Da CLOSEST STRING ein Spezialfall von CAS
mit [ = n ist, folgt daraus auch die NP-Schwere von CAS.
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

Da CAS ein NP-vollstdndiges Problem ist und daher vermutlich nicht fiir beliebige Einga-
ben effizient gelost werden kann, wollen wir Methoden der parametrisierten Komplexitét
nutzen, um zu betrachten, welche Effekte verschiedene Parameter auf die Komplexitéit
haben. Die Struktur des Problems bietet dazu einige Parameter, die fiir die Analyse
genutzt werden kdnnen.

Dazu fiithren wir die Schreibweise ein, fiir die jeweiligen parametrisierten Probleme die
Parameter, die kleine Werte annehmen sollen, in Klammern anzugeben, zum Beispiel

CAS(m, |3)).

5.1 CAS als parametrisiertes Problem

Die parametrisierte Komplexitéit des Problems CAS wurde erstmalig von Evans, Smith
und Wareham analysiert [ESWO03].

COMMON APPROXIMATE SUBSTRING (CAS)

Instanz: Eine Menge F = {S1,..., S, } von Strings tiber einem Alphabet 3, [ € N,
deN,neN sodass [S;| <n,1<i<m,1<[<n, 1<d<l.

Parameter: |X|, m, n, [ und d.

Frage: Gibt es einen String C' € X! (einen Center String), sodass es fiir alle S € F
einen Substring s € %! mit dy (s, C) < d gibt?

Folgende Parameter werden wir also betrachten:

e Grofie des Alphabets (|X])

Anzahl der Strings in F (m)

Lénge der Strings in F (n)

Lénge der gesuchten Substrings (1)

Hamming-Distanz (d)
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

5.2 FPT-Resultate

Wir geben nun zwei Algorithmen fiir CAS an, die die Zugehorigkeit zur Klasse FPT fiir
gewisse Parameter nachweisen.

Der erste Algorithmus generiert alle moglichen Strings der Lénge [ iiber Y und priift fir
jeden, ob er ein Center String fiir die Menge F ist. Die Anzahl dieser Strings ist |¥|' und
jeder kann in der Zeit O(mnl) gepriift werden, indem der VALID-Algorithmus genutzt
wird. Damit ist die Laufzeit insgesamt O(|%|' - mnl).

Algorithmus 3: Einfache Enumeration

ENUMERATION(F)
1: for all Substrings s € 3! do
2 if VALID(s) then
3: return s
4: end if
5: end for

6: return ,Es existiert kein Center.”

Satz 5.1. CAS (|X|,1) € FPT.
Beweis. Folgt aus Algorithmus 3, der CAS in Zeit O(I|X|'nm) = O(f(|Z],1)-nm) lost. [

Im néchsten Algorithmus wird ein Center nach und nach durch Substitutionen aus
einem String aus F entwickelt. Dafiir fiilhren wir ein neues Zeichen = ¢ X ein, den
blocking character. Dieser induziert immer einen Fehler, wenn er mit einem Zeichen aus
F verglichen wird, da diese alle aus ¥ stammen. Sei C' ein String der Lénge [, in dem
x hochstens d-mal auftritt, und s ein Substring der Léange [ eines Strings S € F. Eine
Substitution von C unter s ist eine Menge von Modifikationen von C, die einige der
Vorkommen von x in C' mit den Zeichen ersetzt, die in korrespondierenden Positionen in
s auftauchen. Eine minimal matching substitution ist die kleinstmdgliche Substitution,
die in di(C, s) < d resultiert.

Zu Beginn des Algorithmus wird ein beliebiger String S € F aus F entfernt. Fiir jeden
Substring s der Lange [ von S wird C = s gesetzt und dann fiir alle moéglichen Mengen
mit d Positionen in C' jedes Zeichen an dieser Position zu x gedndert. In der zweite Stufe
wird rekursiv ein Center entwickelt, indem die Positionen, die mit x belegt sind, wieder
durch Zeichen aus 3 substituiert werden. Fiir jeden rekursiven Aufruf wird dabei ein
String S’ aus F entfernt. Hat der entwickelte Center C' hochstens die Distanz d zu einem
Substring von S’, findet sofort ein weiterer rekursiver Aufruf fiir den néchsten String statt.
Wenn jedoch alle Substrings von S’ in mehr als d Positionen von C abweichen, miissen
alternative Center produziert werden, indem C' modifiziert wird. Dazu wird fiir jeden
Substring s € S mit dy (s, C) < 2d eine Menge M = mm/(C, s) von alternativen Centern
genutzt, die die Strings einer minimal matching substitution von C' unter s enthélt. Fir
alle C’ in M wird ein rekursiver Aufruf gestartet, wobei C’ als Center fiir die weitere
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5.2 FPT-Resultate

Entwicklung iibergeben wird. Wird die Menge F leer, ist der entwickelte Center giiltig
fiir die urspriingliche Menge F und wird zuriickgegeben.

DEVELOP-CENTER bekommt also als Eingabe F und C, der beim initialen Aufruf der
leere String A ist, und gibt einen Center zuriick, falls dieser existiert.

Algorithmus 4: DEVELOP-CENTER
DEVELOP-CENTER(F,C)

1. if F =0 then

2: return C

3: end if

4. if C' = X then

5 Sei S ein beliebiger String aus F.

6: for all Substrings s von S der Linge [ do

7 C<+s
8 for all B C {1,...,1}, sodass |B| = d do
9 V Positionen p € B, substituiere C[p] < x

10: DEVELOP-CENTER (F\ {S},C)
11: end for

12: end for

13: end if

14: if C' # X then
15: Sei S ein beliebiger String aus F.

16: branch < true

17: for all Substrings s von S der Linge [ do

18: if du(s,C) < d then

19: branch <+ false

20: end if

21: end for

22: if branch = false then

23: DEVELOP-CENTER (F\ {S},C)

24: end if

25: if branch = true then

26: for all Substrings s von S der Lénge [ do
27: if dH(S, C) < 2d then

28: Sei M die Menge mm(C, s).

29: for all ¢’ € M do

30: DEVELOP-CENTER (F\ {S},C")
31: end for

32: end if

33: end for

34: end if

35: end if
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

Die Laufzeit kann mithilfe des Rekursionsbaums bestimmt werden. Der Faktor n(é)
reprasentiert dabei den Ausgangsgrad der Wurzel. Die Rekursionstiefe ist maximal d
und der Ausgangsgrad an jeder Verzweigung ist hochstens n( d%)' Also ist die maximale

Anzahl der Blétter n(fi) (n(dc/lg))d und fiir jedes Blatt ist Zeit O(mn) notig. Also folgt

gesamt: O(nzm(cll)((d‘;lQ)rn)Cl)7 also O(1%d% nd+2m).
Satz 5.2. CAS(n) € FPT.

Beweis. Folgt aus d < | < n und Algorithmus 4, der CAS in Zeit O(1%d® n+2m)
O(f(n) - m) lost.

a

Aus diesen beiden Resultaten folgen alle FPT-Resultate in folgender Tabelle, die nach
und nach weiter mit den Resultaten der parametrisierten Komplexitat gefiillt wird:

Tabelle 5.1: FPT-Resultate von CAS
Parameter - |2] m m, |2
NP-vollstandig

FPT FPT
FPT FPT FPT FPT

I ~ !

Insbesondere folgen die FPT-Resultate in der vierten Zeile aus Satz 5.2, wobei weitere
Parameter hinzugenommen werden kénnen: Da CAS(n) € FPT, so gilt auch CAS(n, |X|)
€ FPT, CAS(n,m) € FPT und CAS (n,m,|X|) € FPT.

Das verbleibende Resultat in Zeile drei folgt aus Satz 5.1: Da CAS(|X|,1) € FPT, so gilt
auch CAS(m, |X|,l) € FPT.

5.3 Schwere-Resultate

Die Schwere einiger Varianten von CAS wird nun durch Reduktionen von Problemen
mit bekannter parametrisierter Komplexitit bewiesen. Folgende Probleme werden dazu
genutzt:

CLIQUE
Instanz: Ein Graph G = (V, E), eine positive ganze Zahl k.
Parameter: k

Frage: Gibt es eine Menge V' C V mit k Knoten, die eine Clique von G ist (d.h. ein
vollstéandiger Teilgraph von G)?7
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5.3 Schwere-Resultate

DOMINATING CLIQUE
Instanz: Ein Graph G = (V, E), eine positive ganze Zahl k.
Parameter: k

Frage: Gibt es eine Menge V' C V mit k Knoten, die eine Clique von G und ein
Dominating Set von G ist (d.h. jeder Knoten ist entweder in V' oder adjazent zu
einem Knoten in V”)?

SET COVER

Instanz: Eine Menge B, eine Familie £ von Teilmengen L; C B (1 < ¢ < |£|) und
eine positive ganze Zahl k.

Parameter: k

Frage: Gibt es eine Teilfamilie R C £ der Grofle k mit |J R; = B?
Rj €R

Der erste betrachtete Fall enthalt die Parameter m, [ und d, es wird also in wenigen
Strings ein kurzer Center mit kleinem Fehler gesucht.

Satz 5.3. CAS(m,l,d) ist W[1]-schwer.

Beweis. Wir geben eine parametrisierte Reduktion von dem W{1]-vollstandigen Problem
CLIQUE an.

Dazu konstruieren wir eine Menge F aus m Strings iiber 3, die genau dann einen Center
der Léange [ hat, wenn der gegebene Graph G = (V, E) eine k-Clique enthélt. Wir nehmen
an, die Knotenmenge von G ist V = {1, ..., |V}, die Knoten sind also nummeriert.

Damit die Konstruktion eine giiltige FPT-Reduktion ist, muss sie in Zeit f(k) - |G|°™M)
fir eine berechenbare Funktion f durchgefithrt werden kénnen, und die Parameter von
CAS, m, [ und d, miissen durch eine berechenbare Funktion von k beschrinkt werden
kénnen.

Fiir m, I und d werden nun diese Funktionen festgelegt. Die Anzahl der Strings in F
ist m = fi1(k) = (’;), die Lange des Centers C ist | = fa(k) = k + 2 und die maximale
Distanz ist d = f3(k) = k — 2. Die maximale Lange eines Strings in F, welche in dieser
Reduktion kein Parameter ist, ist n = f4(G, k) = (2k + 4)(|E|).

Das Alphabet der Strings wird in drei Gruppen mit unterschiedlichen Funktionen fiir die
Konstruktion aufgeteilt: ¥ = X1 U X9 U X3 mit

5 ={1,...,|V]} (vertex characters),
Y9 = {Zeichen, die je nur einmal in F auftauchen} (unique characters),
Y3 ={A, B} (alignment characters).
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

Dabei stellen die vertexr characters die Knoten des Graphen dar und sind im Center
enthalten, sodass dieser die Clique reprasentiert. Die alignment characters begrenzen
eine Komponente eines Strings. Die unique characters, die alle nur einmal vorkommen,
werden durchgéngig mit dem Symbol u bezeichnet. Thre Anzahl muss genau wie die der
vertex characters nicht beschrankt werden, da |X| hier kein Parameter ist.

Fiir die Konstruktion der Strings in F beschreiben wir nun zunédchst zwei Abkiirzungen
fiir Substring-Komponenten, aus denen die Strings im néchsten Schritt zusammengesetzt
werden sollen:

Edge Selectors: (edge(i, )(p,q)) = Au'"tpu/ " tqu*~I B
Separators: (separator) = uft?

Die Edge Selectors stellen eine mégliche Cliquenkante dar und werden durch die alignment
characters begrenzt. Dabei beschreibt das Indexpaar (i, ) die Kante zwischen dem i-ten
und j-ten Knoten einer potenziellen Clique (1 < ,j < k) und (p, q) die Kante zwischen
den Knoten p und ¢ im Graphen (1 < p,q < |V]). Ist der Edge Selector ein Vorkommen
des Centers, so bilden p und ¢ den i-ten und j-ten Cliquenknoten. Im String sind die
Zeichen p und ¢ vertex characters aus 1. Die Separators werden eingesetzt, um die Edge
Selectors in einem String voneinander zu trennen: Da sie aus k + 2 unique characters
bestehen, konnen sie nicht als Vorkommen fiir den Center gewahlt werden, wie wir spéter
sehen werden.

In der Konstruktion der Menge F enthélt diese (g) Strings S; j, die mit den (g) Kanten
(1, 7) korrespondieren, die in einer k-Clique existieren. Dadurch ergibt sich die Menge F
wie folgt:

F={Si;:1<i<j<k})

Die einzelnen Strings .S; ; werden nun wie folgt aus den Substring-Komponenten, also
Edge Selectors und Separators, zusammengesetzt, wobei die iterierte Konkatenation mit
IT abgekiirzt wird:

Sij= II (edge(i,i)(p, @) (separator).
(p9)eE
P<q,i<p
J—i<q—p
q<|V—k+j
Die Positionen ¢ und j im String S; ; sind also stets die Positionen, die von wvertex
characters belegt sind. In der Menge der S; ; kommen alle Kombinationen mit & Knoten
vor, die eine Clique bilden kénnen. Ein String S; ; ist also die Konkatenation aller
Moéglichkeiten, eine Kante im Graphen zu wéhlen, die den ¢-ten und j-ten Cliquenknoten
verbindet.

Betrachten wir nun ein Beispiel. Gegeben sei ein Graph mit einer Clique der Grofie
vier mit den Knoten 1, 2, 4 und 5. Dann enthélt die Clique sechs Kanten, es gibt also
auch sechs Strings, die nach obiger Formel konstruiert werden und die Menge F bilden:
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5.3 Schwere-Resultate

F = {S12, S13, S14, S23, Sa4, S34}. Die einzelnen Strings werden nun nach obiger Formel
konstruiert; beispielsweise werden fiir den String S1s fiir die jeweiligen Kanten zwischen p
und ¢ die Edge Selectors und Separators gebildet und konkateniert, was alle Méglichkeiten
beschreibt, einen Kante im Graphen zu wéhlen, die den ersten und zweiten Cliquenknoten
verbindet. Ein Center fir F ist A1245B, der die vertex characters der Knoten der Clique
enthélt und in allen Strings aus F mit der Distanz d = k — 2 = 2 vorkommt, wobei die
Fehler durch die unique characters entstehen und die Vorkommen in F eine Kante der
Clique symbolisieren.

Nun zeigen wir, dass ein Center fiir F die Eigenschaften hat, dass er mit dem alignment
character A beginnt und mit B endet und alle anderen Positionen mit vertex characters
belegt werden, also keine Zeichen aus Y9 vorkommen.

Dazu sind zuerst einige Definitionen notwendig. Ein Vorkommen, das mit den alignment
characters beginnt und endet, heifit in-phase, ansonsten out-of-phase. Vertex positions
sind die Positionen, die mit vertex characters belegt sind. Fiir einen String S;; sind diese
also die Positionen ¢ und j rechts von A. Fiir eine vertex position i ist die vertex group
von ¢ definiert als V; = {S;; : i <z < k}U{Sy : 1 <z < i}, also die Menge aller Strings
aus F, die ebenfalls einen vertex character an Position ¢ haben.

Wir zeigen zuerst, dass C' mit A beginnt und mit B endet.

Nehmen wir an, C beginnt nicht mit A oder endet nicht mit B. Dann sorgt der Abstand
von A und B in den Strings in F dafiir, dass ein Vorkommen nicht mit A und B
iibereinstimmen kann. Alle Vorkommen miissen an vier Positionen mit C' {ibereinstimmen,
da der Center die Léange k + 2 hat und der maximale Fehler k — 2 ist. Deshalb muss also
jedes Vorkommen in mindestens einer Position mit C' ibereinstimmen, die mit einem
Zeichen aus Yo belegt ist, da nur zwei Positionen Zeichen aus ¥; enthalten und eine A
oder B. Da es in C nur k + 2 mogliche Positionen gibt, aber (’;) Vorkommen, fithrt dies
ab k£ > 4 nach dem Schubfachprinzip zu einem Widerspruch dazu, dass die Zeichen in Yo
alle verschieden sind, da (g) > k + 2. Fir k <4 ist CLIQUE in Polynomialzeit 16sbar und
wir wenden eine triviale Reduktion an.

Nun zeigen wir, dass keine Position in C' mit einem Zeichen aus X5 belegt ist.

Nehmen wir an, C' enthélt ein Zeichen aus Yo an Position z. Dann stimmt hdchstens
ein Vorkommen mit C' an dieser Position iiberein, da alle unique characters verschieden
sind. Betrachten wir nun die werter group V., also die Strings, die an der Stelle z
einen wvertexr character haben. Wir unterscheiden nun zwei Falle. Ein Out-of-phase-
Vorkommen in einem String aus V, muss einen unique character in C' determinieren,
da es aufgrund des Abstands von A und B nicht sowohl beziiglich des As als auch des
Bs mit C' iibereinstimmen kann, aber héchstens zwei vertex characters enthélt und vier
Ubereinstimmungen notwendig sind. Ein In-phase-Vorkommen in einem String aus V,
hat an der Position z einen vertex character, stimmt also nicht mit C' an dieser Position
iiberein, da C dort einen unique character enthilt. Also muss das Vorkommen auch
noch mindestens einen unique character determinieren, um eventuell zusammen mit A,
B und dem zweiten vertex character an vier Positionen mit C' libereinzustimmen. Alle
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

k — 1 Vorkommen in Strings aus V, determinieren also jeweils mindestens einen unique
character. Da diese alle verschieden sind, passiert dies an & — 1 verschiedenen Positionen
in C. Also werden mindestens k — 1 der k& Positionen zwischen A und B im Center mit
unique characters determiniert.

Alle Out-of-phase-Vorkommen in Strings aus V, stimmen weder am Anfang noch am Ende
mit C iiberein. Gibt es ein solches, determiniert es also mindestens drei unique characters
statt nur einem in C, also werden mehr als k unique characters in C determiniert, was
nicht méglich ist. Also sind alle Vorkommen in-phase.

Wir wissen nun: Kein Vorkommen stimmt an Stelle z mit C' Uberein, denn C hat dort
ein u, die Vorkommen aus V, nicht. Die eventuell nicht determinierte Stelle y kann
in C ein u enthalten. Dann hat C' die Form Au”B, sodass jedes Vorkommen mit zwei
unique characters iibereinstimmen muss, was aber wegen 2(k — 1) > k ab k > 2 wieder
nicht moglich ist. Enthélt C' an Stelle y einen vertex character (bzw. ein A oder B), so
stimmt an dieser Stelle hochstens eines (bzw. keines) der Vorkommen iiberein, die anderen
benoétigen dafiir noch zwei unique characters, was wiederum zu mindestens 2(k —2) > k
determinierten unique characters und damit ab k > 4 zu einem Widerspruch fiihrt.

Insgesamt gilt fiir alle Vorkommen, dass sie mit A beginnen und mit B enden, also in-phase
sind. Nehmen wir an, ein Vorkommen ist out-of-phase. Dann kann dieses Vorkommen
nicht mit A und B iibereinstimmen, muss also neben zwei verter characters noch mit
einer Position iibereinstimmen, die ein Zeichen aus Yo enthélt, was ein Widerspruch zur
eben gezeigten Aussage ist.

Die Konstruktion lauft in FPT-Zeit beziiglich m, | und d und damit auch k£ und die
Laufzeit bezliglich der Eingabe G ist polynomiell. Es bleibt also noch die Korrektheit zu
zeigen.

Wenn es eine eine k-Clique in G gibt, wird ein Center gebildet, indem die Zeichen aus 1,
die mit den Knoten der Clique korrespondierenden, zwischen den alignment characters A
und B platziert werden. Dieser String ist ein Center fiir F, da es in jedem String in F
ein Vorkommen in einem Edge Selector gibt, der nach Konstruktion mit einer Kante der
k-Clique korrespondiert. Also stimmen die jeweiligen vertex characters im Edge Selector
sowie die begrenzenden Zeichen A und B mit dem Center {iberein.

Wenn es einen Center C fiir eine Menge F gibt, so stimmen alle Vorkommen an zwei
Positionen, die mit Zeichen aus 31 belegt sind, mit C iiberein, da keine unique characters
im Center vorkommen. Also korrespondieren die (g) Strings in F nach der Konstruktion
mit (g) Kanten in G, die k Knoten untereinander verbinden, und damit gibt es eine
k-Clique in G. O
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5.3 Schwere-Resultate

Durch Weglassen von m als Parameter, d. h. es wird ein Center vieler Strings gesucht,
wird das Problem potenziell schwerer. Im Folgenden zeigen wir sogar eine W[2]-Schwere.

Satz 5.4. CAS(l,d) ist W[2]-schwer.

Beweis. Wir dndern den Beweis aus Theorem 5.3 dahingehend ab, dass wir nun vom
W/2]-vollstandigen Problem DOMINATING CLIQUE aus reduzieren.

Dazu konstruieren wir wieder eine Menge F mit m Strings iiber ¥, die aber nun genau
dann einen Center der Lange | mit Distanz d besitzt, wenn der gegebene Graph G = (V, E)
eine Dominating Cliqgue der Grofle k enthalt.

Das Alphabet der Strings und die Substring-Komponenten bleiben wie in obiger Reduktion
definiert.

Die Parameter von CAS, [ und d, miissen wieder durch Funktionen von k beschriankt
werden konnen. Diese stimmen mit den Funktionen f5 bis f4 in obiger Reduktion iberein.
Die Anzahl der Strings in F ist m = f1(k,G) = (g) + |V, also hier nicht mehr unabhéngig
von |G|.

Die Strings in F werden in zwei Gruppen F = Fg. U Fg, aufgeteilt, die verschiedene
Funktionen in der Konstruktion haben und die Bedingungen der Clique und des Do-
minating Set sicherstellen. Dabei besteht Fge aus (g) Strings, die mit denen aus obiger
Reduktion iibereinstimmen und einen Center erzwingen sollen, der mit einer k-Clique in
G korrespondiert. Die zweite Gruppe Fi, ist dafiir verantwortlich, zu priifen, dass ein
Center, der von Fg, bestimmt wird, neben einer k-Clique auch mit einem Dominating
Set korrespondiert:

FGv:{SVp:1§p§ ‘V‘}

Die Menge Fig, enthélt also fiir jeden Knoten p des Graphen einen String. Dabei wird der
String Sy, aus allen Substring-Komponenten zusammengesetzt, die das Zeichen ¢ € ¥
enthalten, sodass ¢ ein Nachbar von p ist. Die Komponenten werden dafir wie folgt
verbunden, wobei N[z] die Menge der Nachbarn von z ist:

s H {(edge(z’,j)(q’, q)){separator) falls ¢ < gq,

Vp = .

P JENTp) (edge(i, 7)(q,q"))(separator) falls g < ¢'.
q'eNJq]

1<i<j<k

Der String Sy, gibt also fiir jeden Knoten p die Kanten an, iiber die p dominiert werden
kann. Da solch ein String fiir jeden Knoten benétigt wird, kann die Anzahl m der Strings
kein Parameter mehr sein.

Betrachten wir nun ein Beispiel. Gegeben sei ein Graph mit fiinf Knoten und einer
Dominating Clique der Grofle drei mit den Knoten 2, 3 und 4. Fiir die Bedingung der
Clique werden drei Strings S1s, S13, Sog, die mit den Kanten der Clique korrespondieren,
wie vorher konstruiert. Fiir die Bedingung des Dominating Set werden fiir alle Knoten p
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

die jeweiligen Strings Sy, , Sv,, Svs, Svy, Svi gebildet, die mit den Kanten korrespondieren,
iiber die der jeweilige Knoten dominiert wird. Die Menge F ergibt sich aus F = Fge U
Fay = {S12, 513, S23} U {Sv;, Svy, Svs, Svy, Svi }- Ein Center ist dann A234B, der genau
die vertex characters der Dominating Clique enthalt und in jedem String mit der Distanz
d =k — 2 =1 vorkommt, da jeder einen Bestandteil hat, der eine Cliquenkante oder eine
dominierende Kante darstellt.

Die Konstruktion lauft in FPT-Zeit beziiglich [ und d und damit auch k£ und die Laufzeit
beziiglich der Eingabe G ist polynomiell. Es bleibt also noch die Korrektheit zu zeigen.

Wir wissen bereits, dass ein Center fiir Fi;. aus einer k-Clique in G konstruiert werden
kann. Nehmen wir nun an, dass es eine Menge V' C V gibt, die eine k-Clique und
ein Dominating Set fir G ist. Demnach existiert fiir alle Knoten p € V ein Knoten
q € V', sodass g ein Nachbar von p ist. Deshalb fungiert fiir jeden Knoten p im Graphen
der Substring von Sy, der eine mit p verbundene Kante der Clique darstellt, als ein
Vorkommen fiir den Center. Wenn es also eine Dominating k-Clique in G gibt, existiert
auch ein Center fiir F.

Nehmen wir an, es gibt einen Center C' fiir F. Durch die obige Reduktion wissen wir,
dass aus C eine k-Clique in G abgeleitet werden kann. Da C' ein Center ist, kommt
dieser in allen Strings aus F, vor, wobei diese Vorkommen mit C an zwei Positionen
iibereinstimmen, die mit vertex characters belegt sind, also eine dominierende Kante
darstellen. Deshalb sind die korrespondierenden Knoten in V' mit einem Knoten in
der Clique verbunden, die durch C' spezifiziert wird. Also ist auch die Bedingung des
Dominating Set erfiillt und damit existiert eine Dominating Clique der Gréfle k in G. [

Im Folgenden betrachten wir auch die Alphabetgrofie || als Parameter. Dies verbietet
den Ansatz der vorherigen Reduktionen, mithilfe vieler unique characters eine bestimmte
Form des Centers zu erzwingen. Stattdessen benétigen wir einen groflen Center, der auch
eine grofle Distanz zu den Strings in F haben kann.

Satz 5.5. CAS(m, |X|) ist W[2]-schwer.

Beweis. Statt von einem Problem aus der Graphentheorie reduzieren wir nun vom
kombinatorischen Problem SET COVER aus, das ebenfalls W[2]-vollstandig ist.

Wir geben nun eine Menge F von m Strings iiber ¥ an, die genau dann einen Center
besitzt, wenn die Instanz I = (B, L) eine Uberdeckung der GroéBe k hat. Wir konnen
annehmen, dass B ={1,...,|B|} gilt.

Fiir die Parameter m und |X| gilt m = f1(k) = 2k und |X| = f2(k) = 3k + 1. Dagegen
ist die maximale Distanz d = f3(L£,k) = (k — 1)|B| und damit nicht in k& beschrankt,
genauso die maximale Lénge der Strings in F, n = f4(L, k) = 2(k|B| +2) - (|/£] — 1), und
die Lénge des Centers | = f5(L, k) = k|B| + 2.

Das Alphabet der Strings wird in drei Gruppen mit unterschiedlichen Funktionen fiir die
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5.3 Schwere-Resultate

Konstruktion aufgeteilt: ¥ = X; U ¥y U {A} mit

¥ ={s1,.-.., 8k} (solution characters),
Yo = {u11, u12, u21, u22, - . ., uk1, uk2}  (unique characters),
{A} (alignment character).

Dabei wird angenommen, dass das Zeichen s; aus X1 fur 1 <14 < k die Zahl 7 ist. Die
solution characters werden in der Konstruktion ein L; € £ darstellen. Die Zeichen der
Form w;; € ¥ sind identisch innerhalb eines String S;;, aber es ist stets u;; # uy;r, falls
i #1i oder j # j'. Da j € {1,2}, ist |X2| und damit |X| durch k beschriankt. Der alignment
character ist dazu da, die Komponenten eines Strings voneinander abzugrenzen, und
bildet den Anfang und das Ende des Centers sowie aller Vorkommen, wie wir spater
sehen werden.

Fiir die Konstruktion der Strings in F beschreiben wir nun drei Abkiirzungen fiir
Substring-Komponenten, aus denen die Strings zusammengesetzt werden sollen.

Fillers : (Filler(i)) — sl(’%‘—l)lBl

Separators : (Separator(i,p)) = (k|8‘+2)

Subset Indicators :  (Subset(i, j,p)) H g(i,7,p,b
beB

Die Fillers sind Strings der Lange (k — 1)|B|, die nur aus einem wiederholten Vorkommen
der Zahl s; bestehen, wobei (Filler(i)) mit der Teilmenge L; € £ korrespondiert. Die
Separators sind Strings der Linge k|B| 4+ 2, wobei jeder aus einem Zeichen aus Yo
aufgebaut wird und die Variable p den Wert 1 oder 2 annimmt; diese kommen nicht im
Center vor, wie wir spater sehen werden. Die Subset Indicators werden genutzt, um die
Teilmengen L; anzugeben, die eine Uberdeckung von B bilden. Es ist dabei g abhéingig
von B und L als eine Abkiirzung fiir folgendes definiert:

s; falls b € Lj,

Ujp sonst.

g(i,j,p,0) = {

Intuitiv sagt dies aus, dass L; als i-te von k iiberdeckenden Teilmengen ausgewahlt wird.
Falls sie das Argument b enthélt, so fithrt diese Auswahl zu einem Uberdecken von b € B.
In dem Fall ist s; im String enthalten, ansonsten ein unique character.

Fiir die Konstruktion der Menge F wird jede der kK Mengen einer Losung R durch ein
Paar von Strings in F représentiert. Dabei korrespondieren die Vorkommen in den Strings
S;1 und S;2 aus F mit der i-ten Menge in R. Dafiir werden S;; und S;o wie folgt definiert:

Si1 = H A(Subset(i, j, 1)) (Filler(i))A(Separator(i, 1)),
1<5<|£]

H A(Subset(i, j,2))(Filler(i)) A(Separator(i, 2)).
1<5<|£]
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

Die Menge der Strings F, die aus den Strings S5;; und S;s gebildet wird, ist dann
F = {511, 512, 521,522, - - -, Sk1, Ska }-

Betrachten wir ein Beispiel. Sei B = {1,2,3,4,5,6,7}, L1 = {1,4,6}, Ly = {1,2,4},
L3 ={3,5}, Ly = {1,2,3,7} und k = 3. Eine Uberdeckung ist durch die drei Teilmengen
Ly, L3 und L4 gegeben. Dann ist F = {S11, S22, 521, S22, S31, S32}, wobei die Instanzen
nach obiger Formel konstruiert werden. Ein Center ist dann A333121311111222222333 A
mit d = (k —1)|B| = 14, der durch die alignment characters begrenzt wird. Die ersten |B|
Zeichen stehen dabei fiir die Indizes der k = 3 Teilmengen L; aus R, die das entsprechende
Zeichen aus B iiberdecken. Die restlichen Zeichen korrespondieren mit den Fillers, die die
Indizes dieser Teilmengen aneinanderreihen.

Wir zeigen nun, dass ein Center fiir F sowie alle Vorkommen mit dem alignment character
A beginnen und enden miissen. Dafiir bemerken wir als erstes, dass jedes Zeichen aus
¥\ {4} in hochstens zwei Strings vorkommt. Die urspriingliche Rechnung aus [ESW03]
nimmt inkorrekterweise an, dass es eine Spalte mit ausschliefSlich A und [ — 1 Spalten
ohne A gibt; dies verallgemeinern wir dahingehend, dass die As an beliebigen Positionen
stehen konnen.

Wir zeigen zunéchst, dass C' mit dem Zeichen A beginnt.

Sei C' € ¥! ein Center, bei dem kein A am Anfang steht. Sei X die Menge der entspre-
chenden Vorkommen S’ beziiglich der Strings aus F mit Distanz jeweils hochstens d. Sei
j eine Position, 1 < j < [. Ist C[j] nicht A, so stimmen hochstens zwei Zeilen an Stelle j
mit C tberein, weil alle Zeichen aufler A hochstens zweimal pro Spalte vorkommen. In
der Spalte j sind also m — 2 Fehler. Sei #A die Anzahl der Spalten j mit C[j] = A. Dann
hat X in den anderen [ — #A Spalten also insgesamt bereits (I — #A)(m — 2) Fehler, also
hat nach dem Schubfachprinzip ein S’ mindestens den Fehler (I — #A)(m — 2)/m. Fiir die
# A Spalten j mit C[j] = A gilt hingegen: Alle S” haben in diesen Spalten hochstens eine
Ubereinstimmung und mindestens #A — 1 Fehler, da S’, wenn A nicht am Anfang steht,
hochstens mit einem A aus C' iibereinstimmen kann. Also gibt es ein S/, das insgesamt
mindestens den Fehler d' = (#A — 1) + (I — #A)(m — 2)/m hat.

Es ist m = 2k, | = k|B| 4+ 2 und d = |B|(k — 1), wie oben definiert wurde, was wir nun in

die Gleichung einsetzen konnen.

Demnach gibt es ein S’ mit mindestens Fehler
d =#A—1+ (k|B| +2—#A)(2k — 2)/2k
=#A—-1+(k|B|+2—-#A)(k-1)/k

= #A 1+ kIB|(k —1)/k+ (2 — #A)(k —1)/k
= H#A -1+ |B|(k— 1)+ (2 — #A)(k — 1)/k.
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5.3 Schwere-Resultate

Aber es gilt

HA-1> (#A-2)(k-1)/k
HA-1+2—-#A)(k-1)/k>0
HA-1+Bl(k—-1)+(2—-#A)(k—-1)/k > |B|(k—1)
d >d

C ist kein Center, Widerspruch.

FEEL

Analog lasst sich zeigen, dass ein Center mit dem Zeichen A enden muss.

Nun zeigen wir, dass auch jedes Vorkommen S’ in X fiir einen Center C' mit A anfingt
und endet.

Da jedes S’ genau dann mit A anfingt, wenn es mit A endet, unterscheiden wir wieder
zwei disjunkte Mengen von Vorkommen: in-phase, S, und out-of-phase, S,. Schreibe
kurz s = |S/|, dann ist unser Ziel, s = 0 zu zeigen.

Fir die &uBeren beiden Spalten gilt: Alle S” aus S, stimmen mit C' iiberein, alle S’ aus S,
verursachen hier stets zwei Fehler, denn wir wissen bereits, dass ein Center mit A beginnen
und enden muss. Also ergeben sich 2s Fehler fiir die dufleren Spalten. Fir die inneren
[ — 2 Spalten gilt: Alle Symbole kommen héchstens zweimal pro Spalte vor, oder sind A.
Aber pro Zeile aus S!, gibt es nur genau ein A, also enthalten diese [ — 2 inneren Spalten
zusammen genau s As. Aus der Tatsache, dass kein Symbol auler A mehr als zweimal
auftreten kann, bekommen wir unter der Annahme, dass A keine Ubereinstimmung ist,
wieder 2k — 2 Fehler pro Spalte, wobei wir wegen der potenziellen Ubereinstimmungen
durch A wieder bis zu #A = |S)| = s Fehler abziehen miissen, denn A kann durchaus
Ofter als zweimal pro Spalte vorkommen, aber nur s-mal in den mittleren [ — 2 Spalten.
Die Gesamtzahl der Fehler ist also 2s + (I —2)(2k —2) — s = k|B|(2k — 2) + s. Damit muss
eine der 2k Zeilen mindestens den Fehler (k|B|(2k —2) + s)/2k = k|B|(1 —2/2k) + s/2k =
|B|(k — 1) 4+ s/2k haben, was fiir s > 0 ein Fehler > d ist. Aber dann wére C' kein Center,
also ist s = 0 und es gibt keine Instanzen, die out-of-phase sind.

Die Konstruktion lauft in FPT-Zeit beziiglich m und |¥| und damit auch & und die
Laufzeit beziiglich der Eingabe G ist polynomiell. Es bleibt also die Korrektheit zu zeigen.

Nehmen wir an, es gibt eine Uberdeckung R fiir B der GroBe k. Daraus konstruieren wir
wie folgt einen Center C fiir F:

1. Die erste und letzte Position von C werden mit dem alignment character A belegt.

2. Die néchsten |B| Positionen reprisentieren die Elemente der Grundmenge und bekom-
men ein Zeichen zugewiesen, das eine der Teilengen in R angibt, die das korrespondierende
Element {iberdeckt. Dazu wird fiir jedes b € B ein L; € R gewdhlt, das b enthélt. Da R
eine Uberdeckung fiir B ist, kann also fiir jedes b € B ein L; gewihlt werden. Wenn L;
gewahlt wird, um b zu iiberdecken, bekommt die Position b 4+ 1 im Center das Zeichen s;
zugewiesen.

3. Die verbleibenden (k — 1)|B| Positionen von C' korrespondieren mit den Fillers. Wenn
x; Positionen (0 < z; < |B|) in C' Zeichen zugewiesen wurden, die mit Elementen in L;
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korrespondieren, dann bekommen |B| — x; Positionen im Filler-Teil von C' nacheinander
ebenfalls das Zeichen s; zugewiesen.

Wenn L; € L die i-te Menge in R ist, stimmt der Substring von S;; (und von S;2), der
mit dem alignment character beginnt und endet und den j-ten Subset Indicator enthalt,
also die Teilmenge L; der Uberdeckung représentiert, in genau 2 + |B| Positionen mit
C tberein: Mit den As am Anfang und Ende und mit den |B| gleichen Zeichen, die den
Index der Teilmenge darstellen. Zieht man von der Gesamtlinge | = k|B| + 2 die Anzahl
der Ubereinstimmungen, 2 + |B|, ab, ergibt sich eine Distanz von (k — 1)|B], also ist C
ein Center fiir F mit einer Distanz von genau d = (k — 1)|B| zu jedem Vorkommen.

Nehmen wir an, es gibt einen Center C fiir F. Fiir jedes verschiedene 7 und 4’ stimmen die
Vorkommen in S;; und Sj; mit C' an disjunkten inneren (1 < j < [) Positionen tberein,
d. h. jede innere Position in C' stimmt mit hochstens einem Vorkommen in den Strings
S11, ..., Sk liberein. Dasselbe gilt fir die Vorkommen in den Strings Sio, ..., Sks. Jede
innere Position j in C passt also zu genau einem S;; und genau einem Sjo.

Wir zeigen nun, dass alle aufer der ersten und letzten Position von C, da diese A enthalten,
durch solution characters belegt sind, also nicht durch unique characters oder durch
As. Es muss gelten, dass eine innere Position j in C' genau dann zu S;; passt, wenn sie
zu Sjo passt. Andernfalls wiirde C' an Stelle j mit einem S;; und einem Sj9 mit 7 # @’
iibereinstimmen, aber diese haben an Stelle j stets verschiedene Zeichen. Die einzigen
Zeichen, in denen S;; und S;9 selbst iibereinstimmen, sind aber solution characters und
A, aber A kann ausgeschlossen werden, da alle Vorkommen in-phase sind.

Da jedes Vorkommen zwischen den As noch (k|B|+2) — ((k—1)|B|) —2 = |B| Ubereinstim-
mungen haben muss, miissen andersherum auch alle k|B| Symbole an den je |B| inneren
Positionen der k Vorkommen in den S;; mindestens einmal mit C' Gibereinstimmen. Damit
sind alle k|B| inneren Zeichen von C durch je genau ein Vorkommen determiniert. Also
miissen die ersten |B| inneren Zeichen in C, die mit den Elementen aus B korrespondie-
ren, ebenfalls aus einem Vorkommen stammen und damit aus einer der k ausgewéhlten
Teilmengen L;, deren iiberdeckte Elemente von den solution characters in den ersten
inneren |B| Zeichen in S;; angeben werden. O

Ein weiteres Schwere-Resultat fiir CAS(|X|) lautet wie folgt:
Satz 5.6. CAS(]X]|) ist para-NP-vollsténdig.

Beweis. Folgt aus der NP-Schwere von CAS mit |X| = 2 [FLI97], Theorem 2.19 und der
Mitgliedschaft von CAS in NP [Smi04]. O

Wir sehen also, dass die Schwierigkeit des Problems nicht abnimmt, wenn wir uns auf
binédre Strings beschrinken.
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5.4 Mitgliedschaft in der W-Hierarchie

Wir kénnen nun die weiteren Ergebnisse fiir die Schwere in die Tabelle eintragen:

Tabelle 5.2: FPT- und Schwere-Resultate von CAS

Parameter - |2 m m, ||

- NP-vollsténdig para-NP-vollstdndig W/[2]-schwer ~W]2]-schwer
d W]2]-schwer W]1]-schwer

l W[2]-schwer FPT W/[l]-schwer FPT

n FPT FPT FPT FPT

Dabei folgen die Resultate in der ersten Zeile aus Satz 5.5: Da CAS(m, |X|) W][2]-schwer
ist, so auch CAS(m). Die Resultate in der ersten Spalte folgen aus Satz 5.4: CAS(l, d) ist
W{2]-schwer, also auch CAS(d) und CAS({). Die iibrigen Resultate folgen aus Satz 5.3:
CAS(m,1,d) ist W[1]-schwer, also auch CAS(m,d) und CAS(m,1).

5.4 Mitgliedschaft in der W-Hierarchie

Um Mitgliedschaften von parametrisierten Varianten von CAS in Klassen der W-
Hierarchie zu zeigen, miissen Boolesche Schaltkreise mit begrenzter Weft konstruiert
werden.

Die folgenden drei Schaltkreise miissen also genau dann erfiillbar sein, wenn CAS eine
positive Losung besitzt, und nutzen verschiedene Strategien, um Losungen fir Parame-
trisierungen von CAS zu testen. Sie werden mit Center testing circuit, Instance testing
circuit und Single instance + modification testing circuit bezeichnet.

Center testing circuit:

Die Strategie dieses Schaltkreises ist es, von einem Center ausgehend zu priifen, ob CAS
eine positive Losung besitzt. Jede positiv belegte Eingangsvariable entspricht dabei einem
der [ Symbole im Center, wobei der Schaltkreis noch priifen muss, ob der gewéhlte Center
eine ausreichend kleine Distanz besitzt.

Fiir eine Menge F = {S1, ..., Sn} mit einem Center C bezeichnen wir den j-ten Substring
der Lange [ in S; mit S;[j]. Wir konstruieren eine Menge X, die genutzt wird, um alle
moglichen Subsequenzen der Lange (I — d) von einem String der Lange [ zu indizieren,
die also alle méglichen Ubereinstimmungen mit dem Center bilden. Jedes X, ist dabei
eine Subsequenz der Lange (I —d) von (1, ..., 1), kurz X, < (1,...,10).

l
X={Xp:Xp<(1,...,[),|Xp|:l—d,1§p§ (d)}

Nun definieren wir zwei Mengen von Booleschen Variablen. Die Menge der Variablen

A={ali,f,p,q):1<i<m,1<j<n—I1+1,1<p<|X[,1<qg<1—d}
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

bezeichnet die Position ¢ in X, N S;[j]. Die Variablen der Menge
B = {blu,v]:1<u<l,1<v<|X|}

geben an, ob das Zeichen v die Position u in C' belegt. Die Variable a[i, j, p, ] nimmt
dabei genau dann den Wert von b[u, v] an, wenn die Position ¢ von X, u ist und diese
Position von dem Zeichen v in S;[j] belegt wird, sonst wird ali, j, p, ¢ auf 0 gesetzt.

Der Boolesche Ausdruck E = FjFs iiber der Menge der Variablen B wird wie folgt
zusammengesetzt, wobei die Summe einer Oder-Verkniipfung und das Produkt einer
Und-Verkniipfung entspricht:

l

E1=H H (=blu, v] + —b[u,v']),
m n—Il+1 —)_( —

E, HZZE{ [i,5,p,q

Der Zweck von F; ist, eine Korrespondenz zwischen erfiillenden Belegungen und Strings
iiber X! zu erzwingen. Dabei wird E; von einer Belegung mit Gewicht [ falsifiziert, wenn
blu, v] und blu, v'] mit wahr belegt werden, also mehrere Zeichen einer Position zugewiesen
werden. Ey sorgt dafir, dass fiir jedes ¢, also jeden String aus F, ein Substring S;[j] an
(I — d) Positionen mit dem Center tibereinstimmt.

Betrachten wir nun ein Beispiel dafiir, wie die Variablen belegt werden. Die Menge der
Strings bestehe aus S1 = tggtca, So = accgac und S3 = cggtag iiber dem Alphabet
Y ={a,c,g,t}. Wir nehmen die Reihenfolge a =1, ¢c=2,g=3und t =4 in ¥ an. Fiir
X, =(1,2,3) ist a[1,1, p, 1] = b[1, 4], weil beide mit dem Zeichen ¢t an Position 1 in einem
String der Lénge [ korrespondieren. a[3,1, p, 1] = b[1, 2] korrespondieren mit dem Zeichen
¢ an Position 1. Fir X, = (1, 3,5) korrespondieren a[2, 2, p, 2] = b[4, 3] mit dem Zeichen
g an Position 4.

Wir zeigen nun, dass der Ausdruck F genau dann eine erfiillende Belegung besitzt, dessen
Gewicht [ ist, wenn es einen Center C fiir F gibt.

Wenn C' existiert, ist es einfach zu zeigen, dass eine mit C' korrespondierende wahre
Belegung F erfiillt: Clp] = S;[j][p] = ¢ gdw. a[i, j,p, q] = true. Die Belegung hat Gewicht
l, da ali, j, p, q] genau l-mal auf wahr gesetzt wird, fiir jedes der | Zeichen des Centers.

Sei andersherum T’ eine erfiillende Belegung mit Gewicht [ fir E. F versichert, dass T
einen eindeutigen String s € ¥ darstellt. Fy versichert, dass fiir jedes i ein Substring
Si[j] an (I — d) Positionen mit s iibereinstimmt. Dies impliziert, dass es in jedem .S; einen
Substring der Lénge [ gibt, der hochstens die Distanz d von s hat, s ist also ein Center
fir F.
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5.4 Mitgliedschaft in der W-Hierarchie

Satz 5.7. CAS(I) € W[3] und CAS(m, 1) € W[3].

Beweis. Der Center testing circuit hat Weft 3 und konstante Tiefe h. Aus der obigen
Argumentation folgt die parametrisierte Reduktion von CAS(m,l) auf WCS3 j: Das
Gewicht der gesuchten Belegung ist [ und damit durch den alten Parameter [ bzw. (m, 1)
beschrinkt. Der Schaltkreis hat GréBe O(1|S[2 + mnl9t!) und ist in FPT-Zeit beziiglich
[ bzw. (m,l) berechenbar. O
Instance testing circuit:

Wir konstruieren nun den Instance testing circuit, der eine andere Strategie als der Center
testing circuit nutzt. Das Ziel ist hier, die Mitgliedschaft fiir Varianten von CAS zu zeigen,
wenn die Lange [ kein Parameter ist, weshalb von den Vorkommen in F ausgehend
geprift wird, ob es einen Center gibt. Die Idee dabei ist, m Vorkommen sowie fiir jedes
Vorkommen d Positionen auszuwéhlen, die nicht mit dem Center {ibereinstimmen miissen,
was also (m + md) positiv belegten Eingangsvariablen entspricht.

Zunéchst definieren wir wieder einige Mengen von Booleschen Variablen. Fiir die Menge
der Variablen

B={b[i,jl:1<i<m,1<j<n—1I+1}
wird b[i, j| auf wahr gesetzt, wenn S;[j] ein Vorkommen von C ist.
Die Bedeutung der Menge der Variablen

W =A{wli,r,p] :1<i<m,l<r<d1<p<lI}

ist, dass ein Vorkommen von C' in S; an Position p nicht mit C' iibereinstimmen muss. Der
Index r wird genutzt, um die Anzahl dieser Ausnahmen auf héchstens d zu begrenzen,
da nur d Fehlerpositionen erlaubt sind.

Die Menge der Variablen
A={afijpa):1<i<ml<j<n-l+1L1<p<l1<q<|E]}

ist ein Alias fiir die Variablen aus B. Wie im ersten Schaltkreis nimmt die Variable
ali, j, p, q] den Wert von b[i, j] genau dann an, wenn S;[j] an Position p mit dem Zeichen
q belegt wird. Sonst wird a[i, j, p, q] auf falsch gesetzt.

Sei nun F = E1FE>E3 der Boolesche Ausdruck iiber der Menge von Variablen B U W mit:

Ey = H H (_'b[la]] + _'b[iaj/])v

i=11<j<j'<n—I+1

m d
=[III II (wlrpl+-wlrp]),

1=1r=11<p<p’<l

Ea—ﬁﬁﬁ(idi ”P+nfl ali, j,p:q )

p=1g=1i=1
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

Die Bedeutung von Fj ist, dass die Anzahl der Vorkommen des Centers auf m begrenzt
wird, indem fiir jeden S; nur ein Vorkommen gewéhlt werden darf. Es sorgt dafiir, dass
es hochstens d Fehlerpositionen fiir ein Vorkommen geben kann und E5 bedeutet, dass
die Vorkommen iiberall aufler an den erlaubten d Fehlerpositionen mit dem Center
iibereinstimmen.

Wir zeigen, dass F genau dann eine erfiillende Belegung besitzt, dessen Gewicht (m+md)
ist, wenn es einen Center C fiir F gibt.

Gibt es einen Center C, so kann eine erfiillende Belegung fiir E gefunden werden, indem
bli, j] fiir jedes Vorkommen S;[j] von C' auf wahr gesetzt wird. Ebenso wird wi, r, p| auf
wahr gesetzt, wenn der r-te Fehler in dem Vorkommen in S; an Position p auftritt. Die
Anzahl der auf wahr gesetzten Variablen ist dann (m + md), also m fiir die Vorkommen
und md fiir die d Fehlerpositionen in jedem Vorkommen.

Sei andersherum 7' eine erfiillende Belegung fiir E mit Gewicht (m + md). E; versichert,
dass T' mit hochstens m Vorkommen korrespondiert, eines in jedem S;. Es versichert,
dass hochstens d Fehlerpositionen fiir das Vorkommen in einem .S; ausgewéhlt werden. Fy
und F» sorgen dafiir, dass T' direkt mit einer Menge von Vorkommen korrespondiert und
fiir jedes Vorkommen mit einer Menge von Positionen, die vom Center abweichen kénnen.
Wenn FEs5 durch T erfiillt wird, impliziert dies, dass alle Vorkommen in allen Positionen
mit Ausnahme der Fehlerpositionen iibereinstimmen. Also besitzt F einen Center.

Satz 5.8. CAS(m,d) € W[2] und CAS(m, ||, d) € W[2].

Beweis. Der Instance testing circuit hat Weft 2 und konstante Tiefe A. Wir reduzieren
von CAS(m,|X|,d) auf WCSy j,. Das Gewicht der gesuchten Belegung ist m + md und
der Schaltkreis hat Gréfie O(mn? + mdi? + I|S|n(d + n)) und ist in Polynomialzeit
berechenbar. O

Single instance + modification testing circuit:

Die Idee fiir den dritten Schaltkreis besteht darin, dass ein Center gefunden werden
kann, indem ein String aus F isoliert wird (hier S7) und modifiziert wird, bis ein Center
entsteht, indem Substitutionen fiir Zeichen an bis zu d Positionen in jedem Substring
S1[j] von S angewendet werden. Durch die Auswahl von d Fehlerpositionen und einem
Substring ergeben sich (d 4 1) positiv belegte Eingangsvariablen.

Wir nutzen eine guess-and-test-Strategie: Als erstes wird ein Center geraten, indem ein
S1[j] zusammen mit den Positionen und Zeichen ausgewihlt wird, an denen der Center
von S1[j] abweicht. Dann wird der Center getestet, indem nach einem Vorkommen in
jedem S;,2 <4 < m, also den verbleibenden Substrings, gesucht wird.

Das Ziel ist, eine erfiillende Belegung mit Gewicht (d + 1) zu haben, die die Auswahl von
einem j (1 <j<n—1+1)und d Substitutionen an Positionen von S;[j]| reprisentiert,
die S1[j] in einen Center transformieren.
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5.4 Mitgliedschaft in der W-Hierarchie

Um die Eingabe des Schaltkreises zu beschreiben, nutzen wir die folgenden Mengen von
Variablen:

Xlz{xl[z,j,p,r]1§z§m,1§]§n—l—|—1,1§p§l,1§r§|2\},
Xo={mxafj]: 1 <j<n—-1+1},
Xg={zg[p,r]: 1 <p <1 <r <X}

Der Wert von 1[4, j, p, 7] korrespondiert mit dem Wahrheitswert davon, dass S;[j] mit
dem Zeichen r an Position p belegt wird. Diese Werte sind fiir jedes Vorkommen fix
und nicht Teil einer Belegung. xs[j] reprisentiert einen Substring von S; und X3 die
Substitutionen an Position p mit dem Zeichen r.

Die erfiillende Belegung mit Gewicht (d 4+ 1) kommt daher, dass exakt ein Mitglied aus
X5 und d Mitglieder aus X3 ausgewéhlt werden.

Wenn ein Center geraten wurde, muss er auf potenzielle Vorkommen in den verbleibenden
Strings in F getestet werden. Anders als beim obigen Schaltkreis ist [ kein Parameter,
also konnen wir nicht die gleiche Strategie nutzen, um den Center zu testen, und fiihren
weitere Variablen ein.

Die Menge der Variablen {g[p,7] : 1 < p < [,1 < r < |X¥|} beschreibt den geratenen
Center, wobei

n—Il+1
g[ ?T] = ( Z (x2[.7] 'xl[lajapvr])> ’ H _\.%'3[1977',] +x3[pa7n]'

Jj=1 1<r'<|X]
r'Zr

Die unteren Schichten des Schaltkreises werden durch die Variablen
B={bli,j,p]:2<i<m,1<j<n—-I0+1,1<p<lI}

beschrieben, mit der Interpretation, dass b[i, j, p] = true genau dann, wenn S;[j] mit dem
geratenen Center an Position p iibereinstimmt oder einer von héchstens d Fehlern ist.

Mitglieder aus B treten in verschiedenen Tiefen auf. Wir stapeln die Variablen von B so,
dass b[i, 7, p] von Variablen abhéngt, die genutzt wurden, um b[i, j, p — 1] zu generieren.
Der Zweck davon ist, zu vermeiden, die Anzahl der Fehler in einem einzelnen Level zéhlen
zu miissen. Dies wiirde eine exponentielle Anzahl von Gattern verursachen. Die Strategie,
die wir nutzen, ist, einen Zahler fiir die Fehler zu bestimmen, der jedes Mal dekrementiert
wird, wenn ein Fehler auftritt. Die Menge der Variablen A stellt den Zéhler fiir jedes
S;[7] dar:

A=A{ali,j,p,q):2<i<m,1<j<n-10<p<l1<qg<d+1},

sodass
12|

ali, j,p, q] = (a[i,j,p —1,q]- > (glp, 7] - 21[i, 4, p, 7"])) +ali,j,p—1,¢+1].
r=1
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5 Parametrisierte Komplexitat von CAS

Fiir alle i, 7 und p wird der Wert von ali, j, p, d + 1] auf false gesetzt und fiir alle 7, j und
q wird der Wert von ali, j,0, q] auf true gesetzt.

Wir definieren nun die Variablen aus B:

=)
bli, 3, p] = ali, j, p, 1] +Z glp. 7] - 21[i, j,p, 7))

Der Schaltkreis C wird durch den Ausdruck F = EqFE5FE3 beschrieben mit:

By = I (aali] + -2,
1<j<j'<n—i+1

I
E=11 I (-aslpr]+-asp,r),

p=11<r<r'<|Z|
m n—Il+1 1

=2 2. > bl

=2 j=1 p=1

FE1 beschreibt dabei den gewéhlten Substring von S7, Ey die Substitutionen und Es3 die
Ubereinstimmungen mit dem geratenen Center.

Der Schaltkreis ist also genau dann erfiillt, wenn ein geratener Center an mindestens
(I — d) Positionen in mindestens einem Substring fiir jedes Mitglied in F iibereinstimmt.

Satz 5.9. CAS(d) € WIP].

Beweis. Wir reduzieren von CAS(d) auf WCS. Das Gewicht der gesuchten Belegung ist
d+ 1 und der Instance testing circuit hat GroBe O(nml(|X] + d)). O
5.5 Zusammenfassung

Die Resultate fiir die Klassen der W-Hierarchie und das aus Satz 5.9 abgeleitete Resultat

CAS(d,|X|) € WIP] vervollstandigen die Tabelle, in der nun alle Resultate zusammenge-
fasst sind:

Tabelle 5.3: Parametrisierte Komplexitdt von CAS

Parameter - |2 m m, |3

- NP-vollsténdig para-NP-vollstandig ~ W[2]-schwer W{2]-schwer
d W{2]-schwer, in W[P] in W[P] Wi{1]-schwer, in W[2] in W[2]

l W{2]-schwer, in W[3] FPT W][1]-schwer, in W[3] FPT

n FPT FPT FPT FPT

Zusammenfassend erlaubt die Analyse der parametrisierten Komplexitét, folgende Aussa-
gen iiber die Bedeutung der Parameter fiir die Komplexitdt von CAS zu treffen:

38



5.5 Zusammenfassung

FPT-Algorithmen wurden nur fiir die Félle gefunden, in denen |X| und ! beide Parameter
sind, fiir den Parameter n > [ folgt dies automatisch auch, fiir den Parameter d < [
jedoch nicht.

Auflerdem gibt es noch einige Fille, die offen sind oder verbessert werden kénnen und
weitere interessante Fragen nach sich ziehen:

Fiir zwei Varianten, die offenen Probleme CAS(m, |X|,d) und CAS(|X|, d), wurden weder
Schwere-Resultate noch FPT-Resultate gefunden, weshalb sie mogliche Kandidaten fiir
weitere Forschung sind.

Die Zellen in der Tabelle mit W][t]- bzw. W[P]-Resultaten kénnen noch verbessert
werden, indem die Unterschiede zwischen der Schwere fiir Klassen und Mitgliedschaft in
Klassen angendhert werden, indem stérkere untere Schranken oder effizientere Schaltkreise
gefunden werden.

Weiterhin wurden identische untere Schranken fiir d und [ als Parameter gezeigt. Es
konnte jedoch sein, dass der kleinere Parameter d zu einem schwierigeren Problem fiihrt.
Gibt es also einen Unterschied zwischen [ und d, d. h., wie verhalt sich das Problem, wenn
ein langer Center mit wenigen Fehlern gesucht wird, wie zum Beispiel in der Analyse von
DNA-Sequenzen?

Fiir die Falle, in denen d unbeschrankt ist, also nur m beschréinkt ist, wurden keine oberen
Grenzen gefunden. Kann es sein, dass hier fiir die Mitgliedschaft in der W-Hierarchie
Beweise mit Schaltkreisen nicht moéglich sind? Koénnen vielleicht gewisse Probleme nicht
durch Schaltkreise ausgedriickt werden?
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6 Weitere verwandte Probleme

6.1 CASEQ

Passende Parametrisierungen von Problemen kénnen auch genutzt werden, um Resultate
fir verwandte Probleme abzuleiten und Faktoren zu beleuchten, die die Komplexitéat
dieser Probleme beeinflussen.

Beispielsweise kann eine Erweiterung von CAS, das NP-vollstdndige Problem CASEQ
(COMMON APPROXIMATE SUBSEQUENCE), betrachtet werden, in dem Subsequenzen
anstatt Substrings gesucht werden. Die NP-Schwere ergibt sich automatisch iiber CAS
und die NP-Mitgliedschaft kann leicht tiber einen Algorithmus gezeigt werden, der die
Subsequenzen und den Center rét.

Aus den Resultaten der Analyse der parametrisierten Komplexitdt von CAS kénnen
Implikationen fiir CASEQ abgeleitet werden.

COMMON APPROXIMATE SUBSEQUENCE (CASEQ)

Instanz: Eine Menge F = {51, ..., Sy} von Strings {iber einem Alphabet X, [ € N,
deN,neN, geNU{oo}, sodass [Sj| <n, 1 <i<m,1<1<n, 0<d<lI.

Parameter: |X|, m, n, [ und d.

Frage: Gibt es einen String C' € X!, sodass es fiir alle S € F eine Subsequenz s € %!
mit dg(s,C) < d und Symbolabstand g gibt?

Wir erinnern uns, dass die Variante CASEQ (d = 0, g > 0) das Problem LONGEST COM-
MON SUBSEQUENCE (LCS) ist. Fiir LCS wurden ebenfalls Resultate der parametrisierten
Komplexitéat gefunden.

Die Schwere-Resultate von CAS koénnen fir die korrespondierenden parametrisierten
Versionen auf das Problem CASEQ iibertragen werden. Dariiber hinaus sind manche der
Varianten schwer fiir hoheren Stufen der W-Hierarchie, was sich aus bekannten Resultaten
fiir LCS ableiten lésst, zum Beispiel ist CASEQ (m, |X|) W[t]-schwer fir ¢ > 1.

Ob auch die FPT-Resultate von CAS oder LCS auf CASEQ tibertragbar sind, ist ein
offenes Problem.

CASEQ kann als Erweiterung von CAS gesehen werden, wobei sich die Definition von
approximativ® so gedndert hat, dass begrenzte Einfligungen in den Center erlaubt
werden. Die Definition kann noch weiter gedndert werden, indem man ebenfalls begrenzte
Loschungen aus dem Center erlaubt.
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6 Weitere verwandte Probleme

6.2 Superstrings und Supersequenzen

Wir betrachten nun zwei verwandte Probleme von CAS und CASEQ, bei denen im
Gegensatz zu Substrings und Subsequenzen nun Superstrings und Supersequenzen ge-
sucht werden. Fiir diese NP-vollstdndigen Probleme liegen ebenfalls einige Resultate der
parametrisierten Komplexitat vor.

Betrachten wir nun das erste Problem, SHORTEST COMMON SUPERSTRING, in dem
anstatt eines gemeinsamen Substrings ein gemeinsamer Superstring einer Menge von
Strings gesucht wird [Bli+15]:

SHORTEST COMMON SUPERSTRING

Instanz: Eine Menge von n Strings S = {s1,..., S, } iiber einem Alphabet ¥ und eine
nichtnegative ganze Zahl [.

Frage: Gibt es einen String s € ¥* der Lénge hochstens [, der alle Strings aus S als
Substrings enthélt?

Eine Verallgemeinerung dieses Problems ist PARTIAL COMMON SUPERSTRING:

PARTIAL COMMON SUPERSTRING

Instanz: Fine Multimenge S von Strings tiber einem Alphabet 3 und nichtnegative
ganze Zahlen [, k.

Frage: Gibt es einen String s € ¥* der Lange hochstens [, sodass s ein Superstring
der Multimenge mit mindestens k Strings S’ C S ist?

Fiir k = |S| entspricht diese Verallgemeinerung SHORTEST COMMON SUPERSTRING.
Ein interessantes Resultat ist, dass PARTIAL COMMON SUPERSTRING parametrisiert mit
k oder [ in FPT liegt, CAS(l) hingegen ist W[2]-schwer.

In dem zweiten Problem, SHORTEST COMMON SUPERSEQUENCE, wird anstatt einer
Subsequenz eine Supersequenz gesucht; hier sind dhnliche Resultate der parametrisierten
Komplexitat wie fiir SHORTEST COMMON SUPERSTRING bekannt [Pie03]:

SHORTEST COMMON SUPERSEQUENCE

Instanz: Eine Menge von n Strings S = {s1,..., S, } iiber einem Alphabet ¥ und eine
nichtnegative ganze Zahl [.

Frage: Gibt es einen String s € ¥* der Lange hochstens [, der eine Supersequenz von
jedem String in S ist?
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7 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir die Komplexitat von CAS (COMMON APPROXIMATE SUB-
STRING) als Problem des approximativen String-Matching betrachtet.

Dazu wurde auf approximatives String-Matching fiir Mengen von Strings und dessen be-
sondere Bedeutung fiir die Biologie, beispielsweise fiir die Forschung mit DNA-Sequenzen,
sowie die zugehorigen Probleme CAS und CASEQ (COMMON APPROXIMATE SUBSE-
QUENCE) eingegangen.

Fiir das Problem CAS haben wir die Komplexitit analysiert. Dazu wurde die NP-
Vollstdndigkeit nachgewiesen und auflerdem eine Analyse der parametrisierten Komplexi-
tat durchgefiihrt.

Die betrachteten Parameter von CAS waren die Alphabetgrofe |X|, die Anzahl der Strings
m, die Lange der Strings n, die Lange des gesuchten Substrings [ und die maximale
Distanz d, fir die einige Resultate der parametrisierten Komplexitét gefunden wurden.

Fiir zwei parametrisierte Varianten des Problems, wenn |X| und [ oder n Parameter
sind, liegt CAS in der Klasse FPT. Damit kann dieser Ansatz aber nicht fiir die beiden
wichtigen Aufgaben der Textsuche (zu groes Alphabet) und Computational Biology (zu
langer Center) angewendet werden. Weitere FPT-Resultate wurden nicht gefunden, fiir
andere Varianten mit verschiedenen Parametern gibt es fiir CAS aber untere und obere
Schranken in der W-Hierarchie.

Fiir zwei Varianten, wenn m, || und d oder nur |X| und d Parameter sind, wurden weder
FPT-Resultate noch Schwere-Resultate gefunden, was also Moglichkeiten fiir weitere
Forschung bietet. Ebenso kénnen einige Resultate noch verbessert oder eingeschrankt
werden, unter anderem fiir Varianten, fiir die Schwere und obere Schranken, aber keine
Vollstandigkeit nachgewiesen wurde.

Auflerdem haben wir die Resultate von CAS auf dhnliche Probleme iibertragen. Be-
trachtet man zum Beispiel Subsequenzen anstatt Substrings, kénnen fiir das Problem
CASEQ einige Resultate von CAS iibernommen werden. Es wurde auch ein Ausblick
auf verwandte Superstring- bzw. Supersequenz-Probleme gegeben, fiir die noch weitere
Forschungsmoglichkeiten bestehen.
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