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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Die Formalismen kontextfreier Grammatiken wurden Ende der 1950er Jahre durch den
Linguisten Noam Chomsky als eine Art von formalen Grammatiken definiert, auch
bezeichnet als Phrasenstrukturgrammatiken. Diese sind auch als Konstituentengramma-
tiken bekannt, die im Gegensatz zu den Dependenzgrammatiken auf dem Prinzip der
Konstituenz aufbauen. Ein Satz wird hierfiir in mehrere Teileinheiten, den sogenann-
ten Konstituenten zerlegt. Es werden Regeln definiert, die genau beschreiben, wie ein
Konstituent zerlegt werden kann. Sprachen, die durch diese kontextfreien Phrasenstruk-

turgrammatiken generiert werden, heiflen kontextfreie Sprachen.

Kontextfreie Grammatiken sind einfache, aber ausdrucksstarke Formalismen, die es
ermoglichen, natiirliche Sprachen, wenn auch begrenzt, zu beschreiben und effizient zu
analysieren. Auflerdem werden sie auch zur Beschreibung von kiinstlichen Sprachen, wie
z. B. Programmiersprachen verwendet. So wurde die Syntax der Programmiersprache

ALGOL 60 als erste mithilfe einer formalen Grammatik in Backus-Naur-Form beschrieben.

Heute werden kontextfreie Grammatiken z. B. in der Auswertung von natiirlichsprach-
lichen Texten, wie in z. B. Wortkorrektur- und Grammatikanalysesystemen verwendet,
in der Linguistik zur Beschreibung von Satzstrukturen und auch in der Biologie zur
Modellierung von RNA.

Diese Bachelorarbeit befasst sich mit Parsingalgorithmen fiir kontextfreie Sprachen.
Es wird fiir einen beliebigen Satz bzw. ein Wort betrachtet, ob und wie es von einer

gegebenen Grammatik erzeugt werden kann.

Zuerst werden die LL(k)- und LR(k)-Parser eingefiihrt, welche in linearer Laufzeit das
Wortproblem entscheiden kénnen. Diese Verfahren sind allerdings auf echte Teilmengen
der kontextfreien Sprachen beschrankt. Um die Gesamtheit aller kontextfreien Sprachen
zu parsen, werden anschlieend Parsingalgorithmen von Earley und Harrison vorgestellt.
Diese nutzen das Konzept der dynamischen Programmierung und 16sen des Wortproblem
in kubischer Laufzeit. Zum Schluss wird ein Softwaretool entwickelt, das die vorgestellten

Verfahren implementiert.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Grammatiken und kontextfreie Sprachen

FEin Alphabet ist eine endliche nichtleere Menge von Symbolen. Ist 3 ein Alphabet, so
wird eine Folge von Symbolen als Wort bezeichnet. Fiir die Gesamtheit aller nichtleeren
Worte iiber ¥ schreibt man . Um das leere Wort darzustellen wird ¢ verwendet. Man
verwendet X* := X U {} um alle Woérter iiber 3 darzustellen. Eine Sprache bezeichnet

eine Menge von Wortern aus X*.

Definition 1. FEine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P,S) bestehend aus einer
endlichen Menge von Variablen V, einem Alphabet von Terminalsymbolen 3, sodass gilt
VNY =0, einer endlichen Menge von Produktionen P C (V UX)T x (VUX)* und einer

Startvariable S € V. Variablen werden auch als Nichtterminalsymbole bezeichnet.

Fiir kontextfreie Grammatiken werden die Produktionen in der Form A — o mit A € V
und a € (V U X)* angegeben. Die linke Seite einer Produktion darf jeweils nur aus einem
Nichtterminalsymbol bestehen, d.h. unabhéngig vom Kontext darf A durch « ersetzt
werden. Die rechte Seite der Produktion o kann eine beliebige Folge von Nichtterminal-
und Terminalsymbolen sein, sowie auch das leere Wort.

In alternativen Definitionen wird der Gebrauch von e-Produktionen eingeschrinkt und
a € (VUX)T verwendet. Falls das leere Wort ein Teil der Sprache sein soll, darf S — ¢
weiterhin existieren, aber S darf in keiner rechten Seite einer Produktion vorkommen.
Es kann jedoch gezeigt werden, dass fiir jede Sprache L, die durch eine kontextfreie
Grammatik mit e-Regeln erzeugt wird, eine dquivalente kontextfreie Grammatik ohne

e-Regeln mit Ausnahme von S — ¢ existiert [Har78].

Definition 2. Sei G = (V, X, P,S) eine Grammatik. Man schreibt u =g v, falls x,z €
(V UX)* emistieren mit u = xyz und v = zy'z, sowie y — y' eine Regel in P ist. Des
Weiteren gilt u =¢, v, falls uw = v oder es Worter wi,ws, ...,w, € (V UX)* gibt, sodass
gilt:

U=W] = W2 = ... = Wp =V

Die Folge (w1, ws, ...,wy) heifft Ableitung. Falls eindeutig ist, welche Grammatik fir die
Ableitung verwendet wird, so kann der Index G kann weggelassen werden. Die von G
erzeugte Sprache ist L(G) = {w e ¥* | S =§ w }.
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Definition 3. FEine Sprache heifit kontexifrei, wenn sie von einer kontextfreien Gram-

matik erzeugt werden kann.

Definition 4. Als Linksableitung bzw. Rechtsableitung wird eine Folge von Ableitungs-
schritten bezeichnet, bei denen das jeweils am weitesten links bzw. rechts stehende Nichit-

terminalsymbol durch Anwendung einer Produktion ersetzt wird.

Definition 5. Als Satzform (engl. sentential form) wird eine Zeichenfolge s € (V U X)*
bezeichnet fir die gilt: S =* s. Eine Satzform heifit Linkssatzform bzw. Rechtssatzform,
wenn eine Linksableitung bzw. eine Rechtsableitung von S nach s existiert. Die Menge

aller Satzformen einer Grammatik G ist eine echte Obermenge von L(G).

2.2 Parsing und Syntaxanalyse

Definition 6. Ein Ableitungsbaum ist ein geordneter Baum (K, E, <) mit einer Markie-
rungsabbildung f : K — (V UX)* fir den folgende Bedingungen gelten:

1. Fir den Wurzelknoten r € K gilt: f(r) € V.

2. Ist x ein Knoten und { ki,ka,...,k, } die Menge seiner direkten Nachfolger mit
ki < kig1 fir 1 <i<mn, dann ist f(z) — f(k1)f(k2)...f(kn) eine Produktionsregel
in P.

Beispiel 1. Sei G = ({S,NP, VP, Det, N, Verb}, {the, ate, cat, homework}, P, .S)
NP steht hier fiir ,Noun Phrase“, VP fiir ,Verb Phrase“, Det fiir ,Determinant® und N

fiir ,Noun*

Produktionsregeln: S
S — NP VP / \
NP — DetN N VP
VP — Verb NP / \ / \
Det —s the Det N Verb NP
N — cat ‘ ‘ ‘ / \

the cat ate Det N
N — homework ‘ ‘

Verb — ate
the homework

Abbildung 1: Ableitungsbaum fiir ,,the cat ate the homework“
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Definition 7. Das Entscheidungsproblem, festzustellen, ob ein gegebenes Wort bestehend
aus einer beliebigen Zeichenfolge w € ¥* in L(G) liegt, wird als Wortproblem bezeichnet.

Es wird auch Erkennungsproblem genannt.

Um zu uberpriifen, ob ein Wort Teil einer Sprache ist bzw. von einer Grammatik
erzeugt werden kann, wird ein Recognizer oder Parser verwendet. Ein Recognizer ist ein
Algorithmus, der das Wortproblem entscheidet. Um die genaue syntaktische Struktur
des Eingabewortes beziiglich der Grammatik zu beschreiben, wird ein Parser verwendet.
Dieser ist ein Recognizer, der zusitzlich zur Uberpriifung alle Ableitungsbiume des
Eingabeworts erzeugt, falls das Wort in L(G) liegt. Die Bestimmung der syntaktischen

Struktur wird auch Syntaxanalyse bzw. Parsing genannt.

Definition 8. Eine Grammatik G = (V, X, P, S) liegt in Chomsky-Normalform vor, wenn

sie nur Produktionen der folgenden Gestalt enthdlt:

(1) A— BC, mit A,B,C €V
(2) A—a, mit AcV unda € X
(8) S — e, falls S in keiner Produktion auf der rechten Seite auftritt

Beispiel 2. G = ({E},{a,*,+}, P, E)
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

EFE—-F+F
F—-FExFE
EF —a

G’ sei eine Chomsky-Normalform zu G G' = ({E, A, M, B,C},{a,*,+}, P, E)
P’ sei die Menge der folgenden Produktionen:

E—-FEB
B— AFE
E—-EC
C—+ME
E—a
A—+
M — *
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Definition 9. Fine Grammatik G heifit eindeutig, falls fir jedes Wort w € L(G) nur

eitne mogliche Ableitung aus der Startvariable existiert.

Beispiel 3. G = ({E£},{a,*,+}, P, F)
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

F—F+F
F—-ExFE
EF—a

G ist keine eindeutige Grammatik, da fir das Wort w = a + a * a zwei Ableitungsbiume

von der Startvariable aus existieren.
E E
/1IN / I\
E * E E + E
/N /N
E 4+ E a a E * E

Abbildung 2: Ableitungsbdume fiir a + a * a

Definition 10. Sei G = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik und - ein Trennsymbol,
das nicht in V' auftritt. Fine geteilte Produktion (engl. dotted rule) ist eine Datenstruktur,
die wihrend des Parsings verwendet wird um eine partielle Lisung einer Ableitung zu
speichern. Sie werden in der Form A — a - 3 angegeben. Das Trennsymbol stellt den

Fortschritt der Verarbeitung dar.
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3 LL(k)- und LR(k)-Parser

Definition 11. Sei w = wyws...w,, n € Ny

w, lw| < k
k:w =
wiwsy... Wk, sSonst

Definition 12. FIRSTy(«) ist die Menge aller Zeichenketten, die von « durch die
Grammatik G ableitbar sind und deren Linge kleiner oder gleich k ist, mit o € (V U X)*.
Fiir das leere Wort ist FIRSTy () = {e}. Falls € durch o ableitbar ist, enthdlt FIRSTy ()

auch das leere Wort.

FIRSTi (o) :={kw |a="w,we X" }U{e|a="¢c}

Definition 13. FOLLOW(A) ist die Menge aller Zeichenketten a € ¥, deren Linge
kleiner oder gleich k ist, die in einer Satzform unmittelbar auf A folgen kénnen, so das
eine Ableitung der Form S =* aAaf existiert. Falls auf das Nichiterminalsymbol A keine
Zeichen folgen konnen und somit das Ende der Eingabe vorliegt, so enthdlt FOLLOW}(A)
die Endmarke .

FOLLOW(A) := { FIRSTx(f) | S =" aAB, a € ¥*, f € (VUD)*}
U{Ad|S="ad, ac (VUX)"}
3.1 LL(k)- und LR(k)-Sprachen

Sei G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik. G heifit LL(k)-Grammatik, wenn fiir
jede Linkssatzform xAd, mit z € ¥*, § € (V U X)* gilt: falls die Produktionen A — oy,

A — «ao existieren, so miissen die jeweiligen FIRSTy-Mengen disjunkt sein.

FIRSTy(c10) N FIRSTy(2d) = 0

G nennt man starke LL(k)-Grammatik oder SLL(k)-Grammatik [RS70], falls gilt:

FIRST},(c; FOLLOW(A)) N FIRST;(aoFOLLOW,,(A)) = §
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Das Hintereinanderschreiben von o FOLLOW}(A) stellt hier die Menge der Konkatena-
tionen von a; mit jedem Element aus FOLLOW}(A) dar (analog fiir s FOLLOW}(A)).
Eine Sprache wird LL(k)-Sprache genannt, wenn es eine LL(k)-Grammatik gibt, die sie
erzeugt. Die Menge der LL(k)-Sprachen ist eine echte Teilmenge der LL(k + 1)-Sprachen
fir jedes £ > 0 [RS70].

LL(0) € LL(1) € LL(2) € ... € DCFL!

Ist eine Grammatik eine LL(k)-Grammatik, so kann ein LL(k)-Parser konstruiert werden.
Dieser analysiert ein Eingabewort, indem er von links nach rechts arbeitet um eine Links-
ableitung der Eingabe zu erzeugen (daher die Abkiirzung LL). Jeder Ableitungsschritt ist
dabei eindeutig durch die k& Vorschausymbole (engl. lookahead) bestimmt. Es handelt sich
um ein Top-Down Verfahren, bei der vom Wurzelknoten des Ableitungsbaumes gestartet
wird, bis die Ebene der Blétter erreicht wird. Besonders oft werden LIL(1)-Sprachen
verwendet, da es fir diese Sprachen sehr einfach ist einen Parser zu schreiben. Eine
Implementierung kann entweder tiber Parsingtabellen oder tiber rekursiven Abstieg (engl.

recursive descent) erfolgen.

Beispiel 4. Arithmetische LL(1)-Grammatik, G = ({E,E',T,T',F},{+,*,a}, P, E)
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

(1) E— TE
(2) E' - +TF'
(3) E' — ¢

(4) T — FT'
(5) T' — +FT’
(6) T — ¢

(1) F > (B)
(8) F—a

'DCFL - Deterministische kontextfreie Sprachen
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FIRST(T') = {e, * }

FIRST(T) = FIRST(F) = FIRST(E) = {(, a }
FIRST(E') = {+, ¢}

FOLLOW(T) = FOLLOW(T") = {4, +, ) }
FOLLOW (F) = {*, -, 4+, )}

FOLLOW(E) = FOLLOW(E') = {, )}

Linksableitung fir w =a+ a:

Y71 Qprrp Q rE
G Iy B O o 5 0%

ga—i—aT'E’@a%—aE'@a—i—a

=

G heifit LR(k)-Grammatik, falls ein deterministischer LR(k)-Parser fiir G existiert und
falls die folgenden Bedingungen

S =% adz = afiz
rm m

S =*o/Bzy = o'z = a2
rm rm

FIRSTy(21) = FIRST}(24)

implizieren, dass a = o/, A= Bund g = ' fir A,BeV, a,p,d,8 € (VUX)* und
21, 22, 25 € X* [S0i80].

LR-Parser erzeugen im Gegensatz zum LIL-Parser eine Rechtsableitung und verwenden
ein Bottom-Up Verfahren. Eine Reduktion wird erst ausgefiihrt, wenn eine vollstéandige
Regel erkannt wurde. Die Reduktion bzw. der Ableitungsschritt ist wiederum eindeutig
durch die k£ Vorschausymbole bestimmt.

Die durch LL(k)-Grammatiken erzeugten Sprachen sind eine echte Teilmenge der LR(k)-
Sprachen [May86]. Jede LL(k)-Grammatik ist eine LR (k)-Grammatik [RS70].

Wéhrend die LL(k)-Sprachen jeweils echte Teilmengen der néchst hoheren LL(k + 1)-
Sprachen sind, gilt dies nicht fir LR(k) Sprachen. Fiir jede LR(k)-Sprache mit k£ > 1 gibt
es eine LR(1)-Grammatik, die durch Umformung der entsprechenden LR(k)-Grammatik

erzeugt werden kann [Knu65].



3 LL(K)- UND LR(K)-PARSER

Jede Sprache L ist eine deterministiche kontextfreie Sprache, genau dann wenn L eine
LR(k)-Grammatik besitzt fiir & > 1. Eine Sprache L besitzt eine LR(0)-Grammatik,
genau dann wenn L deterministisch kontextfrei ist und die Prafix-Eigenschaft erfillt, d. h.
kein Wort ist das Préfix eines anderen Wortes der Sprache [HU90]. LR(0)-Sprachen sind
daher eine echte Teilmenge der LR(1)-Sprachen. Sie sind schwécher, da sie keine Vorschau
besitzen und nur Entscheidungen basierend auf den bisher verarbeitenden Produktionen

treffen.

LR(0) € LR(1) =LR(2) = ... = LR(k)
Durch LR(k)-Parser konnen alle deterministischen kontextfreien Grammatiken erkannt
werden.
LL(0) C LL(1) C ... € LL(k) € LR(1) = LR(2) = ... = LR(k) = DCFL C CFL?

Beispiel 5. LR(1)-Grammatik, G = ({S, P},{a,b}, P, S)
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

S—aS|A
A — aAb|e

Beispielworter: wy = aaaabb, wy = aaa, w3 = ab, ...

Die von G erzeugt Sprache ist L(G) = {a't’ | i > j}. Es existiert keine dquivalente
LL(k)-Grammatik, da nicht entschieden werden kann, ob bei einem ,a“ ein Paar ,ab“
oder ein einfaches ,a“ eingelesen und verarbeitet werden soll. Ein LR(k)-Parser kann

dies verarbeiten, da ein ,,b“ oder das Ende der Eingabe vorliegt.

3.2 LL(k)-Parsingtabellen

Da der LL(k)-Parser Linksableitungen erzeugt und Anwendung der Regeln nur auf-
grund der k Vorschausymbole entscheidet, ist es sehr leicht eine Parsingtabelle fiir alle
Moglichkeiten zu entwickeln.

Es wird wie folgt vorgegangen:

2CFL - Kontextfreie Sprachen

10
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Algorithmus 1 Erzeugung einer LL(k)-Parsingtabelle
Eingabe : LL(k) Grammatik G = (V, %, P, S)
Ausgabe: Matrix M
Berechne die FIRST; und FOLLOW,, Mengen aller Produktionen.

foreach A - a € P do

foreach a € FIRSTg(a), mit a € ¥+ do
| M[A,a] =A— «

if ¢ € FIRSTy(«) then

foreach b € FOLLOW(A) do
| M[Ab:=A—«

Fiir jede Produktion A — « € P wird fiir jedes FIRST(a)-Symbol aus « der Eintrag
A — « in die Tabelle M an der Position M|[A, a] eingefiigt. Befindet sich das leere Wort
in der FIRST,-Menge, so wird zusédtzlich fir jedes Symbol aus der FOLLOW-Menge
von A der Eintrag A — « in die Tabelle an der Position M|[A,b] eingefiigt.

Um nun fiir ein Wort den Parsingalgorithmus auszufithren, wird eine Stack-Maschine
verwendet. Dazu wird zum Start das Startsymbol auf den Stack gelegt. Nun wird in
jedem Schritt das oberste Stack-Symbol mit dem derzeitigen Eingabezeichen verglichen.
Handelt es sich um ein Nichtterminalsymbol, so wird die entsprechende Regel in der
Parsingtabelle gesucht und das Stack-Symbol durch die rechte Seite der gefundenen
Produktion ersetzt. Damit das Wort korrekt weiterverarbeitet werden kann, miissen
hierfiir die Symbole der Produktion in umgekehrter Reihenfolge abgelegt werden. Befindet
sich nun ein Terminalsymbol auf dem Stack und stimmt es mit dem Eingabezeichen
iiberein, so kann das Element jeweils vom Stack und von der Eingabe entfernt werden.
Dies wird solange wiederholt, bis eine Fehlersituation auftritt, oder auf dem Stack und in

der Eingabe keine Zeichen mehr vorhanden sind und die Eingabe akzeptiert wird.

Beispiel 6. Sei G = ({S, A},{a,b,c}, P,S) eine kontextfreie LL(2)-Grammatik.
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

S—aSA|e
A —abS |c

Die Grammatik erzeugt eine LL(2)-Sprache, jedoch keine LL(1)-Sprache, da nur durch
ein Lookahead von 2 entschieden werden kann, ob die Produktion S — aSA oder A — ab$

11
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angewendet werden soll.

FIRST2(A) = {ab, c}
FIRST2(S) = { aa, ac, € }
FOLLOWy(S) = {ab, ¢, ca, cc, 4}

Vorschau

Variable C ab aa ac ca ce =

S S —e S —e S—aSA S—aSA S—¢ S—e¢ S—e¢
A A—=c A—abS

Tabelle 1: Parsingtabelle

Beispiel fir Eingabewort w = aaabc
Der Stack beginnt mit der Endmarke und dem darauffolgenden Startsymbol S. An das
Ende der Eingabe wird ebenfalls die Endmarke angehdngt.

Stack Eingabe anzuwendende Produktion
FS aaabc S —aSA
F ASa aaabc =

FAS aabc - S —aSA
FAASa aabc =

FHAAS abc S —e
FAA abc 4 A — abS
F ASba abc 4

HAS ¢ S—e
FA c A—=c

H o

Tabelle 2: LL-Parsing fiir Eingabewort

Das Wort w = aaabc ist in L(G) und wird akzeptiert, da sich weder in der Eingabe noch

12
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auf dem Stack ein Symbol befindet. Beide beinhalten nur noch die Endmarke.

3.3 LR(k)-Parsingtabellen

Der LR(k)-Parser erzeugt Rechtsableitungen mit k& Vorschausymbolen und arbeitet
im Gegensatz zum LL(k)-Parser Bottom-Up, d.h. die Ableitung wird zunéchst nicht
vom Startsymbol erzeugt, sondern direkt von den Eingabezeichen, den Bléttern des
Ableitungsbaumes. Der Parser versucht Teilworter zu finden, die mit der rechten Seite
der Produktionen iibereinstimmen. Konnte ein passendes Teilwort gefunden werden, so
wird eine Reduktion durchgefiihrt, eine Ersetzung mit der linken Seite der Produktion.
Dies wird wiederholt, bis durch Reduktion das Startsymbol erreicht wird.

Ein Bottom-Up Verfahren ist das Shift-Reduce Parsing. Die Produktionen werden hierbei
in umgekehrter Reihenfolge zum Top-Down Verfahren entdeckt. Wie bei dem LL(k)-
Parser wird wieder ein Stack verwendet, um den Parsingzustand zu speichern, sowie eine
Tabelle um den néchsten Zustandsiibergang zu berechnen. Die Eingabe wird in zwei Teile
aufgeteilt, den verarbeiteten und den unverarbeiteten Teil. Fiir jeden Schritt wird eine
der zwei Operationen ,,Shift“ oder ,,Reduce® ausgefiihrt.

Bei einer Shift-Operation werden Zeichen von der unverarbeiteten Eingabe eingelesen
und auf dem Stack abgelegt, sofern keine Reduktion ausgefithrt werden konnte. Es wird
eine Reduce-Operation ausgefiihrt, falls man eine Produktion A — a finden kann und der
Inhalt des Stacks aa ist, sodass man eine Reduktion zu A ausfithren kann. a bzw. A — a
wird Handle von aaf genannt, falls gilt S =* aAf =* aaf ist eine Rechtsableitung
einer kontextfreien Grammatik.

Anstatt nun Eingabezeichen auf den Stack abzulegen, werden bei einem LR-Parser
Zustandsnummern abgelegt. Durch den obersten Zustand auf dem Stack sowie durch die
Vorschausymbole wird entschieden ob ein Zustandswechsel durch einen Shift stattfindet
oder ein Handle gefunden wurde und eine Reduktion durchgefithrt werden kann. Ein LR-
Parser verwendet hierfiir zwei Tabellen: eine Action-Tabelle mit Shift-/Reduce-Eintrégen
und eine Goto-Tabelle. Die Action-Tabelle kodiert fiir jeden Zustand S und fiir jedes
Element § der FIRSTy(«) Menge einen Shift- oder Reduce-Eintrag in ACTION[S, j].
Die Goto-Tabelle gibt fiir den obersten Zustand S auf dem Stack nach einer erfolgreichen
Reduktion zu X an, welcher neue Zustand auf den Stack gelegt werden soll (GOTOIS, X]).
Die Zusténde eines LR(0)-Parsers bestehen aus Mengen von geteilten Produktionen,
den sogenannten LR(0)-Items. Verwendet man ein k& > 0, so werden die LR(0)-Items zu
LR (k)-Items erweitert, die jeweils aus einem LR(0)-Item und einem Lookahead von k

Symbolen bestehen. Um die Zusténde zu berechnen wird die Closure-Funktion verwendet.

13
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Diese gibt fiir eine Menge von LR-Items diejenigen zuriick, die der Parser als nichstes
verarbeiten konnte, ausgehend von dem derzeitigen Fortschritt des jeweiligen Items. Ein
Zustandsiibergangswechsel findet iiber eine Shift-Operation oder durch einen Eintrag in

Goto-Tabelle statt. Closure sei wie folgt definiert:

Algorithmus 2 Closure
Eingabe : LR(1) Grammatik G = (V, %, P, S)
q, eine Menge von (A — « -+ B, a)-Tupeln

Wiederhole folgende Anweisungen bis ¢ sich nicht mehr dndert:

foreach (A — « - BB,a) € ¢ do
foreach B —+ A\ € P do

foreach b € FIRST;(5a) do

Um nun die Ubergéinge zwischen den Zustinden zu berechnen kann fiir ein Symbol
B € V U X die Goto-State-Funktion verwendet werden:

Goto-State(q, B) := Closure({(A — aB - ,a) | (A = «a - Bj,a) € ¢})

Diese berechnet fiir alle Items aus dem Zustand ¢, deren néchstes Symbol B ist, die
Nachfolgerelemente und bildet diese auf den Zustand ab, der durch das Anwenden
der Closure-Funktion auf diese Ergebnismenge erreicht wird. Fiir eine Menge ) von
Zustéanden kann ausgehend vom Startzustand gy = Closure({(S" — -S,-)}) € Q jeder
weitere Zustand berechnet werden. Jeder Zustand wird eindeutig nummeriert. Um nun

die LR(1)-Parsingtabelle zu konstruieren wird wie folgt vorgegangen:

14



3 LL(K)- UND LR(K)-PARSER

Algorithmus 3 Erzeugung einer LR(1)-Parsingtabelle
Eingabe : Q Menge der Zustande bestehend aus LR(0)-Item Mengen

#A — « ist die kodierte Produktionsnummer von A — «

foreach ¢; € Q do
foreach a € ¥ do

q; = Goto-State(g;, a)
| ACTION([i, a] := Shift(j)
foreach X €V do

q; := Goto-State(g;, a)
| GOTO[i, X] == Goto(j)
if (A — a-,a) € ¢; then

| ACTIONT;, a] := Reduce(#A — )
if (5" = S+,9) € ¢; then
| ACTIONT[i, -] := Accept

Beispiel 7. G = ({5,C},{c,d}, P,S")
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

(0) S"— S
(1) S — CC
(2) C — cC
(8) C —d

Ausgehend von Closure({ (S" — +S,H) }) erhdlt man folgenden Startzustand:
0={(S—-CC,H),(C — -cC,c), (C— -cC,d),(C — +d,c),(C— -d,d)}

Anschlieflend wird fiir jedes Nichtterminal- und Terminalsymbol der Nachfolgerzustand
berechnet: Goto-State(qo, S) = qu4, Goto-State(qy, C) = qa, ...
Wiederholt man dies fiir jeden neu generierten Zustand, erhdlt man als Resultat folgende

Menge von Zustanden (Nummerierung kann abweichen):
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3 LL(K)- UND LR(K)-PARSER

q: (S" —-S,4)  q: (C = d-c) q2: (S —C-C,H) q3: (C— -cC,c)
(S —-CC,H) (C — d-,d) (C — -cC,H) (C — -cC,d)
(C — -cC,c) (C — -d,) (C —c-Co)
(C = ¢C,d) (C = c-C,d)
(C = +d,c) (C = d,c)
(C = +d,d) (C = +d,d)
qa: (8" = S, -4) ¢ (C—d-, ) g6: (S = CC-,H) g7 (C — -cC,H)
(C—c-C,H)
(C — -d,)
gs: (C —cC-c)  qo: (C— cC-,H)
(C = cC-,d)
Action Goto
Stack Eingabe Reduktion
Zustand ¢ d 4 C S
0 cded 4
0 s3 sl 2 4 0.3 ded
Lo i3 0,3,1 cd 3)C —d
2 8T 85 0 0,3,8 cd (2) C = cC
3 s3 sl 8 0.2 cd
4 ace 0,2,7 d
g r3 0,2,7,5 . 3)C —d
0 il 0,2,7,9 = (2) C = cC
[ ) 0,2,6 = (1) S = CC
8 r2 12 0.4 4
9 r2

Tabelle 3: LR(1)-Parsingtabelle und Parsing fir w = cded
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3 LL(K)- UND LR(K)-PARSER

q6 q9
(S —=CccC-,H) (C = cC-,A)
AN
N
q2 qr
(S—=C-C,H) C (C — -cC,H)
(C — -cC,H) (C—c-C,H)
(C — -d,) (C — -d,H)
I d
(S' = -8,4) [ ©
(S = -CC,) d o
(C — -cC,c) g (C = do )
(C - '607 d) \ ]
(C = -d,c) o
S — 5.,

(C — -d, d) ( ) "

(C — cC-c)

(C — cC-,d)

q1
(C —d-c)
(C = d-,d)

Abbildung 3: LR(1)-Parsingautomat zu Beispiel 7
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4 Earley-Algorithmus

Der Earley-Algorithmus berechnet mithilfe von geteilten Produktionen fiir jeden Schritt
aus der gegebenen Grammatik Teilableitungen fiir das Eingabewort. Es wird gespeichert
wie weit die Analyse fortgeschritten ist, welcher Teil einer Regel schon gefunden wurde,

sowie die Start- und Endpositionen der Objekte links des Trennsymbols.

4.1 Analysealgorithmus

Der Analysealgorithmus erzeugt fiir ein Eingabewort w = wiws ... w, eine Liste von
n + 1 Zustandsmengen und setzt voraus, dass die Produktionen der Grammatik num-
meriert sind. Ein Zustand ist definiert als ein Tripel (p,j, k), wobei p den Index der
Produktion beschreibt, 7 den Index des Trennsymbols innerhalb der Produktion und k&
die Anfangsposition innerhalb des Wortes, an der das Matching der Produktion begann.
Die Zustandsmengen seien als Sy, S, ..., S, definiert. Earley beschreibt im originalen
Algorithmus [Ear68; Ear70] zusétzlich noch ein Vorschau-Attribut. Es hat sich jedoch
gezeigt, dass dieses nur wenig zur Verbesserung der Laufzeit beitrédgt und wird daher in
Implementierungen nicht mehr verwendet. Der Algorithmus besteht aus drei Routinen
die fiir jedes i € [0,n]| ausgefithrt werden und die Zustandsmengen modifizieren: dem

Predictor, dem Scanner und dem Completer.

Zu Beginn wird die Startvariable S der Grammatik durch eine neue Variable S er-
setzt in der Form S’ — S. Dies ist notwendig, damit der Predictor zum Start des
Algorithmus alle méglichen alternativen Produktionen fiir das Startsymbol finden und

verarbeiten kann. Danach wird Sy die Startproduktion (S” — -S,0) hinzugefgt.
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4 EARLEY-ALGORITHMUS

Algorithmus 4 Farley-Algorithmus
Eingabe : w = wow;...wp—1 1

Sei S eine Liste von Mengen der Grofie n + 1
Fiige (8" — -5,0) zu Sy hinzu

for k = 0 to n do

foreach nicht-markiertes state € Si do
markiere state

if —final(state) then
if next—symbol(state) ist ein Nichtterminalsymbol then
| predict(state, ...)

else
| scan(state, wy, ...)

else
| complete(state, ...)

if (8" — S-,0) € S,, then
| accept

else
| reject

Der Predictor berechnet fiir einen Zustand (A — « - BS, k) € S; alle moglichen Pro-
duktionen, die das néchste Nichtterminalsymbol ersetzen kénnen. Dabei werden alle
Produktionen der Grammatik durchsucht, die mit dem Nichtterminalsymbol B anfangen

und jeweils als (B — +\, ) zur Zustandsmenge S; hinzugefligt.

Daraufhin wird der Scanner ausgefiihrt. Dieser fiigt fiir jede Produktion der Form
(A — a-af,j) im nichsten Berechnungsschritt S;11 die Produktionen hinzu, bei denen
ein Terminalsymbol a eingelesen werden kann (A — aa - (3, j). Dafiir muss sich an der

i-ten Stelle der Eingabe ebenfalls das gleiche Terminalsymbol a befinden.

Der Completer vervollstdndigt zuletzt die verarbeiteten Produktionen des Scanners.
Konnte eine Teilproduktion beendet werden, d. h. alle Terminalsymbole einer Produktion
(A — A, k) wurden gelesen, so wird der Positionsindex der Produktion B inkrementiert
die sich gerade vor der Produktion A befindet. Es wird ausgehend von (B — «a-Af,j) € Sk
der Zustand (B — aA - f3,j) zur Menge S; hinzugefiigt. Enthélt zum Schluss die Zu-
standsmengenliste am n-ten Index einen Zustand der Form (5" — «-,0) und S’ ist die

Startproduktion, so liegt das Wort der in Sprache von G, falls n und die Lange der
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4 EARLEY-ALGORITHMUS

Eingabe iibereinstimmen.

Beispiel 8. Palindrom-Grammatik, G = ({5, S}, {a,b}, P,S")
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

S'— S
S — aSa|bSh|e

Die erzeugte kontextfreie Sprache von G ist:
L(G) = {ww™ | w € {a,b}*}

Ist w ein Wort, so ist w* das riickwdrts geschriebene Wort w. Die Sprache ist nicht
deterministisch, daher kann das Wortproblem nicht von einem LR(1)-Parser entscheiden

werden.

Das Fingabewort sei w = abba.

Durch den FEarley-Algorithmus wird dann die folgende Liste von Zustandsmengen

generiert:

a b b a

(S —-aSa,0) (S—aS-a,0) (S—-aSa,2) (S—-3) (S — -aSa,4)

(S —-,0) (S —-aSa,1) (S —-bSb,2) (S—0bS-b,2) (S—aS-a,3)

(8" — S-,0) (S —a-Sa,0) (S—-2) (S — -aSa,3) (S —-4)

(8" = .S,0) (S ,1) (S—b-5b1) (S — -bSh,3) (S —a-Sa,3)

(S — -bSb,0) (S — bSb 1) (S—=0bS-b1) (S—aS-a,0) (8—S5-0)
(S — bSbh-, 1) (S — -bSbh,4)
(S—b-5b2) (S—aSa,0)

Tabelle 4: Earley Zustandsmengenliste

a (8" — S5-,0) € Sy liegt w € L(G).

4.2 Zeit- und Platzbedarf

Sei w = wyws ... w, das Eingabewort und n = |w| die Lénge des Wortes. Jede beliebige
Zustandsmenge ist proportional in ihrer Anzahl an Zustdnden durch n beschriankt. Fiir

einen beliebigen Zustand (p,j, k) gilt 0 < p < ¢1, 0 < j < ¢, 0 < k < n, wobei ¢;
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4 EARLEY-ALGORITHMUS

die konstante Anzahl von Produktionen der Grammatik ist und co der maximale Index
einer geteilten Produktion. Fiir die Eingabe kann nur der Parameter k variieren, da er
die derzeitige Position in der Eingabe angibt und diese ist durch n beschrinkt. Daher
ist der Platzbedarf in O(n) fiir jede Zustandsmenge. Insgesamt ergibt sich fir n + 1

Zustandsmengen ein Platzbedarf von O(n?).

Der Predictor und Scanner durchlaufen in jeden Schritt eine Zustandsmenge, die Berech-
nungen werden genau n + 1 mal wiederholt. Diese Zustandsmengen sind proportional zu

n beschriinkt. Daher liegt die Laufzeit der Berechnung in O(n?).

Der Completer muss jeweils die derzeitige Zustandsmenge durchlaufen, sowie die Menge
des Startindex des iibergebenen Zustands. Die Laufzeit fiir eine Zustandsmenge liegt
daher in O(n?). Da es n + 1 Zustandsmengen gibt, liegt der Zeitbedarf in O(n?).

Das Wortproblem wird mithilfe des Earley-Algorithmus mit Zeitaufwand O(n3) ge-
16st. Er ist somit vergleichbar mit dem Algorithmus von Cocke, Younger [You67] und
Kasami [Kas66], auch bekannt als CYK-Algorithmus. Earleys Algorithmus hat jedoch
den Vorteil, dass die Grammatik nicht in Chomsky-Normalform vorliegen muss. Spezielle
Grammatiken kénnen eine bessere Performanz als O(n?) erzielen: fiir eindeutige Gram-
matiken wird das Wortproblem in Laufzeit O(n?) und fiir alle nicht rechtsrekursiven
LR(k)-Grammatiken in linearer Zeit gelost [Leo91; Ear68]. Um alle LR(k)-Grammatiken
in linearer Zeit zu parsen beschreibt Leo [Leo91] eine Adaption fiir Tabellenparser die

ggf. ein Lookahead verwenden.

4.3 Konstruktion der Ableitungsbaume

Earleys urspriingliches Paper [Ear68] gibt eine Beschreibung an, wie man alle moglichen
Ableitungsbdume bilden kann. Hierfiir werden Zeiger von Nichtterminalsymbolen zuriick
auf Earley-Zustédnde gebildet. Es wird behauptet, dass die Konstruktion in einer Laufzeit
von O(n?) méglich ist. Dies wurde durch Tomita [Tom85] wiederlegt, der einen Fehler in
Earleys Algorithmus aufzeigte. Scott [Sco08] stellte einen neuen Algorithmus vor, der
einen binarised SPPF (Shared Packed Parse Forest) erzeugt und in Zeit O(n?) liuft.
Ein SPPF ermoglicht Teilbdume eines Ableitungsbaums wiederzuverwenden und diese
flir mehrere Knoten gemeinsam zu nutzen. Dies reduziert den Speicherbedarf, da bei
mehrdeutigen Grammatiken die Anzahl der Ableitungsbdume fiir ein Wort exponentiell

wachsen kann. Der resultierende Graph besteht aus einzelnen SPPF-Nodes, die mit einem
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Tripel (X,i,7) benannt werden. X stellt hier das Terminal- bzw. Nichtterminalsymbol
dar, das die Wortfolge a;1...a; abbildet. Damit eine kubische Laufzeit erreicht wird,
werden zusétzlich Intermediate-Nodes verwendet, die den Ausgangsgrad eines Knotens auf
hochstens zwei beschrinken, sofern die Kindknoten keine Packed-Nodes sind. Daher wird
der SPPF auch ,binarised“ genannt. Packed-Nodes fassen Teilableitungsbdume zusammen,
falls mehrere Ableitungen moglich sind. Scotts Algorithmus fiir Earley Recognizer [Sco08]
wird nun im folgenden vorgestellt.

Um einen Parse Forest aufzubauen werden die Earley-Sets, die durch das Parsen eines
Eingabeworts entstanden sind noch einmal iteriert. Dabei werden Riickwéartszeiger und
Reduktionszeiger generiert. Fiir jedes p = (A — aw; - 5,j) € E; mit i > 0 und « # ¢,
welches einen Vorgénger ¢ = (A — a-w;3,j) € E;_1 hat wird ein Vorgéngerzeiger mit der
Bezeichnung i—1 von ¢ zu p hinzugefiigt. Des Weiteren wird fiir jedes t = (B — 7, k) € E;
und jedem korrespondierenden g = (D — «- Bu, h), dass sich in E}, vor einem B befindet
wird fir das Nachfolger Element p = (D — aB - u,h) € E; ein Reduktionszeiger von
p zu t mit Bezeichnung k erstellt. Falls auflerdem gilt o # ¢, so wird zusétzlich ein

Vorgéingerzeiger k von p zu g hinzugefiigt.
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Algorithmus 5 BuildTree
Eingabe : u: SPPF-Node

p: Earley-Zustand der Form (A — « - 3, j) aus E;

markiere p als verarbeitet

if p=(A— -,j) then
falls keine SPPF-Node v = (A, 1, 1) existiert so erstelle sie mit Kindknoten &

| wenn u nicht (v) als Nachfolger besitzt, fiige (v) zu u hinzu

if p=(A— «a-p,j) mit a ist ein Terminalsymbol then
falls keine SPPF-Node v = (a,i — 1,1) existiert so erstelle sie

| wenn u nicht (v) als Nachfolger besitzt, fiige (v) zu w hinzu

fp=(A—C-03,j5) mit C ist ein Nichtterminalsymbol then
falls keine SPPF-Node v = (C, j,1) existiert so erstelle sie

wenn v nicht (v) als Nachfolger besitzt, fiige (v) zu u hinzu

e

foreach Reduktionzeiger j von p nach q do
| falls ¢ noch nicht markiert wurde, BuildTree(v, q)

if p =(A— da-B,j) mit a ist ein Terminalsymbol, o’ # ¢ then
falls keine SPPF-Node v = (a,i — 1,1) existiert so erstelle sie

falls keine SPPF-Node w = (A — o/ + af3, j,i — 1) existiert so erstelle sie

foreach Vorgdingerzeiger i — 1 von p nach q do
| falls ¢ noch nicht markiert wurde, BuildTree(w, q)

| wenn u nicht (w,v) als Nachfolger besitzt, fiige (w,v) zu u hinzu
if p =(A— aC - 3,j) mit C ist ein Nichtterminalsymbol, o' # ¢ then

foreach Reduktionszeiger [ von p nach q do
falls keine SPPF-Node v = (C, [, 1) existiert so erstelle sie

falls ¢ noch nicht markiert wurde, BuildTree(v, q)
falls keine SPPF-Node w = (A — oz - Cp, j,1) existiert so erstelle sie

foreach Vorgingerzeiger | von p nach p’ do
| falls p’ noch nicht markiert wurde, BuildTree(w, p’)

wenn u nicht (w,v) als Nachfolger besitzt, fiige (w,v) zu u hinzu

Der gesamte Baum kann nun mit BuildTree(ug, p) erstellt werden, wobei ug der Wurzel-
knoten des Baumes mit Bezeichnung (5,0, n) ist und p die beendeten Earley-Zustdnde
(S — a-,n) € Sy

Beispiel 9. G = ({S},{b}, P, S)
P sei die Menge der folgenden Produktionen:

S =55
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S —b

Das FEingabewort sei w = bbb, mit n = |w| = 3.

Zuerst werden die Farley-Sets fiir w berechnet.

Abbildung 4: Shared Packed Parse Forest (SPPF)

So S1 Sy S3

(S —-55,0) (S —b-,0) (S = b,2) (S —-S8S,3)
(S — +b,0) (S —+b,1) (S — 85,00 (S—855-,0)

(S—S5-5,00 (§—5-5,0) (S—0b,2)
(S —-:55,1) (§S—=5-51) (8—=5-51)
(S—-:55,2) (S—5-5,0)
(S —=b,1) (8 —S5-,1)
(S—5-85,2)

(S — +b,3)

Tabelle 5: Earley-Sets
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Nach der Berechnung enthdlt der SPPF nun zwei mdgliche Ableitungsbiume die zusam-
mengefasst sind. Ausgehend von S — SS wendet man entweder S — SS' fir das erste S

oder das zweite S der Produktion an und leitet jeweils alle drei S nach b ab.

S=55=55.-5=0bb-b=>0bbb
S=85=S5-55=10-bb=>bbb

(Das Trennsymbol wird hier zur Visualisierung zwischen den verschiedenen Ableitungs-

maglichkeiten verwendet.)
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5 Harrison-Algorithmus

Im folgenden wird ein Algorithmus von Harrison vorgestellt [Har78], der sich fiir die
Anwendung mit einer Laufzeit von cn? eignet, wobei ¢ proportional zu |G| ist. Es wird
eine (n + 1) x (n + 1) Dreiecksmatrix erstellt, die Mengen von geteilten Produktionen
erhilt.

5.1 Voraussetzungen

Damit der Algorithmus formuliert werden kann, miissen noch einige Operationen und

Hilfsfunktionen definiert werden, die zur Berechnung der Matrix benotigt werden.

Definition 14. Sei G = (V, X, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Seien X,Y Mengen
von geteilten Produktionen. Wir definieren X als eine Operation, die die Regeln aus X
zurtickgibt, bei denen ein Nichtterminalsymbol mithilfe von geteilten Produktionen bzw.

Symbolen aus Y dbersprungen werden kann.

XxY:={A—aBf-y|A—a-BfyeX, =", B—- XY}
XxY: ={A—=aBf-vy|A—a-Bpye X, ="¢,BeY,Be (VUX)"}

Damit auch Terminalsymbole und Nichtterminalsymbole verarbeitet werden kénnen, wird
x nicht nur fiir geteilte Produktionen, sondern auch fiir Symbole definiert. Auflerdem
soll eine Verschachtelung erméglicht werden, d. h. die vervollstandigte Regel die in Y
vorkommt, muss nicht direkt in einer Regel von X vorkommen, sondern darf auch durch

eine Ableitung erzeugt werden. Hierfiir wird ein neuer Operator * definiert.

Definition 15. Sei G = (V, X, P,S) eine kontextfreie Grammatik. Seien X,Y Mengen

von geteilten Produktionen.
XxY ={A—aBf-y|A—a-BpyeX, =", B="C,C >\ €Y}

Esgqgilt: X xY CX*xY

Beispiel 10. Sei G = ({S, A, B,C, D}, {a}, P,S) eine Grammatik

P seien die folgenden Produktionen:
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S — ABAC
A—e¢
B - CDC
C—e
D —a

Fir X ={S — A-BAC} und Y ={B — CDC'"} erhdlt man fir die x-Operation:

XxY={S— AB-AC,S —- ABA-C,S — ABAC-}
Fir X ={S - A- BAC} und Z = {D — a-} erhdlt man fiir die x-Operation die gleiche
Ergebnismenge wie fir Y = {B — CDC"}:
X«Z={S— AB-AC,S — ABA-C,S — ABAC-}

Bei der x-Operation kann jedoch erkannt werden, dass B =* D und somit auch B =* a
gilt. Daher kann schon durch D — a- erkannt werden, dass B wvollstindig verarbeitet

werden kann.

Wie in Earleys Algorithmus wird fiir Harrisons Algorithmus auch ein Predictor bendtigt.

Dieser wird wie folgt definiert:

Definition 16. Sei G = (V,X, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Sei R C V.
predict(R) :={A—a-f|A—afeP,a="¢, B="Ay, BER, ve (VUX)"}

Handelt es sich bei R um eine Menge von geteilten Produktionen, so wird predict definiert
als:

predict(R) := predict({ B| A - a- BB € R})

5.2 Analysealgorithmus

Sei G = (V, X%, P, S) eine kontextfreie Grammatik, w = wiws...w,, n > 0 mit w; € X.
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Algorithmus 6 Harrison-Algorithmus

Eingabe : w = wiws...w,

Sei T' = (t;;) eine (n+ 1) x (n+ 1) Matrix

to,0 := predict({S})
for j = 1 to ndo

// Scanner

for i = 0 to j-1 do
L ti,j = tz"j_l X Wy

// Completer

for £ = j-1 downto 0 do
tk,j = tk,j U tk:,k: * tkﬂ‘
for i = k-1 downto 0 do

// Predictor

t;; = predict U
0<i<j—

| tij i =tij Utip X ti

fm’)
1

Der Algorithmus akzeptiert, sofern S — - € ¢y, wobei a € (V UX)* und n = |w|.

Es werden spaltenweise die einzelnen Mengen der Matrixeintriage berechnet. Wurden die

Spalten 0 bis j — 1 berechnet, so wird die j-te Spalte wie folgt berechnet: der Scanner

liest ein Teil der Eingabe und schreibt die verarbeiteten Produktionen in die nachste

Spalte neben der Diagonalen.

to,0—to,1—t0,2—10,3

t1,1—t12—t1 3

too—to3

tn,n

Abbildung 5: Verlauf Scanner

Dann geht der Completer die Spalte von Zeile j — 1 bis zu 0 entlang. Jede Zelle t;, ; wird

gefiillt mit t; 5 X 5 5, d. h. die Diagonaleintrage werden, falls moglich, weiterverarbeitet

durch die Zwischenresultate der j-ten Spalte. Weiter wird fiir jeden dieser Zelleneintrige
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ty; die x-Operation durchgefiihrt fiir die Eintrdge tiber der jeweiligen Zelle mit den

Ergebnissen ¢;j, der k-ten Spalte. Die Resultate werden in t; ; zuriickgeschrieben.

to,0 to,3 ton
11— t13 t1n
to,0—t2 3 to.n

tn,n

Abbildung 6: Verlauf Completer - duflere Schleife

too  to3 ton
t12 \ 1,3 tin
2,3 ton

tn,n

Abbildung 7: Verlauf Completer - innere Schleife

Zuletzt wird t; ; vervollstandigt. Hierfiir werden die Ergebnisse des Predictors hinzugefiigt,

der auf der Vereinigung aller vorherigen Zwischenresultate der Spalte ausgefiihrt wird.

Beispiel 11. Sei G = ({S},{(, )}, P, S), die Grammatik der Klammerausdriicke.

P seien die folgenden Produktionen:

S —SS
S — (9S)
S—()

Das Eingabewort sei w = (()).
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S—-() | S—=(9) S—(S:) | S—(9)-
S—-85|S—() S—S.85
S — +(9)
S—=-9S)|S=(¢) | S=0-
S—.85 | S—>(5)|S—>85-5
S — ()
S —-SS
S —+()
S —+(9)
S — .S58
S — «(9)
S — ()
S — .85
S —=-0
S — +(9)

Tabelle 6: Harrison-Analysematrix zu Beispiel 11

Zu Beginn werden durch den Predictor in too alle LR(0)-Items aufgelistet, vor denen
sich der Algorithmus gerade befinden konnte: predict({S}) = {S — () , S — -SS ,
S —-(9)}.

Der Scanner berechnet fiir to1 dann die Items, die durch das Einlesen einer éffnenden
Klammer fortgefiihrt werden konnen. Die beiden Mdglichkeiten sind S — +() und S — +(S)
deren Index des Trennsymbols zu S — (-S), S — (+) inkrementiert wird. Zum Schluss wird
fiir die Spalte das Diagonalelement mithilfe des Predictors berechnet. Da sich S — (-S) in
to,1 befindet, werden die LR(0)-Items in to o eingetragen die direkt durch die Produktionen
von S gebildet werden kinnen. Der Prozess wird fir jede Spalte bis zum Ende der Eingabe
wiederholt. Da 8" — S+ € Sy 4, folgt w e L(G).

5.3 Unterschiede zum Earley-Algorithmus

Der vorgestellte Algorithmus unterscheidet sich wesentlich in drei Aspekten von Earleys
Algorithmus. Erstens werden die e-Ableitungen statisch vorberechnet und kénnen direkt
durch die Operationen iibersprungen werden. Earleys Algorithmus berechnet diese jeweils

flir jeden Schritt neu, da sie durch den Predictor neu entdeckt werden. Darauffolgend
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5 HARRISON-ALGORITHMUS

kénnen sie erst durch den Completer iibersprungen werden. Zweitens wird eine Matrix
anstatt einer Liste zur Berechnung verwendet. Zuletzt unterscheidet sich aulerdem die
Reihenfolge der Berechnungen. In Earleys Algorithmus werden fiir die Zustandsmenge S;
die geteilten Produktionen nach der Reihenfolge ihrer Entdeckung verarbeitet, wahrend
Harrisons Algorithmus fiir die i-te Spalte die Eintrige nach absteigender Zeilennummer

verarbeitet.
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6 Implementierungen

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit war es einen Teil der vorgestellten Algorithmen zu imple-
mentieren, um den Unterschied zwischen der theoretischen Definition und der praktischen
Umsetzung aufzuzeigen. Im Folgenden wird die Entwicklung eines Analysetools beschrie-

ben.

6.1 Aligemeines

Die Implementierung erfolgte in der Programmiersprache Rust, mit der 2018 Edition. Es
wurde ein Programm entwickelt, das {iber ein Commandline-Interface fiir verschiedene
Eingabegrammatiken einen Parser bereitstellt, der interaktiv fiir beliebige Eingabeworte
das Wortproblem 16st und ggf. die Ableitungsschritte bzw. die verschiedenen Ableitungs-

bdume ausgibt. Fiir das Commandline-Interface wird die Bibliothek clap verwendet.

Parameter FErklarung

-p --parser Wiéhlt den Parsingalgorithmus aus der genutzt werden soll.
Mogliche Optionen: earley, harrison, i1, Iri.

Falls nicht angegeben wird die Option earley verwendet.
-g -—-grammar Pfad zu einer Datei, die eine Grammatikdefinition enthalt.

-i --input Das zu parsende Eingabewort. Ist der Parameter nicht gesetzt,
wird eine REPL ! ausgefiihrt.
-0 -—-output Ausgabepfad fiir den SPPF-Graphen im DOT Format.

Wird nur fiir den Parser earley generiert.

-f --firstfollow Ausgabe der FIRST und FOLLOW Mengen der Grammatik.

Tabelle 7: Eingabeparameter fiir das Analysetool

Der Parameter input und die REPL ' nehmen beliebige Zeichenfolgen entgegen und
trennen diese jeweils an den gefundenen Leerzeichen. Die gesamte Eingabe wird als ein

Wort betrachtet. Das Eingabeformat ist stark limitiert, da kein lexikalisches Analysetool

'Read-Eval-Print-Loop: Interaktives Computerprogramm, das Eingaben entgegen nimmt, direkt auswer-

tet und das Ergebnis ausgibt
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vorliegt, welches z. B. wie Lex die Definition von reguldren Ausdriicken zur Trennung von

Tokens ermoglicht.

6.2 Definition von Grammatiken

Um Grammatiken zu analysieren, werden diese mithilfe ihrer Produktionsregeln in der

Erweiterten Backus-Naur Form angegeben. Die Syntax ist wie folgt definiert:

Rule = VARIABLE "=" Expr "."
Expr = Alt { "|" Alt } .

Alt = { Term } .

Term = VARIABLE

| LITERAL

| "(" Expr ")"
| "[" Expr "]"
| "{" Expr "}"

Der Punkt stellt das Ende einer Produktion dar, es wird = zur Definition einer Regel
verwendet. Elemente konnen durch Klammern gruppiert werden, als optional markiert
werden durch [, ] oder zur mehrfachen Wiederholung zugelassen werden durch ,{“,
» 1 Alternativen werden durch das |-Symbol getrennt, konnen aber auch einzeln durch
mehrfache Zuweisungen desselben Nichtterminalsymbols definiert werden.

Die Menge der Terminalsymbole und Nichtterminalsymbole miissen nicht explizit ange-
geben werden. Nach dem Parsing des Eingabetexts wird die jeweilige Menge aus den
Produktionen errechnet. Um das leere Wort darzustellen, folgt auf das Gleichzeichen
direkt der Punkt um die Produktion zu terminieren. Das Startsymbol ist als die linke Seite
der ersten aufgefiihrten Produktion definiert. Terminalsymbole werden mit Anfithrungs-
zeichen maskiert und Bezeichner sind Zeichenketten bestehend aus alphanumerischen
Symbolen oder Unterstrichen. Ein Bezeichner muss nicht mit einem Buchstaben beginnen.
In der Implementierung wird hierfiir ein EBNF-Parser bereitgestellt, der die Datei in eine
Grammatik-Struktur einliest, die aus einer Menge von Nichtterminalsymbolen, Terminal-
symbolen und einer Liste von Produktionen besteht. Hierfiir wird ein recursive descent
LL(1)-Parser verwendet um einen Syntaxbaum zu erstellen. Dieser wird darauffolgend
in einzelne Produktionen tuibersetzt, die keine Alternativen, Gruppierungen, optionale

Elemente oder Wiederholungen mehr enthalten.
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Produktionen bestehen aus einem Produktionsbezeichner und einem Vektor von Tupeln,
die jeweils aus einem Symbol und einem Wahrheitswert bestehen. Der Wahrheitswert gibt
an, ob es sich um ein Terminalsymbol handelt, um Konflikte zwischen gleichbenannten

Nichtterminalsymbolen und Terminalsymbolen zu vermeiden.

Produktionsregel Umformung

A=B|C. A=B.
A=C.
A=(B|C). A=D.
D=B8.
D=C.
A=[B|C]. A=D.
D=B8.
D=C.
D=
A={B|C}. A=D.
D=ED
D=.
E=B.
E=C.

Tabelle 8: Umformung der Grammatikregeln

Beispiel 12. Regeln fiir die LOOP-Programmiersprache [Sch97]

S = ident ":=" ident "+" const
| ident ":=" ident "-" const
| S n.n S

| "loop" ident "do" S "end"

ident = "x" const .

const = digit { digit } .

IIOII | lllll | ||2ll | "3“ I II4II I Il5|l I ll6ll | ||7ll | II8I| | ||9|| .

digit
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6.3 LL(1)- und LR(1)-Parser

Um diese Parser zu realisieren werden die FIRST und FOLLOW Mengen bendétigt. Hierfiir
wurde eine Struktur FFSets definiert, die bereits errechnete FIRST bzw. FOLLOW
Mengen zwischenspeichert. Diese besitzt drei wesentliche Funktionen first, scan_over
und follow:

e first - ermdglicht die Berechnung der FIRST-Menge fiir einzelne Variablen aus V'
e scan_over - berechnet die FIRST-Menge fiir eine Folge aus (V U X)*

e follow - berechnet die Follow-Menge fiir eine Variable aus V.

Die Funktionen first und follow speichern Zwischenergebnisse in den FFSets ab,
sodass keine erneute Berechnung bendétigt wird, sollte eine bereits bekannte FIRST-
Menge benoétigt werden. Dies ermoglicht eine Lazy-Evaluation Auswertungsstrategie.
Fir die Endmarke wird das Symbol $§ verwendet. Die Follow-Mengen werden wie folgt

berechnet:

Algorithmus 7 follow
Eingabe : B — Nichtterminalsymbol

if B =5 then
| FOLLOW(B) := {$}
else

| FOLLOW(B) :=0
foreach A — aBp € P do
FOLLOW(B) := FOLLOW(B) U FIRST()

if 8 =" ¢ then
| FOLLOW(B) := FOLLOW(B) U FOLLOW (A)

Fiir den LL-Parser wird eine verschachtelte HashMap verwendet, die zwei Zeichenketten
auf einen Index der entsprechenden Produktion in der Liste der Grammatik abbildet.
Mehrfacheintrage werden als Konflikte erkannt und fithren zu einer Fehlermeldung. Die
Implementierung folgt Algorithmus 1. Jeder Eintrag fiir ein Nichtterminalsymbol A und
einer Zeichenfolge a enthélt den Index der jeweiligen Produktionsregel.

Um den LR(1)-Parser zu implementieren werden LR(0)-Items verwendet, die als Struktu-
ren definiert werden. Diese bestehen aus einem Produktionsindex und dem Index des
Trennsymbols. Eine LR-Parsingtabelle besteht aus zwei Vektoren von HashMaps, die

jeweils auf eine Aktion oder einen Sprungindex verweisen. Aktionen werden als ein Enum
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mit den moglichen Werten Shift, Reduce oder Acc definiert. Shift und Reduce erhalten
jeweils einen Index als Parameter, der auf den néchsten Zustand, bzw. auf die néichste zu
reduzierende Produktion verweist.

Um die Konstruktion der Parsingtabelle in compute_states zu realisieren, werden zwei
Methoden verwendet: closure, goto_state. Diese folgen in der Implementierung den
bereits vorgestellten Algorithmen (siehe Algorithmus 3, Definition Goto-State auf Seite
14). compute_states fasst die Erzeugung und Nummerierung aller méglichen Zustande
mit der Konstruktion der Tabelleneintrége zusammen (siehe Algorithmus 2). Hierfiir wird

eine Liste von LR(0)-Mengen verwendet, die durch closure Aufrufe berechnet wurde.

6.4 Earley-Algorithmus

Recognizer Earleys Algorithmus basiert auf Zustandstripeln. Diese werden als ein
C-struct State definiert, bestehend aus dem Produktions- / Regelindex rule_index,
dem Trennsymbolindex dot und dem Start des Matchings start. Der Earley Parser wird
ebenfalls als ein C-struct deklariert mit einer Referenz auf die Grammatik, einen Zeiger
auf das derzeitige zu verarbeitende Wort und einer Zustandsmengenliste, die wahrend
des Parsings modifiziert bzw. ausgelesen wird. Die Zustandsmengenliste S wird hierfiir
als ein Vektor von Hash-Sets definiert.

Ausgehend von dem ersten Eintrag der Liste, mit dem Startzustand (S’ — -5,0) wer-
den die Listenelemente und die Eingabe gleichzeitig iteriert iiber process_state_set
ausgewertet. Da durch die Verarbeitung einer Zustandsmenge neue Zustdnde entstehen
kénnen, miissen diese ebenfalls berticksichtigt werden. Hierfiir werden alle benotigten
Updates berechnet und nur die weiterverarbeitet, die noch nicht vorhanden sind. Dies
wird solange wiederholt, bis keine neuen Zustidnde mehr verfiigbar sind.

Zur Auswertung eines Zustands wird process_state verwendet. Diese Methode wendet

den folgenden Teilschritt des Earley-Algorithmus an:

37



6 IMPLEMENTIERUNGEN

Algorithmus 8 process_state
Eingabe : state € S,

wy, — Teil der Eingabe an k-ter Stelle
if —final(state) then

if next—symbol(state) ist ein Nichtterminalsymbol then
| return predict(state, ...)

else
L Ska1 := Sky1 Uscan(state, wy, ...)

return ()

else
| return complete(state, ...)

Wurde die Analyse beendet, so erhilt man die Zustandsmengenliste als Riickgabewert.
Zur Uberpriifung fiir das Wortproblem wird zuletzt die Bedingung State(0,1,0) € S,
getestet.

Shared Packed Parse Forest (SPPF) Um nun die Ableitungsbdume aus der Zustands-
mengenliste erzeugen zu kénnen, wird Scott’s Algorithmus ,,A cubic parser which walks
the Earley sets“ [Sco08] adaptiert. Der Shared Packed Parse Forest (SPPF) wird tiber
Knoten definiert. Diese werden als SPPFNode definiert, die entweder vom Typ Epsilon,
Symbol oder Intermediate sind. Zusétzlich erhélt jeder Knoten eine Menge von sogenann-
ten FamilyNodes. Diese stellen die Unterknoten da und kénnen entweder ein einzelner
Knoten sein oder eine Gruppe von zwei Knoten. Da fiir eine Gruppe von zwei Knoten
(x,y) die Reihenfolge irrelevant ist, d.h. (y,x) = (x,y), wird der Vergleichsoperator des
Tupels tiberschrieben.

Zur Konstruktion wird der ForestBuilder verwendet, der die Liste der bereits existierenden
SPPFNodes speichert und auf Anfrage deren Index zuriickgibt. Des Weiteren enthéalt
dieser eine Hash-Map von Vorgéngerzeigern und Reduktionszeigern. Es wird jeweils ein
Tupel, bestehend aus einem Earley-Zustand und einem Set-Index auf ein zweites Tupel
abgebildet. Dieses zweite Tupel zeigt auf das Vorgénger-, bzw. das Reduktionselement.
Dadurch kénnen die benétigten Zeiger wahrend der Konstruktion fiir einen Earley-
Zustand schnell gefunden werden. Zusétzlich wird eine Menge von bereits besuchten
Earley-Zustinden gespeichert.

Der Build Tree-Algorithmus wird angepasst und erhélt einen weiteren Parameter, der den
Listenindex des tibergebenen Earley-Zustands speichert. Dies ermdoglicht den Zugriff auf

die Vorgénger- / Reduktionszeiger. AuBlerdem wird der Index des SPPF-Knotens anstatt
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der Knoten selbst iibergeben. Der SPPF-Teilbaum kann dann iiber die gleichnamige
Methode build_tree konstruiert werden.

Als Voraussetzung miissen jedoch die bendtigten Zeiger generiert werden. Dies geschieht
durch eine weitere Iteration der bereits existierenden Zustandsmengenliste, die fir das
gegebene Wort bereits erstellt wurde.

Die vorgestellte Implementierung benétigt neben den Earley-Zustdnden auch die Indizes
der Zustdnde innerhalb der Liste. In Scott’s originalem Paper [Sco08] wird der Index als
Bezeichnung / Label deklariert. Hier wird es als das zweite Element des Tupels verwendet.
Fiir Reduktionszeiger ist das Label immer der Start des Matchings der Produktion die die
Inkrementierung des Trennsymbols erméglicht hat. Fiir Vorgéngerzeiger ist das Label der
Index der vorherigen Menge S;_1. Es wird wie im Paper beschrieben vorgegangen. Die
Methode build_forest fasst die Konstruktion des SPPF-Startknotens, die Generierung

der Zeiger und den Aufbau des SPPFs fiir eine gegebene Zustandsmengenliste zusammen.

6.5 Harrison-Algorithmus

Um Harrisons Algorithmus zu implementieren werden die vordefinierten Hilfsoperationen
x, % und predict(R) benotigt. Da fir den Scanner eine x-Operation verwendet wird, die
Terminalsymbole anstatt Nichtterminalsymbole bzw. geteilte Produktionen verwendet,
muss dieser Fall ebenfalls behandelt werden.

Zuerst wird eine Hilfsfunktion skip_epsilon definiert. Diese wird fiir die Matrixoperatio-
nen X und * benotigt. Fiir ein LR(0)-Item erhélt man die Menge aller Nachfolgerzustéande,
die durch das Uberspringen von Nichtterminalsymbolen erreicht werden konnen, die sich
zum leeren Wort ableiten lassen. Um die Nachfolgersymbole zu testen, wird die FIRST
Funktion verwendet. Gilt fiir ein Nichtterminalsymbol N, dass ¢ € FIRST(NV), so wird der
Index weiter inkrementiert, bis ein Nichtterminalsymbol N mit ¢ ¢ FIRST(V) oder ein
Terminalsymbol gefunden wird. Die Ergebnismenge enthélt aulerdem das Eingabeelement
selbst.

Beispiel 13. Seien folgende Produktionsregeln gegeben:

A— BCBD
B—c¢
C—e
D —a

FEingabe: das LR(0)-Item I = A — -BCBD
skip_epsilon(l) = {A — -BCBD, A— B-CBD, A— BC-BD, A— BCB- D}
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Die Operatoren x und * werden in einer Funktion zusammengefasst und wie folgt

implementiert:

Algorithmus 9 complete

Eingabe : q: Menge von LR(0)-Items
r: Menge von LR(0)-Items
chained: Mehrfache Ableitungen erlauben

Sei T =10
foreach terminiertes LR(0)-Item A — a- € R do

if chained then
| T:=TU{A}Ureduction_map(A)

else
| T:=TU{A}

foreach symbol S aus T do

foreach unterminiertes LR(0)-Item B € @ do
token := Symbol der Regel von B, das auf das Trennsymbol folgt

if token = S then
L item := LR(0)-Item B mit inkrementiertem Index

fiige skip_epsilon(item) zur Losungsmenge hinzu

Moégliche Reduktionen werden iiber eine Funktion find_reductions statisch vorberechnet
und in einer reduction_map gespeichert, die ein Nichtterminalsymbol C' auf die Symbole
aller moglichen Produktionen abbildet fiir die gilt: B =* C.

Dieser Ansatz wird ebenfalls fiir Ableitungen angewendet. Fiir ein Nichtterminalsymbol
werden die Menge aller moglichen LR(0)-Items berechnet und auf diese jeweils der
Completer angewandt, bis keine Aktualisierungen der Menge mehr vorhanden sind. Diese
Ableitungen werden ebenfalls vorberechnet und in einer derivation_map gespeichert, die
ein Nichtterminalsymbol auf alle durch sie erreichbaren LR(0)-Items abbildet.

Der Predictor predict verhilt sich d&hnlich zu Earleys Verfahren. Allerdings wird hier
nur auf die vorberechneten Ableitungen in derivation map zugegriffen. Statt einen
Earley-Zustand nimmt der Predictor eine Menge von Nichtterminalsymbolen entgegen,
fir die die erreichbare Menge von LR(0)-Items zusammengefasst zuriickgegeben wird.
Der Scanner wird auch als eine Methode scan implementiert und betrachtet alle {iber-
gebenen LR(0)-Items der Form (index, dot) an der Stelle des jeweiligen Trennsymbols.
Stimmen das gefundene Terminalsymbol mit dem derzeitigen Teilwort tiberein, so erhélt

die Losungsmenge alle neuen LR(0)-Items aus skip_epsilon fiir (index,dot + 1).
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Die Matrix des Algorithmus wird durch eine Liste von Listen dargestellt, die jeweils
als Eintrag ein HashSet von LR(0)-Items enthélt. Die Implementierung des Parsingal-
gorithmus accepts folgt dann dem vorgestellten Algorithmus 6, mithilfe der Methoden

predict, scan und complete.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Zu Beginn der Arbeit wurden die LL(k)- / LR(k)-Grammatiken eingefiihrt, die alle
deterministisch kontextfreien Sprachen erzeugen und durch entsprechende Parser das
Wortproblem in linearer Laufzeit 16sen kénnen. Es wurden Sprachhierarchien angegeben,
sowie Algorithmen zur Konstruktion der jeweiligen Parsingtabellen.

Anschlieffend wurde Earleys Algorithmus vorgestellt, der die Gesamtheit aller kontext-
freien Sprachen parsen kann und in kubischer Laufzeit das Wortproblem entscheidet. Im
Vergleich zu anderen Parsingalgorithmen fiir kontextfreie Sprachen ist die Besonderheit
des Algorithmus von Earley, dass dieser das Wortproblem fiir eindeutige Grammatiken
in quadratischer und fiir LR(k)-Sprachen in linearer Laufzeit 16st.

Weiter wurde ein Algorithmus von Harrison vorgestellt, der sich an dem CYK-Algorithmus
orientiert und versucht den Algorithmus von Earley zu verbessern. Das Wortproblem
wird auch hier in kubischer Laufzeit gelost.

Auflerdem wurden die vorgestellten Algorithmen implementiert. Es wurde ein Tool entwi-
ckelt, das fiir beliebige Eingabegrammatiken, die in einer Backus-Naur-Form vorliegen,
das Wortproblem 16st. Uber die Software kann der zu verwendende Parsingalgorithmus
eingestellt werden und optional ein Syntaxbaum, bzw. die Ableitungsschritte ausgegeben
werden.

In Zukunft kénnte man die Implementierung noch weiter optimieren, indem man die
Hilfsmethoden effizienter durch statische Vorberechnungen umsetzt. Auflerdem bendétigt
der LR-Parser viel Speicherplatz fiir grofe Grammatiken und kénnte durch Techniken z. B.
von Korenjak [Kor69] und DeRemer [DeR71] verbessert werden. Des Weiteren kénnten

die LL-Parser und LR-Parser erweitert werden, sodass das Lookahead k einstellbar ist.

Die vorgestellten Algorithmen kénnen fiir kontextfrei Sprachen das Wortproblem in kubi-
scher Laufzeit 16sen. Valiant [Val75] konnte durch seine Erweiterung des CYK-Algorithmus

eine bessere Laufzeit von O(n?8!)

erzielen. Die Losung des Wortproblems wird hierfiir auf
Boole’sche Matrixmultiplikation reduziert. Allerdings ist dieser Algorithmus nicht fiir die
Anwendung geeignet, durch die Optimierung entstehen zu grofie Laufzeitkonstanten. Lee
zeigte die Reduktion von Boole’scher Matrixmultiplikation auf das Parsingproblem fiir
kontextfreie Sprachen [Lee02]. Ein effizienter Parser benotigt daher effiziente Boole’sche
Matrixmultiplikation und vice versa. Jeder Parsingalgorithmus mit Laufzeit O(|G|n?~¢)

kann zu einem Algorithmus konvertiert werden, der Boole’sche Matrixmultiplikation
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verwendet und in Zeit O(m3=¢/3) 1 arbeitet [Lee02].

Fin weiterer Algorithmus, der die gleiche Laufzeitkomplexitit des CYK- und Earley-
Algorithmus besitzt, ist der Generalized LR-Parser, auch bekannt als GLR-Parser [Tom85].
GLR-Parser sind eine Erweiterung der LR-Parser, die Nichtdeterminismus verarbeiten
konnen, indem mehrere Threads erzeugt werden, die parallel arbeiten und eine Breiten-
suche ausfithren.

Neuere Fortschritte umfassen den Generalized LL-Parser (GLL) [SJ10a]. Dieser basiert
auf der Technik des rekursiven Abstiegs und erméglicht es alle kontextfreien Grammatiken
mit einer worst-time Laufzeitkomplexitit von O(n3) zu parsen, mit linearer Laufzeit fiir
LL-Grammatiken. Da das Verfahren auf LL(1)-Parsern basiert, ist die Implementierung
einfach nachzuvollziehen, sodass ein Parser auch einfach manuell selbst geschrieben

werden kann.

Lfiir Boole’sche m x m Matrizen
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