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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit den Resolutionsmechanismen in den modallogischen Syste-
men K, D, T, S4 und S5, sowie B. Die jeweiligen Systeme werden mit ihren Anschauungen
und ihren Ausdrucksmoglichkeiten motiviert, wobei ein wesentlicher Fokus auf die graphi-
sche Interpretation gelegt wird. Es werden jeweils Regeln fiir die Berechnung der Resolvente
angegeben und die Korrektheit der Regeln sowie die Vollsténdigkeit des gesamten Systems
bewiesen. Fiir den in der recherchierten Literatur nicht behandelten Fall von B wird ein ent-
sprechendes System aufgestellt und dessen Korrektheit und Vollstiandigkeit bewiesen.






Symbolverzeichnis

Symbole Verwendung

0,Y,... Griechische Kleinbuchstaben werden fiir Formeln und Teilfor-
meln verwendet.

P,q,-.. Lateinische Kleinbuchstaben werden fiir atomare Formeln (Ato-
me) verwendet.

A,B,... Schmale lateinische Grof3buchstaben stehen fiir Klauseln.

S,E,... Fette lateinische Grofbuchstaben stehen fiir Klauselmengen.

K,D,T,54,5S5,B Serifenlose fette Buchstaben bezeichnen modallogische Systeme

RK,RD,RT,RS4,RS5,RB

Der Vorsatz R bezeichnet die Resolutionssysteme modallogi-
scher Systeme. Zur besseren Abhebung ist dieses Prafix nicht
fett dargestellt.

2(A,B)—C Die Klausel C ist eine direkte Resolvente von A und B.
ra)—-c¢C Die Klausel C ist eine direkte Resolvente von A.
A=B Die Klausel A lisst sich zu B vereinfachen.
2(A,B)=>C Die Klausel C ist Resolvente von A und B und lisst sich nicht
weiter vereinfachen.
TA)=C Die Klausel C ist Resolvente von A und lisst sich nicht weiter
vereinfachen.
wo

Ein Modell wird als Graph dargestellt; die Knoten sind die Wel-
ten. Die Namen der Welten sind, wo erforderlich, klein in einer
Ecke angegeben. Alle modellierten Atome sind in allen Welten
angegeben. Die farblich unterlegte Atome sind auf wahr gesetzt,
und die Atome mit weiflen Hintergrund sind auf falsch gesetzt.
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1 Einleitung

Resolution stellt in der Aussagenlogik ein michtiges Werkzeug dar, um gegebene Formeln
auf Erfiillbarkeit, Unerfiillbarkeit oder Tautologie zu priifen. Die Priifung erfolgt auf syn-
taktischer Ebene und kann von Computerprogrammen durchgefithrt werden. Im Falle der
Modallogik, die die Aussagenlogik um modale Operatoren mit Graphen-Anschauung (Rah-
men) erweitert, ist dies erheblich schwieriger. Die Resolutionsregeln miissen innerhalb von
verschachtelten modalen Operatoren operieren kénnen, um die Vollstéindigkeit des Systems
zu erreichen.

Ziel dieser Arbeit ist, eine anschauliche Beschreibung der Resolution fiir das normale mo-
dallogische Systeme K sowie die noétigen Erweiterungen fiir die Systeme D, T, S4 und S5
anzugeben. Dariiber hinaus soll die Resolution auf ein weiteres System erweitert werden, es
wurde dazu das System B gewihlt.

1.1 Struktur der Arbeit

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden die fiir die Arbeit relevanten Grund-
lagen der Aussagenlogik rekapituliert und die Konzepte der Modallogik eingefiihrt. Hierbei
werden insbesondere die Axiome der modallogischen Systeme, sowie deren Auswirkungen auf
die Topologie der Rahmen, erldutert. Diese Axiome und die damit verbundenen Eigenschaften
der Rahmen sind entscheidend fiir die Resolution, wie in [EFdC89] definiert.

In Kapitel 3 wird die gewiinschte Funktionsweise der Resolution im Kontext der modalen
Logik motiviert, sowie eine fiir die Resolution niitzliche Normalform definiert.

Anschlieend wird in Kapitel 4 das Resolutionssystem fiir die normale Logik K definiert. Die
Vollstéandigkeit des Resolutionssystems RK wird mittels eines semantischen Tableaus gezeigt.
Das Verstiandnis dieses Kapitels ist entscheidend fiir das Verstédndnis der folgenden Kapitel.
Aus diesem Grund werden ausfiihrliche Beispiele angefiihrt, die die Funktionsweise verdeut-
lichen sollen.

Das System K stellt die Grundlage fiir die Definition der Resolution fiir weitere Systeme dar.
In Kapitel 5 wird die Resolution auf das modallogische System D erweitert. Das dadurch ent-
standene Resolutionssystem RD wird anschlieBend zum System RT in Kapitel 6 ausgebaut.
Dieses wiederum wird in Kapitel 7 zu RS4 erweitert. Eine erneute Erweiterung des Resolu-
tionssystems RT wird in Kapitel 8 beschrieben. Hierbei handelt es sich um eine Anpassung
fiir das modallogische System B, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelt wurde.
SchlieBlich wird in Kapitel 9 gezeigt, dass die Formeln in S5 zu Formeln mit modaler Tiefe
von hochstens eins umgeformt werden kénnen. Diese Erkenntnis wird genutzt, um die Reso-
lution fiir S5 elegant darzustellen. In den jeweiligen Kapiteln werden die Korrektheit und die
Vollsténdigkeit der aufgefiihrten Resolutionssysteme gezeigt.

Schlieflich wird in Kapitel 10 ein Fazit gezogen und ein Ausblick vermittelt.



Atom, Literal,
Klausel, KNF

Resolution

erfiillbarkeitsiqui-
valente
Klauselmenge

2 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen zur modalen Logik und zur aussa-
genlogischen Resolution erortert. Dieser Abschnitt basiert auf [Sch02], [Mil09] sowie [VK14].

2.1 Resolution in der Aussagenlogik

Die Resolution, also das Uberpriifen einer Formel auf ihre Giiltigkeit, ist eine der Grundauf-
gaben der Logik. Da sich diese Arbeit mit ihrer Anwendung in modalen Logiken beschiftigt,
werden in diesem Abschnitt zunichst die Grundlagen ihres urspriinglichen Anwendungs-
gebiets, der klassischen Aussagenlogik, dargestellt. Von den hier definierten Begriffen wird
dann in Kapitel 3 generalisiert.

Grundbegriffe der Aussagenlogik Grundbaustein der Aussagenlogik sind die sogenann-
ten atomaren Formeln oder kurz Atome. Es handelt sich hierbei um Variablen, welche die
Werte ,wahr® oder ,falsch“ annehmen konnen. Literale umfassen Atome, sowie deren Ne-
gationen. Literale konnen durch Disjunktionen (V) zu Klauseln verkniipft werden. Werden
wiederum mehrere Klauseln durch Konjunktionen (A) verbunden, spricht man von der kon-
Junktiven Normalform, kurz KNF. Sie hat demnach iiber eine gegebene Menge von Atomen
{g1,...,q5,} folgendes Format:

/_\\/Lij, Lijef{q1,....qntu{7q1,...,7qn} (2.1)
i

Hierbei bezeichnen die L;; die aus der Atommenge gebildeten Literale.

Resolution und Erfiillbarkeit Das Ziel der Resolution ist die Uberpriifung einer Formel
auf Allgemeingiiltigkeit, also die Feststellung, dass es sich bei dieser um ein Theorem! han-
delt. Der Resolutionsbeweis ist dabei ein Widerlegungsbeweis auf syntaktischer Ebene — ge-
zeigt wird anstelle des Theorems die Unerfiillbarkeit seiner Negation. Zu diesem Zweck ist
es dienlich, die fragliche Formel in KNF vorliegen zu haben. Dies stellt keine Beschrinkung
der Allgemeinheit dar, da beliebige Formeln in KNF ausgedriickt werden kénnen. Es muss
dennoch beachtet werden, dass der Umformungsschritt keineswegs trivial ist und im schlech-
testen Fall ein exponentielles Wachstum der Formelgrofie mit sich bringen kann. Somit stellt
die Beschriankung auf KNF keine erfiillbarkeitstheoretische Einschrinkung dar, komplexi-
tatstheoretisch allerdings sind die Folgen mitunter betrichtlich.

Ein alternatives Konzept ist das der erfiillbarkeitsiquivaletenten Klauselmenge. Hierbei wird
eine gegebene Formel nicht in eine dquivalente Klauselmenge in KNF umgeformt, sondern in
eine ganzlich andere Klauselmenge, abhéingig von anderen Atomen, aber nach Regeln, die die
Erfullbarkeit der urspriinglichen Formel im Rahmen der Umformung erhalten. Somit kann
die erfullbarkeitsdquivalente Formel statt der urspriinglichen uberpriift werden. Der Vorteil
besteht darin, dass sich zeigen lidsst, dass die Ausgangsformel zwar in der Regel grifier als
die Eingangsformel ist, aber stets lediglich in linearem Mafle. Zu beachten ist allerdings, dass
die erfiillenden Belegungen der erfiillbarkeitsiquivalenten Klauselmenge in der Regel nicht
mit denen der Ursprungsformel iibereinstimmen. Dieses Verfahren dient demnach nur dem

1Andere Begriffe fiir dieses Konzept sind , Tautologie“ oder ,Satz“. ,Theorem“ wurde in dieser Arbeit gewihlt, weil
es den Sinngehalt am eindeutigsten vermittelt.
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Beweis oder der Widerlegung der Erfiillbarkeitsfrage, aber nicht dem Finden von erfiillenden
Belegungen.

Sei ¢ eine beliebige aussagenlogische Formel. Fiir jede Teilformel ¢ von ¢ wird ein neues
Erweiterungsatom q eingefiihrt. Des Weiteren wird fiir eine beliebige Formel v die Klausel-
menge Ay wie folgt definiert:

gy v plingy v Pl fallsw=p

gy v o}, {ngy v 7gel} falls ¢ = -0
{{=gqy Vv qo, Vao,}. lay vV e} {gy vV ge,)t  falls =01 v 0y
gy v 196, vV qe,h,{0qy vV g, 1, {qy Vv ge,tt falls =601 A0

Ay =

Die zu ¢ erfiillbarkeitséquivalante Klauselmenge I1,, ist dann:

I, = | J{Ay | v ist eine Teilformel von ¢} U{{g,}}

Die Grofe von Il ist linear in der GroBe von ¢.
Bei der Resolution ist es iiblich, dass die Klauseln als Mengen von Literalen und KNF-

Formeln als Mengen von Klauseln dargestellt werden.

Definition (Resolutionsregel) Sei p ein aussagenlogisches Atom. Seien C und D Klauseln
mit p € C und —p € D. Die Resolutionsregel lautet:

C D
(C\{pHhuD \{=p}

Die Klausel (C \ {p})u (D \ {—p}) heifft die Resolvente von C und D.

Sei I' eine Menge von Klauseln. Eine Resolutionsableitung einer Klausel C aus I ist eine Folge
C1,...C, =C von Klauseln, so dass fiir alle k € {1,...,n} gilt: entweder Cp, € T oder es existieren
l<i<j<kmit

;¢
Cr

Das Resolutionskalkiil ist widerlegungsvollstindig: Eine endliche Klauselmenge II ist genau
dann unerfillbar, wenn es eine Resolutionswiderlegung von IT gibt. Symbolisch: I1 |= L <
ITFRes L.

2.2 Grundlagen modaler Logik

Die modale Logik geht auf Uberlegungen der vorchristlichen Philosophie zuriick. Sie erwei-
tert die klassische Logik, in der Aussagen nur wahr oder falsch sein konnen, um die Konzepte
moglich (notiert ¢) und notwendig (notiert [1). Im Sinne der modalen Logik kénnen Aussagen
zwar in der tatséchlichen Welt (oder zurzeit) falsch sein, aber grundsétzlich moglich. Andere
wiederum sind in keiner denkbaren Welt moglich. Modale Logik bietet die Moglichkeit, diese
Umsténde auszudriicken und Aussagen tiber Moglichkeiten und Notwendigkeiten auf ihre
Giiltigkeit zu priifen.

Um ein Gefiihl dafiir zu vermitteln, wie mit modaler Logik modelliert werden kann und wel-
che Intuitionen sich dahinter verbergen (aber auch, welche Intuitionen ohne Zunahme wei-
terer, optionaler Axiome moglicherweise verletzt werden), sei hier ein anschauliches Beispiel

11
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Axiom

Klausel,
Klauselmenge

Abb. 2.1: Darstellung von Welten, die die Annahmen (2.2), (2.3) und (2.6) von w¢ aus erfillen,
basierend auf dem K-Axiom (2.5): Ein sogenanntes Modell M fiir die Klauselmenge
K =1{=s,(2.2),(2.3),(2.6)}.

aufgefiihrt. Es dient nicht der formalen Einfiihrung in die modale Logik und greift mehr-
fach auf Definitionen zuriick, die erst spéter eingefithrt werden. Dennoch ist es in sich ver-
standlich geschrieben und soll das Versténdnis der spéater eher formal eingefithrten Begriffe
erleichtern. Es wird empfohlen, die Querverweise auf spitere Definitionen nachzuschlagen,
aber die Bedeutungserklarung nur diesem Abschnitt zu entnehmen.

2.2.1 Ein einfiihrendes Beispiel

Gegeben sei folgendes System: Zurzeit schneit es nicht, es gilt klassisch —s. Es ist aber grund-
satzlich moglich, dass Schnee fillt:
Os 2.2)

Wenn aber Schnee fillt, dann muss es notwendigerweise kalt sein:
O(s — k&) (2.3)
Diese Aussage 2.3 ist auf keinen Fall zu verwechseln mit dem nicht-modalen
s—k, (2.4)

denn diese wiirde sich erneut nur auf die tatsdchliche Welt (,jetzt“) beziehen, und da bereits
etabliert ist, dass —s gilt, konnte man aus der falschen Annahme, es wiirde zurzeit doch
schneien, beliebiges folgern. Die Aussage 2.3 dagegen bezieht sich auf alle denkbaren Welten.

Nun lassen sich verschiedene Folgerungen ziehen. Beispielsweise besagt das spéter einge-
fithrte Axiom K, das das Grundaxiom normaler modaler Logiken darstellt, dass:

U(s — k) — (Us— k) (2.5)

Somit wire es also, wenn es notwendigerweise schneit, auch notwendigerweise kalt. Die na-
heliegende Frage lautet: Wenn gerade —s gilt, ist dann [ls tiiberhaupt moglich? Generell lasst
sich das fordern, ndmlich formal:

Os, (2.6)

intuitiv: In unserer Welt schneit es manchmal, aber nicht immer, aber es wiaren auch Welten
denkbar, wo es immer schneit. Man spricht bei dieser Verschachtelung von modalen Operato-
ren von modaler Tiefe, in diesem Fall 2.

Wir nennen die Ausdriicke —s, (2.2), (2.3) und (2.6) Klauseln und ihre Vereinigung die Klau-
selmenge
K ={=s,0s,0(s — k),00s} 2.7
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und verbinden mit einer solchen Klauselmenge stets das Verstindnis, dass es alle in ihr ent-
haltenen Klauseln zu erfiillen gilt. Jede Klauselmenge entspricht also der Konjunktion tiiber
alle ihre Elemente, und in der Regel differenziert man nicht mehr zwischen dem Ausdruck
A AB und der Mengenschreibweise A,B.

Um den Uberblick iiber die von K geforderten Welten zu behalten, kann man sich mit einer
Graphenstruktur wie in Abbildung 2.1 behelfen, die eine mogliche erfiillende Konfiguration
von Welten fiir die oben geforderten Annahmen darstellt. Ein solcher Graph, genannt Modell,
spielt somit fiir modale Logiken eine dhnliche Rolle wie eine erfiillende Belegung in der klas-
sischen Aussagenlogik. In der in dieser Arbeit eingefithrten und verwendeten Darstellung
(die bewusst leicht von der in der Literatur iiblichen abweicht, zugunsten besserer Verstand-
lichkeit) bezeichnen die kreisformigen Knoten die Welten (bezeichnet mit wq bis ws). In jeder
Welt sind die erfiillten Atome dunkel hinterlegt, die unerfiillten hell. Jede Welt kann eine
Menge von anderen Welten kennen — im Allgemeinen handelt es sich hierbei um eine Bezie-
hung, die durch gerichtete Kanten dargestellt wird. Dieses sind die ,,denkbaren Welten“ oder
Lobekannten Welten“. In w sind also die Welten w1, we und w4 denkbar. Auf sie beziehen sich
alle ¢- und [J-Operatoren der ersten Stufe.

Wir befinden uns in der Welt wq. Es ist weder kalt, noch schneit es. Zur Linken befinden
sich Welten, in denen es kalt ist, mal schneit es (wg), mal nicht (w;). Unbekannt dagegen
ist uns w3 (und fiir dieses Modell tatsachlich irrelevant), denn sie zu kennen verstoft gegen
Annahme 2.3. Des Weiteren gibt es, zur Erfiilllung von Annahme 2.6, die Welt wy, fiir die gilt,
dass samtliche ihr bekannten Welten s erfiillen.

Tatséachlich? Kann w4 die Aussage [ls erfiillen — obwohl es in w4 nicht schneit? Es handelt
sich nicht um einen Fehler: Denn ob die Aussage [(s — k) (pauschal irgendein [Jw) auch in
der erfiillenden Welt selbst gelten muss, ist nur durch ein weiteres Axiom zu kldren (ndmlich
T: Ow — ). Denn dass die eigene Welt zu den ,allen ihr bekannten“ gehort, ist nicht selbst-
verstiandlich. Ware dem so, hiatte man im abgebildeten Rahmen eine Relation w4Rwy, also
eine Schleife von w4 zu sich selbst, anbringen miissen. Das Axiom T kann fordern, dass alle
Welten eine solche Schleife besitzen miissen. Doch in einem System ohne dieses Axiom (zu
dem das in Abb. 2.1 dargestellte Modell zweifellos gehért) muss sie nicht existieren: Welten
diirfen sich selbst unbekannt sein.

Weiterhin ist an dieser Stelle dringend zu bemerken, dass der letzte Absatz nicht verwandt
ist mit (2.6) und der dortigen Erkldrung, obwohl sie dhnlich klingen. (2.6) besagt, dass eine
Welt w mit —s sich durchaus Welten denken kann, in denen (s gilt. wq sieht (s als maglich
im modallogischen Sinn. Dariiber hinaus aber ist es, ohne zusitzliche Axiome, formal zulis-
sig (um den modallogischen Begriff ,moglich“ zu vermeiden), dass w selbst die Aussage [ls
erfiillt. Somit gelten —s, O[ds und s gleichzeitig in w, aber ohne dass die letzten beiden in
irgendeiner Form voneinander abhéingig wiren.

Dies mag nicht intuitiv erscheinen, tatséichlich muss man jedoch bedenken, dass es die Rolle
der optionalen Axiome ist, die formale Modallogik mit den entsprechenden Intuitionen zu
versehen. Manche optionale Axiome sind genau dadurch motiviert, die intuitive Bedeutung
von ,,moglich“ und ,notwendig“ zu formalisieren. Unabhéngig von solchen Intuitionen stellt
Modallogik eine Moglichkeit dar, Aussagenlogik mit Graphenstrukturen zu verbinden.

Zusammengefasst zur Ubersicht:

* Aussage s ist trivialerweise in wy erfiillt.

* Aussage 2.3 ist in wq erfullt, da w1, wg und wy die Aussage s — k erfiillen. Dass auch
wy selbst diese Aussage erfiillt, ist ohne weitere Axiome nicht relevant.

* Axiom 2.5 gilt grundsatzlich, da es die Bedeutung des [J-Operators tiiberhaupt definiert.

* Aussage 2.6 ist in wy erfiillt, da wo mindestens w4 kennt, wo alle bekannten Welten (nur
ws) s erfiillen. Allerdings ist dieselbe Aussage auch bereits erfullt, da wo wi kennt, und
dort in Abwesenheit von bekannten Welten per Definition [y fiir beliebige v gilt.

13
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Rahmen

Wir sagen formal, Abb. 2.1 zeigt ein Modell M, das in Welt wq die Klauselmenge K erfiillt:

M,wo |=K

Es ist festzuhalten, dass es sich bei den gezeigten Welten nicht um die einzige denkbare Kon-
figuration handelt, und ebenfalls nicht um die kleinste. Weiterhin wurde bereits angedeutet,
dass modale Logik wesentlich von der Wahl der Axiome abhéingt — die géngigsten Sitze von
Axiomen werden in dieser Arbeit behandelt, und mit ihnen die Auswirkungen auf die in Ab-
bildung 2.1 dargestellte Graphenstruktur, den sogenannten Rahmen.

2.2.2 Syntax modaler Logik

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber die syntaktischen Elemente modaler Logik ge-
geben. Der folgende Abschnitt 2.2.3 definiert dann formal die zugehorige Semantik. Modale
Logik erweitert klassische Aussagenlogik um die zu einander dualen Operatoren ,,Box“ [] und
,Diamant“ )2. Das Alphabet der modalen Logik besteht somit aus:

* einer abzéhlbaren Menge Atome ® ={p,q,r,...}
¢ den klassischen Operatoren A, v, =, — und <
¢ den modalen Operatoren (1 (,notwendig®) und ¢ (,moglich“)
¢ den Konstanten T (,wahr“) und L (,falsch®)
¢ den Klammersymbolen ( und )
Definition Sei ® die Menge von Atomen. Dann ist die Menge der modalen Formeln Fma(®)
induktiv definiert durch folgende Regeln:
1. Konstante 1 ist in Fma(®)
2. Sei p € ® eine atomare Aussage, dann ist p € Fma(®)
3. Seien ¢,y € Fma(®) dann gilt:
(@) ~¢peFma(®P)
(b) (¢ Vvw)eFma(d)
(¢) Oy € Fma(®)

Zur besseren Lesbarkeit werden folgende Kurzschreibweisen verwendet:
1. T:=21
2. (pAy):="(2pVy)
3. (p—vy)="pVy
4. () =(@—-YA({Y—@)
5. O =3 -0-¢

Folgende Regeln dienen ebenfalls der besseren Lesbarkeit insofern, als sie in einigen Fallen
Klammerung formal unnétig machen:

¢ AuBlere Klammern werden weggelassen.

¢ 1,0 und [0 binden am stirksten.

2In manchen Veréffentlichungen wird L fiir 0 und M fiir ) verwendet.
3Die Einordnung als Kurzschreibweise des (-Operators sollte vor dem Hintergrund von Abschnitt 2.4 gesehen
werden, in welchem beschrieben ist, dass dieser Zusammenhang gelegentlich auch als Axiom angegeben wird.
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* A bindet stirker als v.
¢ v wiederum bindet starker als — und <.

* Fir mehrfache Konnektoren desselben Typs werden die Klammern von rechts nach
links gesetzt. Die Formel p — ¢ — r wird also wie folgt ausgewertet: p — (¢ — r).

2.2.3 Semantik modaler Logik
Definition Sei W eine nichtleere Menge, 3(W) ihre Potenzmenge, R eine bindre Relation
auf W R<WxW)und V : D — P(W) eine Funktion.

1. Das Tupel F = (W,R) wird Kripke-Rahmen, oder kurz Rahmen genannt.

2. Das Tupel M = (F,V) ist ein auf F basierendes Modell. Anders formuliert: F liegt M
zugrunde.

Die Elemente aus W werden Welten genannt (auch Punkte oder Zustinde). Die Belegungs-
funktion V gibt an, in welchen Welten ein Atom wahr ist. Die Relation R (oft Nachbarschafts-
relation oder Bekanntschaftsrelation) gibt an, welche Welten aus einer Welt direkt erreichbar
oder sichtbar sind. Sie verkorpern die Intuition der Bekanntschaft zwischen Welten.

Die Interpretation der Standardoperatoren entspricht der Interpretation aus der Aussagen-
logik. Es gibt mehrere Moglichkeiten, die modalen Operatoren ¢ und [] zu interpretieren.
Die gingige Interpretation von g lautet ,¢ ist notwendigerweise wahr“, (¢ besagt ¢ ist
moglicherweise wahr”. Formal beschreibt [l in einer Welt, dass alle benachbarten Welten ¢
erfiillen, Q¢ dagegen verlangt die Erfiillung von ¢ in mindestens einer benachbarten Welt.

Definition Seien v und w3 modale Formeln. Sei F = (W,R) ein Rahmen und M = (F,V)
ein auf F basierendes Modell. Dann ist die Formel ¢:

1. wahrin der Welt w e W (M,w = ¢) genau dann, wenn einer der folgenden Punkte erfiillt
ist:

(@ =T

(b) ¢=x falls weV(x) und x €

(¢) ¢ ="y falls M,w |~y

(d) ¢=y1Vysfalls M,w=y1 oder M,w =y
(e) ¢ =0w; falls Jv € W mit wRv und M,v =y,

2. wahr in einem Modell M genau dann, wenn sie in jeder Welt im Modell wahr ist. (M |= ¢
gdw. Yw e W gilt: M,w |= ¢)

3. wahrin F (F |= @) genau dann, wenn sie in allen auf F basierenden Modellen wahr ist

4. wahr (= @) genau dann, wenn sie in allen Rahmen wahr ist

Eine Formel ¢ ist erfiillbar im Modell M = (W,R),V), wenn es mindestens eine Welt w e W
gibt, sodass M,w = ¢ gilt.

Die modale Tiefe gibt die maximale Schachtelungstiefe der modalen Operatoren in einer For-
mel wieder.
Definition Sei p € ® und seien ¢, ¥ modale Formeln. Die modale Tiefe wird induktiv defi-

niert als:

* md(p):=0
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* md(—¢) :=md(¢p)
* md(p V) = max{md(p), md(y)}
e md(Ce) :=1+md(p)

Zum Beispiel hat die Formel ¢ = (p v #) ALI(g v O((r v s) A £)) A O—q die modale Tiefe von zwei;
die modale Tiefe der Formel v = Op A O(—=p V q) ist eins. Formeln ohne modale Operatoren
haben die modale Tiefe von null.

Distributivgesetze fir modale Operatoren Der [1-Operator lisst sich iiber eine Kon-
junktion und der ¢-Operator iiber eine Disjunktion aufteilen. Es gilt:

(e Ay) < (Lo Aly) (2.8)
Ol V) < (O Vv Ooy) (2.9)

Fiir die Gleichung (2.8) sei M = (W,R),V) ein beliebiges Modell und wg € W eine beliebige
Welt. Angenommen, es gilt M,wo = U(@ A w). Dann gilt fiir jede Welt w1 mit woRw; zum
einen M,w;1 = ¢ und zum anderen M,w; |= w. In diesem Fall gilt dann natiirlich M,wq =
O und M,wq |= Oy oder anders aufgeschrieben M,wq = Op A Oy. Gleichzeitig bedeutet
M,wqo = UOp AOy, dass fir jede Welt wi mit woRw; gilt M,w; = ¢ und M,w; |= . Also gilt
M,w1 =@ Ay. Daraus folgt M,wo |=UO(@ Ay).

Die Gleichung (2.9) lasst sich aus der Gleichung (2.8) ableiten:

e Ay) — Lo AUy)

(= A ~y) — (e AOy) (Substitution von ¢ und ¥ durch —¢ bzw. )
0@ A ) < (0-e A0~ y) (Negation beider Seiten)
O(m A ) < (=0=¢ v ~O-y) (Dualitét von [0 und ¢)

Ao vy) = Qe VoY)

Bemerkung Die Distribution des [1-Operator iiber die Disjunktion sowie die Aufteilung
des {-Operators iiber die Konjunktion ist hingegen nicht korrekt:

o vy) — e vy)

e T, /
Olp Aw) <= (Op A QW) } keine Theoreme

2.3 Beispiele fiir Modelle in der modalen Logik

Folgende Beispiele sollen die oben genannten Definitionen verdeutlichen. Sei F' = (W,R) ein
Kripke-Rahmen mit:

* W={wo,wi,ws} und
* R ={woy,w1),(w1,w?)}

Kripke-Rahmen lassen sich gut als Graphen mit den Welten als Knoten visualisieren. Die
Abbildung 2.2 stellt eine geeignete Darstellung des Beispiel-Rahmens F dar. Es gibt hier
noch keinerlei Bezug zu Atomen.

O—0—0

Abb. 2.2: Darstellung des Beispiel-Rahmens F' als Graph
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Sei nun die Atommenge gegeben als ® = {p, q}. Die Belegungsfunktion V; auf F sei gegeben
mit: Vi(p) = {wo} und Vi1(q) = {wg,w1,ws}. Das auf dem Rahmen F basierende Modell M; =
((W,R),V7) wird in der Abbildung 2.3 dargestellt.

wo w1

oa——(-a

Abb. 2.3: Darstellung des Modells M

Beispielsweise gelten folgende Aussagen in M;:

M;1,wo = p,p Aq,0q,0q,00q,000q,...
My, w2 = -p,q,70q,Oq,...

Es lassen sich auch Formeln finden, die im gesamten Modell M; gelten, wie zB:
M; =0q,00q...

Diese Formeln sind jedoch nicht in ganz F wahr. Ein Gegenbeispiel ist das in der Abbil-

dung 2.4 dargestellte Modell My = (W,R),V3) mit Vo(p) = {we} und Va(q) = {wg,ws}. Im Un-
terschied zu dem Modell M; gilt das Atom g nicht in der Welt w;. Deshalb gilt [1g nicht in

wop.
1 l w2

Abb. 2.4: Darstellung des Modells Mo

Es lassen sich auch Formeln finden, die in ganz F wahr sind. Ein Beispiel hierfiir ist Op —
(p. Diese Formel gilt auf allen Belegungen des Rahmens F, aber wiederum nicht in allen
Rahmen. Zum Beispiel gilt diese Formel nicht auf dem Rahmen F; = (W,R;) mit R =R U
(w1,w1). Die Belegungsfunktion fiir das auf dem Rahmen Fy basierende Modell M3 sei erneut
Va. In der Welt w; gilt zwar ¢q, aber nicht [Iq. Die Abbildung 2.5 stellt das Modell M3 dar.

Abb. 2.5: Darstellung des Modells M3

Eine besondere Rolle kommt Formeln zu, die auf allen Rahmen gelten, oder zumindest auf
spezifischen Typen von Rahmen. Wir unterscheiden zwischen Axiomen einerseits, die nicht Axiom
hergeleitet werden konnen sondern eine duflere Intuition gezielt modellieren, und Theore-

men (oder Scdtzen, Tautologien), die sich aus diesen Axiomen herleiten lassen. Das Axiom K: Theorem
O(p — q) — (dp — Oq) ist ein Beispiel fiir eine in allen Rahmen geltende Formel, ebenso das

Theorem [l A O — O(¢ Ay). Wir werden im Folgenden sehen, dass unterschiedliche Axiome

bestimmte Topologien von Rahmen bedingen.
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K-Axiom

Modus Ponens,
Notwendigkeitsre-
gel

2.4 Axiomatisierung

Die syntaktischen Eigenschaften von Rahmen in der modalen Logik lassen sich mit Axiomen
festlegen. Mittels Inferenzregeln werden aus Axiomen und bereits bewiesenen Theoremen
weitere Theoreme gefolgert.

Eine modale Logik heif3t normal, wenn sie alle aussagenlogischen Axiome sowie mindestens
das erste der folgenden Axiome beinhaltet:

K  Og—y—Op—0y)

Dual Q¢ — e

Hierbei ist anzumerken, dass das Dual-Axiom lediglich die Bedeutung hat, ¢ zu definieren.
Dieser modale Operator kann aber auch als einfache Kurzfassung fiir —[]- betrachtet wer-
den, womit seiner Definition nicht das Gewicht eines Axioms zukidme. Entsprechend unter-
schiedlich handhabt die Literatur die Axiomatisierung. Nicht selten wird lediglich K als Axi-
om angefiithrt (vgl. Tab. 2.1).

Zur Schlussfolgerung neuer Theoreme miissen aulerdem folgende Inferenzregeln enthalten
sein:
¢ a4
W
NR (Notwendigkeitsregel) Diip

MP (Modus Ponens)

Der MP entstammt der klassischen Aussagenlogik und wird unveréandert in die Modallogik
ubertragen. Er kommt zur Anwendung, um iiber alle nicht-modalen Aussagen im klassischen
Sinn zu folgern. Die NR dagegen stellt die Ubertragung von Inferenz in die Begriffe der Mo-
dallogik dar. Es ist wesentlich, an dieser Stelle darauf hinzuweisen, dass es sich bei ¢ um
ein Theorem handelt, nicht um eine einfache Formel. Die NR besagt ausdriicklich nicht, dass
eine Formel, die in einer Welt gilt, automatisch auch in allen Nachbarwelten gelten muss.
Vielmehr besagt sie, dass ein Theorem, das (fiir eine passende Menge von Axiomen) somit bei
beliebigen Modellen aus beliebigen Formeln in jeder Welt gilt, auch in allen Nachbarwelten
gilt. Ein klassisches Beispiel fiir ein solches ¢ wire y v 7. Dies ist eine Tautologie, und eine
Tautologie gilt iiberall. Mittels NR konnen wir folgern, dass U(y v —y) ebenfalls eine Tau-
tologie ist. Im Allgemeinen ist 1 dagegen lediglich erfiillbar, aber selbst wenn es erfiillt ist,
bedeutet dies nicht, dass gleichzeitig immer Uy erfiillt ist.

Die kleinste normale Logik wird K genannt. AuBerdem wird K als kleinstes normales System
bezeichnet. Sei ¢ eine aus den Axiomen und bereits bewiesenen Formeln mittels Inferenzre-
geln gewonnen Formel. Statt ¢ € K wird auch kg ¢ geschrieben.

Folgende niitzliche Inferenzregeln konnen aus dem System gewonnen werden:

a4 Pos: a4

Nee: ——— —_—
Up — Oy O — Oy

Durch Hinzunahme weiterer Axiome lassen sich weitere normale Systeme erzeugen. Sei F' =
(W,R) ein Rahmen. Seien u,v,w € W Welten in F. In Tabelle 2.1 sind einige normale Systeme
aufgelistet?.

4Die Bezeichnungen variieren deutlich: In dem Paper [EFAC89] wird statt D das System als Q bezeichnet. T wie-
derum wird gelegentlich (z.B. [Gar00]) als M oder KT bezeichnet. Des Weiteren wird das hier als KB bezeichnete
System mitunter [Miil09] B genannt, wobei dann das hier B genannte System nicht mehr benannt werden kann.
Die Bezeichnungen hier wurden dahingehend gewihlt, dass sie nachvollziehbar, universell und etabliert sind,
soweit moglich.

18



Typ | Axiome Relation zwischen Welten

K | O@—wvw)— O¢p—Ow) | beliebig

K4 | K+ —OOp transitiv:
VuVuoVw({(uRv AvRw) = uRw)

D K+Ogp — Q¢ seriell:
Yu3dv(uRv)

T | K+Op—o reflexiv:
Yu(uRu)

KB | K+¢—O0p symmetrisch:
YuVv(uRv = vRu)

B KB+T symmetrisch, reflexiv:
VuVv(uRv = vRu)

E K+0p —0O0e euklidisch:
VuVoVw({(uRv AuRw)= vRw)

S4 | T+K4 reflexiv und transitiv

S5 | T+Ebzw. S4+B Aquivalenzrelation

Tab. 2.1: Modale Systeme, ihre definierenden Axiome (wobei das Dual-Axiom von K als reine
Definition des (-Operators ausgelassen wurde) und die durch die Axiome definier-
ten Relationseigenschaften der Rahmen (wobei u,v,w Welten beschreiben und uRv
die Bekanntschaftsrelation R von u nach v).

2.5 Systeme und Rahmeneigenschaften

Eine starke Beziehung besteht zwischen den axiomatisierten Systemen einerseits und den
Rahmen, in denen sie giiltig sind, andererseits. Alle hier beschriebenen Axiome bedingen
eine spezifische Struktur von Rahmen, in denen sie giiltig sind.

In den Erklirungstexten aller Systeme auBler K wird differenziert zwischen

¢ den urspriinglichen ,K-Nachbarn“ oder ,K-Nachbarschaften“ einerseits, womit diejeni-
gen Relationen gemeint sie, die bereits im K-System so gefordert und aufgestellt wiirden
(in den Bildern durchgezogen dargestellt), und

¢ den neuen Relationen, die die hinzugekommenen Axiome des jeweiligen Rahmens er-
forderlich machen (in den Bildern gestrichelt dargestellt).

Diese Begrifflichkeit ist nicht Standard, soll aber dem besseren Verstdndnis dienen, welche
Eigenschaften tatséchlich durch die Axiome eingebracht werden. SchlieBlich ist noch festzu-
stellen, dass der Ubersichtlichkeit halber nicht immer alle giiltigen Formeln in den Welten
angegeben wurden. So gilt etwa in Abb. 2.7 in allen Welten ¢, auller in wq, dies wird aber
lediglich im Text erwéahnt.
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2.5.1 Das System K und allgemeine Bekanntschaftsrelationen

Ohne weitere Axiome gilt, dass die Bekannt-
schaftsrelation zwischen den Welten beliebig
strukturiert sein kann. Insbesondere wird et-
wa nicht verlangt, dass Welten sich selbst
,kennen“, oder das diese Bekanntschaft auf
Gegenseitigkeit beruhen muss. Der passen-
de Rahmen zu einem allgemeinen K-System
ist somit ein allgemeiner, gerichteter Graph,
und entspricht der im Einfithrungsbeispiel
in Abschnitt 2.2.1 vorgestellten allgemeinen
Anschauung. Ein beispielhafter Rahmen ist
in Abb. 2.6 gezeigt. K stellt keine strikten
Einschrankungen an die Topologie der Be-
kanntschaftsrelationen zwischen den Welten;
einige Graphenstrukturen sind aber nicht
als minimale Modelle geeignet, so etwa Gra-
phen mit mehreren Zusammenhangskompo-
nenten.

“’“
e

Wy

Abb. 2.6: Das K-Axiom ((p — ¢q) — (Op —
[lq) motiviert die Graphenstruktur
von Welten, erlaubt aber allgemei-
ne Graphen. Die als w, bezeichne-
te Welt allerdings hat keinerlei Be-
deutung, wenn die erfiillende Welt
wy ist, da sie wy weder direkt noch
indirekt bekannt ist.

2.5.2 Das System K4 und transitive Bekanntschaftsrelationen

Das Axiom K4 besagt: Wenn eine Formel in
allen Nachbarwelten gilt, so gilt sie auch
in all deren Nachbarwelten. Dies ist ver-
deutlicht in Abb. 2.7. Dadurch, dass die K-
Relation (durchgezogene Pfeile) um die tran-
sitive Hiille erweitert wird (gestrichelte Pfei-
le), kennt wg nicht nur seine von K geforder-
ten Nachbarn, sondern deren Nachbarn. Ist
nun in wo Qg gefordert, so betrifft diese For-
derung neben ihren K-Nachbarn auch wieder-
um deren Nachbarn und erzwingt somit [lg
gleichsam fiir sie. Nicht gezeigt in der Abbil-
dung ist, dass in allen Welten aufer wy auch
¢ gelten muss. Die Welt wy ist ausgenom-
men, da es sich nicht um ein T-System han-
delt. Dieses Axiom kann verwendet werden,
um ,bekannt® mit ,in der Vergangenheit® zu
identifizieren. Somit hétte [1 die Bedeutung
»in der Vergangenheit immer“. Gilt nun in ei-
ner Welt (einem ,Ereignis“) w; etwa ,in der
Vergangenheit gab es noch keine Automobi-
le“, so gilt dasselbe auch in der Welt w;, die
,in der Vergangenheit von“ w; liegt.
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Abb. 2.7: Das K4-Axiom Ug — C0g wird ge-
wihrleistet durch eine transitive
Relation. Die Nachbarn der Nach-
barn von wq sind gleichzeitig direk-
te Nachbarn von wg. In allen Wel-
ten auller wy gilt des Weiteren ¢.



2.5.3 Das System D und serielle Bekanntschaftsrelationen

Das Axiom D fordert, dass sofern eine For-
mel in allen Nachbarwelten gilt, sie auch in
mindestens einer Nachbarwelt gelten muss.
Dies bedeutet, dass im Allgemeinen jede Welt
auch eine Nachbarwelt besitzen muss, es darf
keine Sackgassen geben. Eine solche Relation
wird als ,seriell“ bezeichnet. Die Forderung,
salles, was notwendig ist, muss auch moglich
sein®, entspricht der Intuition, dass etwa ei-
ne Forderung ,notwendigerweise sind Krei-
se rund“ impliziert, dass es iiberhaupt Krei-
se gibt — anstelle der K-Interpretation, die
auch eine Nicht-Existenz von Kreisen als Er-
filllung akzeptieren wiirde. Abb. 2.8 zeigt die
erzwungene Relation gestrichelt.

wo

Abb. 2.8: Das D-Axiom g — Q¢ erfordert,
dass wo durch Ug auch eine Welt
kennt, in der ¢ gilt, somit $¢. So-
fern ¢ keine weiteren [J- oder -
Operatoren enthilt, ist seine Nach-
folgewelt beliebig.

2.5.4 Das System T und reflexive Bekanntschaftsrelationen

Das Axiom T besagt, dass wenn eine Formel
von einer Welt als ,notwendig giiltig“ betrach-
tet wird, sie in ebendieser Welt auch gelten
muss. Dies wird erzielt, indem man jede Welt
sich selbst ,kennen“ ldsst. Gilt jetzt ein Uy
in einer Welt w, so erzwingt dies ein lokales
¢ in w. Eine Bekanntschaftsrelation, in der
jedes Element auch sich selbst kennt, wird
als reflexiv bezeichnet. Die damit verkniipf-
te Forderung ,was nétig ist, muss auch giil-
tig sein“ entspricht der natirlichen Intuiti-
on von ,moglich“ und ,nétig®. Dies ist darge-
stellt in Abb. 2.9, in der U in wg nicht nur
in allen K-Nachbarn (durchgezogene Pfeile)
ein ¢ erzwingt, sondern durch die reflexive
Bekanntschaft mit sich selbst (gestrichtelter
Pfeil) auch bei sich selbst.

Abb. 2.9: Das T-Axiom (¢ — ¢ wird durch ei-
ne reflexive Relation gewéhrleistet.

2.5.5 Das System KB und symmetrische Bekanntschaftsrelationen

Das Axiom KB besagt, dass wenn eine Formel
in einer Welt gilt, somit auch in allen ihr be-
kannten Welten jeweils eine Welt bekannt ist,
in der diese Formel gilt. Die letzte und ers-
te Welt sind hier in der Interpretation selbst-
verstiandlich identisch: Alle ,Bekannten® ei-
ner Welt kennen wiederum diese Welt selbst,
die Bekanntschaftsrelation ist symmetrisch.
Der damit verbundene Rahmen ist also ein
ungerichteter Graph. Dies ist dargestellt in
Abb. 2.10: wg hat vier nach K bekannte Wel-
ten (durchgezogene Pfeile), zu denen durch
die Symmetrie entgegengerichtete Pfeile (ge-
strichelt) kommen. In wq gilt ¢, und in allen
benachbarten Welten gilt (¢, da sie alle nun
wo kennen.

Abb. 2.10: Das KB-Axiom ¢ — 0@ wird ge-
wiahrleistet durch eine symmetri-
sche Relation.
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3 Resolution fiir modale Logiken

Dieses Kapitel befasst sich mit dem Kern der Arbeit, ndmlich der Resolution innerhalb der
unterschiedlichen Klassen von modalen Systemen, wie in Tab. 2.1 vorgestellt. Die wesentli-
che Grundlage fiir die hier dargestellten Erklarungen ist [EFdC89]. Zunéichst werden in den
Abschnitten 3.1 und 3.2 Intuitionen anhand von Beispielen verdeutlicht und einige grundle-
gende Definitionen dargestellt. Dies ist Grundlage fiir die folgenden Kapitel 4 bis 9 mit den
detaillierten Beschreibungen der Resolutionsmechanismen in den jeweiligen Systemen. Die
Mechanismen der modallogischen Systeme bauen aufgrund der gemeinsamen Basisaxiome
stark aufeinander auf. Es wird daher empfohlen, die Abschnitte in der gegebenen Reihen-
folge zu lesen, da ein Verstidndnis der Resolution einzelner Systeme unabhéngig etwa von K
nicht moglich ist. Wo erforderlich, wurden entsprechende Verweise eingebracht. Es ist aber
ferner empfehlenswert, insbesondere die angegebenen Algorithmen der einzelnen Systeme
im direkten Vergleich zu betrachten.

3.1 Angestrebte Funktionsweise der Resolution

Bevor die modale Resolution formal definiert wird, sollen folgende Beispiele die gewiinschte
Funktionsweise der Resolution im Kontext der modalen Logik verdeutlichen.

Opvae) O-p

oD @
O(pvaq) U-p
Og (b)
OGp,pVa) ©
O(p,pVa,q)

In (a) werden [0 und { kombiniert. Die Aussage von (a) ist: Wenn in allen Nachfolgewelten
pVq gilt und es auBlerdem (mindestens) eine Nachfolgewelt gibt, in der —p gilt, dann muss
es auch (mindestens) eine Nachfolgewelt geben, in der —1p A ¢ gilt.

Ahnlich kombiniert (b) zwei (-Operatoren. Die Bedeutung von (b) ist: Wenn in allen Nachfol-
gewelten p Vv q gilt und gleichzeitig in allen Nachfolgewelten —p gilt, dann muss zwangsldufig
q in allen Nachfolgewelten gelten.

Eine dhnliche Regel mit zwei (-Klauseln wire nicht korrekt, da die jeweiligen ¢-Klauseln
sich nicht zwangsldufig auf dieselbe Nachfolgewelt beziehen miissen.

Wenn ¢ eine unerfiillbare Formel ist, dann ist die Formel ¢ = Q¢ ebenfalls unerfiillbar. Im
Kontext der modalen Logik muss es moglich sein, Schliisse aus nur einer Priamisse zu ziehen.
Beispiel (c) verdeutlicht dies. Die Formel ((—p, q) ist zwar logisch dquivalent zu O(-p,pVvgq,q),
die explizitere Darstellung wird jedoch fiir die Vollstandigkeit benétigt.

22



3.2 Normalformen fiir modallogische Formeln

Wie bereits die Aussagenlogik verfiigt auch die Modallogik iiber eigene Normalformen, die
die Ordnung der Operatoren vereinheitlichen. Diese Normalformen beschrianken, wie auch im
Fall der Aussagenlogik, nicht die Allgemeinheit der abbildbaren Formeln, aber erleichtern die
algorithmische Losung, die in den spéteren Abschnitten aufgestellt wird. Es ist jedoch bereits
hier zu bemerken, dass die Transformation einer Formel in die jeweiligen Normalformen
— ebenfalls wie in der Aussagenlogik— komplexitéatstechnisch nicht zu vernachlassigen ist.
Die Umformung kann unter Umsténden erheblichen Aufwand verursachen, und umgekehrt
die Komplexitit der Resolution gegeniiber dem Allgemeinfall deutlich reduzieren. In [Lad77]
wird gezeigt, dass das Finden eines erfiillenden Modells fiir eine modallogische Formel in
Systemen zwischen K und S$4 ein PSPACE-vollstéindiges Problem ist. Im Falle von S5 ist das
Problem lediglich NP-vollsténdig. Da die Komplexitit in dieser Arbeit nicht im Vordergrund
steht, sei dies nur als einleitende Bemerkung gegeben.

Definition (DNF) Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (kurz DNF), wenn sie eine
(moglicherweise leere) Disjunktion folgender Gestalt ist:

Q= VLi VVDDJ'VVQAk
Wobei jedes L; ein Literal, jedes D in DNF und jedes Ay in KNF ist.

Definition (KNF) Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (kurz KNF), wenn sie fol-
gende Form hat:
¢=/\C;

Wobei jedes C; in DNF ist.

Zum Beispiel sind folgende Formeln in KNF:

* O(pvgVvorat))
e Olpvg)at)A—p
e apvOOp v Oglr))

Folgende Formeln sind es nicht:

e S0(Op Vv O(gVv(rAdp))
* (pvgAr)Aas
e Opvg)AOOW(sviE)Aq)

Wie eingangs beschrieben und im folgenden Satz 1 formalisiert, konnen Formeln zur Prifung
ihrer Erfiillbarkeit ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in KNF betrachtet werden, wo-
bei Aussagen tiber Entscheidbarkeit, nicht aber iiber allgemeine Komplexitdtseigenschaften,
Gultigkeit behalten.

Satz1 Zu jeder modalen Formel ¢ ldsst sich effizient eine erfiillbarkeitsiquivalente Formel
¢' in KNF konstruieren.

Beweis. Als erstes werden alle klassischen Operatoren auler A,V,— entfernt und die Ne-
gation nach innen gezogen, bis sie direkt vor einem aussagenlogischen Atom steht. Dieser
Vorgang nutzt die Axiome der Aussagenlogik, die Axiome K und Dual, sowie die Regeln Nec
und Pos von K. AnschlieBend folgt eine Induktion iiber die modale Tiefe von ¢.

e Wenn md(¢) = 0, dann wird verfahren wie im Abschnitt 2.1 beschrieben — es handelt
sich jetzt um eine klassische aussagenlogische Formel ohne modale Operatoren.
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* Wenn ¢ =y, dann wird ¢ normalisiert und mit dem Axiom K wird O tiber die Kon-
junktion verteilt.

e Wenn ¢ = Qy: Sei ¢’ Normalform von v, so ist Q' Normalform von ¢.

* Sonst ist ¢ eine Kombination von Literalen und mit (] oder { beginnenden Teilfor-
meln. Letztere werden normalisiert und anschlieend wird die Gesamtformel wie im
Abschnitt 2.1 beschrieben in die Normalform gebracht.

Beispiel der Umformung

Die Umformung soll an folgender Formel beispielhaft vorgenommen werden:

S0Op v a0(g v (r AOP)))

Nachdem die Negation nach innen gezogen wurde, sieht die Formel wie folgt aus:

O@-pAO(gVv(radp))

Die Teilformel q v (r AQp) kann zu (g Vr)A(q v {p) normalisiert werden. Insgesamt stellt sich
die Formel in KNF also wie folgt dar:

OM=p AOWgVvr)AlgVvOp))

Da KNF-Formeln als Mengen von Klauseln dargestellt werden, wird die KNF-Formel wie
folgt geschrieben:
O@=p,0lgvr,qgvOp)

Diese Umformung ist unabhéingig davon, welches normale modallogische System betrachtet
wird. Die spezifischen Axiome der einzelnen Systeme kommen in den folgenden Abschnitten
zum Tragen, wobei jeweils von der hier vorgestellten, allgemeinen Normalform ausgegangen
wird.
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4 Resolution fiir K-Rahmen

In diesem Kapitel wird die Resolution fiir K-Rahmen erortert. Zu diesem Zweck wird das Sys-
tem RK definiert und dessen Korrektheit sowie Vollstindigkeit gezeigt. In spéteren Kapiteln
wird das System fiir weitere Rahmen erweitert, somit ist RK die Grundlage fiir alle in dieser
Arbeit vorgestellten Resolutionssysteme.

4.1 Das System RK

In [EFdC89] werden drei Bestandteile des Systems RK beschrieben. Es werden Resolutionsre- Resolutionsregel,
geln fiir die Berechnung der Resolvente, Vereinfachungsregeln und Schlussregeln eingefiihrt. Vereinfachungs-

Die Berechnung der Resolvente erfolgt durch nicht-deterministische Anwendung der Regeln.  regel,
Schlussregel

4.1.1 Regeln zur Berechnung der Resolvente

Im folgenden Ubersichtsdiagramm werden zwei Relationen auf Klauseln definiert. Die Schreib-
weise X(A,B) — C bedeutet, dass C direkte Resolvente von A und B ist. Wenn C direkte X(A,B)—C,
Resolvente von A ist, dann ist die Schreibweise I'(A) — C. ra-c

Axiome
(A1) Z(p,7p)— L
(A2) 2(L,A) — L

Z-Regeln I'-Regeln
) 3(A,B)—C o1) Z(A,B)—C
S(AvD{,BvDy)—CvDiVvDy I'(O(A,B,E)) — ((A,B,C,E)
3(A,B)—C I'(A)— B
O 2
€O 2(UA,O(B,E)) — O(B,C,E) ©2) I'(O(A,E)) — O(B,A,E)
3(A,B)—C I'(A)—B
¢ >(0A,0B) - OC ) I'AvC)—BvC
I'(A)—B
© r(0JA)— OB

A,B,C,D1,D; sind Klauseln und E ist eine Klauselmenge.
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Normalform

4.1.2 Vereinfachungsregeln

Die Schreibweise A ~ B bedeutet, dass A zu B vereinfacht werden kann.
(S1) OL=L1
(S2) LvD =D
(83) (L,D)= L
(S4) AVAvD=AvVD
Bemerkung Fiir jede Formel ¢ gibt es eine eindeutige Formel ¢', sodass ¢ ~ ¢, und ¢’
nicht weiter vereinfacht werden kann. ¢’ wird die Normalform von ¢ genannt.
Definition (Resolvente) Sei C die Normalform von C'. C ist dann eine Resolvente von:
* A und B gdw. 2(A,B) — C'. Schreibweise: (A,B) = C
e A gdw. T(A)— C'. Schreibweise: T(A) = C

Wir unterscheiden also zwischen der direkten Resolution in eine unvereinfachte Formel,
2(A,B) — C, und der Resolution mit anschlieBender Vereinfachung in eine einheitliche Nor-
malform, X(A,B) = C (und ebenso fiir I').

4.1.3 Inferenzregeln

Die XZ-, I'- sowie die Vereinfachungsregeln fithren zu den eigentlichen Schlussregeln.

Seien C,C1,C9 und D Klauseln. Die Inferenzregeln lauten:

(R1) £ wennI(C)=>D

(R2) ©52 wenn 2(C1,C2) =D

Definition (RK-Konsequenz) Die Deduktion einer Klausel D aus der Menge S in RK wird
RK-Konsequenz genannt. Schreibweise: S Frk D.

4.2 Korrektheit

Die Korrektheit von RK relativ zu K zeigt folgender Satz:

Satz 2
(1) Aus Z(A,B)— C folgt Fk AANB —C.
(it) AusI'(A)— C folgt Fk A — C.
(iii) Aus SRk C folgt Fx S — C
Beweis. Die Falle (i) und (ii) werden induktiv iiber die Anzahl der Anwendungen der Resolu-
tionsregeln bewiesen.
Wenn Z(A,B) — C ein Axiom ist, dann ist entweder
e >(p,7p)— Lunddannist Fxk p A—p — L, oder
e X(L,A)—» AunddanngiltFxk LAA — A.
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Wenn die letzte angewandte Regel eine Z-v-Regel war, dann folgt nach der Induktionsvoraus-
setzung (IV) kg A A B — C mittels klassischem Kalkul:

|—K(A VD{)ABVDy)—CvDiVvDgy

Falls die letzte angewandte Regel eine X-[J)-Regel war, dann folgt aus IV und der Regel Pos

FK(OAAOMBAE)) - O(AABAE)

sowie
Fk QAAABAE)— O(BACAE).

Fiir die Z-[JJ-Regel als zuletzt angewandte Regel folgt aus IV und der Regel Nec

Fk (DA AOB) — OC.

Die I'-01-Regel schligt die Briicke zwischen den Axiomen und den I'-Regeln. Aus g (AAB) —
C und der Regel Pos folgt

Fk Q(AABAE)— O(AABACAE).

Falls die letzte Regel eine I'-(2-Regel war, dann folgt aus der IV g A — B und der Regel Pos

Fk O(AAE)— O(BAAAE).

Falls es die I'-v-Regel war, dann folgt aus der IV

Fk(AvC)—BvVvC.

Und schlieBlich, falls es sich um die I'-[J-Regel handelte, dann gilt aus IV und der Regel Nec

kDA — OB.

Der Fall (iii) folgt dann direkt mittels Modus Ponens unter der Verwendung der Tatsache,
dass aus A =~ B folgt, dass A und B logisch dquivalent in K sind.

O

4.3 Vollstandigkeit

Im Folgenden wird gezeigt, dass das System RK widerlegungsvollstindig ist, also dass eine
Widerlegung in RK einer Widerlegung auf Basis von K entspricht.

Satz 3  Jede unerfiillbare Klauselmenge ist RK-widerlegbar.

Die grundsitzliche Beweisidee ist folgendermafien: Fiir eine Klauselmenge S wird ein seman-
tisches Tableau (ein sogenannter K-Baum) aufgebaut. In dieser Baumstruktur wird dann, an-
gefangen bei den Bléittern, sukzessive gepriift, ob ein Knoten einen Widerspruch beinhaltet.
In diesem Fall werden die Vorgéngerknoten tiberpriift. Falls die Wurzel des Baums (die Klau-
selmenge S selbst) einen Widerspruch beinhaltet, dann ist die Klauselmenge unerfiillbar. Im
anderen Fall lassen sich aus dem Baum die Welten, die Relation, sowie die Belegung fiir ein
S erfiillendes Modell ableiten.
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Projektionen

abgeschlossener
Knoten,
Typ-1-Knoten,
Typ-2-Knoten

L IR B U

© ®

10
11
12

13

Algorithmus 1 : Konstruktion des K-Baums

Eingabe : Klauselmenge S
Ausgabe : Ein Baum G = (V,E) (K-Baum fiir S)
Setze die Wurzel von G auf S
solange moglich tue
solange moglich tue
wihle ein Blatt v € V mit einer Klausel der Form C =C; v Cqy
markiere u als ,,Typ 1¢
fiige zwei Kinder zu u hinzu:
u1:=u—{Cu{C1}und us:=u—{C}u{Cs}

/ An dieser Stelle ist jedes Blatt eine Menge von Einheitsklauseln
iir jedes Blatt u €V tue
wenn nicht (p,—p) € u fiir Atom p dann

// u ist eine Menge von Einheitsklauseln

// u =L1,...,Lm,DAl,...DAn,OPL...,()Pq

fiir i .= 1 bis g tue

u; .= Pi,Al,...,An
L fiige u; als Kind von « hinzu

-,

markiere alle unmarkierten Knoten als ,,Typ 2“

Im K-Baum sind Knoten Klauselmengen. Die Kanten des Baumes sind gerichtet und ein
Knoten wird als Wurzel ausgezeichnet. Der Algorithmus 1 konstruiert einen solchen K-Baum
zu einer gegebenen Klauselmenge S.

Die Abbruchbedingung fiir die in der Zeile 2 startende Schleife wird erfiillt, wenn fiir jedes
Blatt u gilt: u ist eine Menge von Einheitsklauseln und ein Atom p, sowie —1p, sind in u oder
es gibt keine Klausel mehr der Form QA.

Die Knoten, die in der Zeile 7 hinzugefiigt werden, haben dieselbe modale Tiefe wie die El-
ternknoten. In der Zeile 12 hinzugefiigte Knoten haben eine echt kleinere modale Tiefe im
Vergleich zu den Elternknoten. Somit terminiert Algorithmus 1.

Die in der Zeile 12 hinzugefiigte Knoten u; werden K-Projektionen von u genannt.

Definition (Menge der abgeschlossenen Knoten) Sei p ein Atom und u €'V ein Knoten im
K-Baum. Die Menge der abgeschlossenen Knoten wird rekursiv wie folgt definiert:

* u ist abgeschlossen wenn (p,mp)€u
* ist u als ,Typ 1“ markiert und alle Kinder von u sind abgeschlossen, so ist es auch u

* ist u als ,,Typ 2“ markiert und mindestens eins der Kinder von u ist abgeschlossen, so
auch u

Definition (Tiefe eines Knotens) Die Tiefe d(u) eines Knotens u in dem K-Baum ist wie
folgt definiert:

® die Blditter haben die Tiefe 0,
* wenn u die Kinder u1,...,u, hat, dann d(u) = max(d(u1),...,d(u,))+1

Die Tiefe des K-Baum ist die Tiefe der Wurzel.

Lemma4 Sei S eine Menge von Klauseln. Wenn der K-Baum von S nicht abgeschlossen ist,
dann hat S ein Modell.
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Beweis. Sei G = (V,E) ein nicht abgeschlossener Baum fiir 8. Dann existiert ein Teilbaum
G'=(V',E") mit V'V und E’ € E sodass:

¢ die Wurzeln von G und von G’ iibereinstimmen,

¢ alle Knoten von G' nicht abgeschlossen sind,

¢ jeder Knoten vom ,Typ 1“ genau einen Nachfolger hat,

¢ die Kinder eines ,Typ 2“-Knotens u in G genau die Kinder des Knotens u in G’ sind.

Sei p die kleinste Aquivalenzrelation, die die Paare (z,v) aus G’ beinhaltet, sodass (z,v) € E’
und u ist vom ,Typ 1% Sei |u| die Aquivalenzklasse von u. Das S erfiillende Modell M =
((W,R),V) wird aus G wie folgt gewonnen:

1. W ist die Menge der Aquivalenzklassen von G' beziiglich p

2. fur |u| und |v| in G: |[u|R|v| gdw. |u| # |v] und es existiert ein u; € |u| sowie ein v; € |v]
sodass (u1,v1)€E

3. lule V(p) gdw. p € u; fir einen u1 € |u|

Behauptung Fiir jeden Knoten u € G' und jede Klausel A in u gilt M,|u| = A

Beweis der Behauptung. Induktion tiiber die Lénge von A.

Wenn A ein Literal ist, so folgt die Behauptung aus der Definition der Sichtbarkeitsrelation
V.

Wenn A =A;1VAy,soist u ein ,Typ 1“-Knoten und entweder A oder Ag ist in einem Nachfol-
ger v von u mit upv. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass es
sich hierbei um A1 handelt. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt M,|v| |= A1. Aus |u| = |v|
folgt die Behauptung.

Wenn A = A1, dann gibt es einen ,Typ 2“Knoten ©’ in |u| sodass A € u/. AuBerdem hat v’
ein Kind u" (Zeile 12 im Algorithmus), sodass A7 € u”. Nach der Induktionsvoraussetzung
gilt M,|u"| = A1 und daraus folgt M, |u'| |= OA.

Und schlieBlich, wenn A = [JA1, so gibt es einen ,Typ 2“-Knoten ' aus |u| sodass [JA; € .
Aus der Konstruktion des K-Baums folgt, dass fiir alle Kinder ») von u’ gilt A; € u}. Die u/
Welten sind genau die Welten, die aus u’ erreichbar sind. Nach der Induktionsvoraussetzung
gilt M, |u'| = 0A;.

|
Aus der Behauptung folgt: Wenn der Knoten r die Wurzel des Baumes ist, so gilt M,|r||= S
und M ist ein Modell fiir S. O

4.3.1 Beispiel fiir einen Baum mit nicht abgeschlossener Wurzel

Sei S ={pvt,0qVvOrvs),t), q}. Die Abbildung 4.1 zeigt den dazugehorigen K-Baum.
Der Teilbaum, wie im Beweis gefordert, sieht beispielsweise wie in Abbildung 4.2 aus.
Aus dieser Abbildung ergibt sich folgendes Modell M = ((W,R),V) fir die Klauselmenge S:
¢ Die Welten sind W = {wg, w1, wso} mit
- wo={{pVvt,U(gVOoUrvs),),0qh{p,Ulg v O(rvs),t),0ql
- w1={{q,q vO((rvs),t}{nq,0rvs),nl}

- wo ={{(rvs),t}{r,th
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{pVvt,OgVvOUrvs),t),Oql

N

{p,0(q v O(r v s),1)),0q} {t,0(q vOWrvs),t),0q}

{mq,q v OU(rvs),t) {=gq,0((rvs),t)

N\

(.0 v ), 0) (2,0 v ),

{(rvs),t} {(rvs),t}

/\ /\

{r,t} {s,t} {r,t} {s,t}

Abb. 4.1: K-Baum fiir S. Die ,,Typ 1“-Knoten sind blau und die , Typ 2“-Knoten rot markiert.
Die umrundeten Knoten sind abgeschlossen.

* Die Relation ist R = {(wo,w1), (w1, w2)}
¢ Die Belegungsfunktion ist V mit

V(p) = {wo}

Vig)=¢

V(r) = {ws}

V() = {wg}

Die Abbildung 4.3 ist eine geeignete Darstellung des Modells M.
Im zweiten Teil des Beweises wird gezeigt, dass ein K-Baum mit abgeschlossener Wurzel RK-
widerlegbar ist.
Lemma 5 Seien A;, B und Q; Klauseln.
(i) Aus Ay,...,A, Frg B folgt UA4,...,0A, Frg OB.

(ii) Wenn Aq,...,A,,Q1,...,Q, Frk B mit (r = 1) und der Beweis benutzt mindestens eins der
Qj, dann folgt

e [A4,...04,,0@1,...,Q,) Frk O0B,Q1,...,Q,,E), fiir eine Klauselmenge E, falls
B#1

e (A4,...04A,,0@1,...,Q,) Frk L, sonst.

Beweis. (i): Angenommen, es gibt einen Beweis von B aus Aj,...,A,. Dieser Beweis wird wie
folgt modifiziert:
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{pVvt,OgVvOlrvs),t),Oq}

{p,0(q v OU(rvs),t),0q}

{mgq,q Vv O((rvs),t)}

{=g,0((rvs),t)}

Abb. 4.2: Teilbaum fiir 8 mit eingezeichneten Aquivalenzklassen, Farben geméif Abb. 4.1.
Die Aquivalenzklassen sind in der Abbildung schwarz umrundet.

Abb. 4.3: Darstellung des Modells M als Graph, mit den drei Welten entsprechend der in
Abb. 4.2 dargestellten Aquivalenzrelationen.
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e Jedes Axiom A; wird durch [JA; ersetzt.

¢ Jede Regel der Form ClD €2 mit >(C1,C3) = D wird durch % ersetzt. Dies ist
moglich, da Z(L1C,00C9) = [ID aus der Z-[1[1-Regel folgt.

¢ Jede Regel der Form % mit I'(C) > D wird durch % ersetzt. Dies ist moglich, da

I'(C) = 0D aus der I'-[J-Regel folgt.

Fir bessere Lesbarkeit werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
e AfiirAy,...,A,
e DA fur OA;4,...,04,
e QfirQs,...,Q,
* 0Q fiir 0Q1,...,0Q,

Sei S eine Klauselmenge und C € S eine Klausel. Die Klausel D hdngt von C ab, wenn fiir
den Beweis von D aus S die Klausel C benétigt wird.

(i1): Angenommen B # 1. Der Beweis der Aussage erfolgt per Induktion tiber den Beweis fiir
B.

Wenn B ein Axiom ist, dann muss gelten, dass B = Q; fiir ein j. Dann gilt ¢(B,Q1,...,Q;) =
N@Q1,...,Qr).

Andernfalls wurde entweder die Regel (R1) oder die Regel (R2) verwendet.
Fall 1: Angenommen, es handelte sich um die Regel (R2). Der Beweis fiir B hat folgende Form:

A Q A Q
Cl C2

B

mit 2(C1,C9)=>B (a)
Mindestens eines der C; muss von mindestens einem € ; abhéngen. Angenommen es ist C.
Es gibt erneut zwei Moglichkeiten:

(1) A +gg Ca. Dann folgt aus (i): DA - 0Cs. Gleichzeitig gilt nach der Induktionsvorausset-
zung A, 0Q + O(C1,@,E). Insgesamt fiihrt es zusammen mit (a) und Z-[JO-Regel zur

folgenden Beweisstruktur:
DA 0Q

0(C1,Q,E) 0Cq

{(C1,B,Q,E)
Sei nun F =(C1,E), dann lasst sich ((C1,B,Q,E) als {(B,Q,F) schreiben.

OA

(R2)

(2) Cg hiangt von mindestens einem der @ j aus @ ab. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt:

0A,0Q + O(C1,Q,E) (b)

Der Beweis A,Q F Cy kann geschrieben werden als A,Q,C1,E + Cy. Zusammen mit der
Induktionsvoraussetzung ergibt das:

UA,0(C1,Q,E) - O(C2,C1,Q,F) fur ein F (c)

32



Aus (b), (¢) und der I'-0-Regel folgt folgende Beweisstruktur:

DA 0Q

(C1,Q.E) A
\ (c)/
0(C1,C2,Q.F)

(R1D) -
O(B,C1,C3,Q,F)

Sei G =(C1,C2,F), dann hat {(B,Q,G) die gewiinschte Form.

Fall 2: Die zuletzt angewandte Regel war (R1). In diesem Fall hat der Beweis fiir B folgende
Form:

mit ['(C)=B

Hierbei muss C von mindestens einem @ ; abhéngen. Nach der Induktionsvoraussetzung gilt
0A,0Q F O(C,Q,E). Zusammen mit der I'-O-Regel folgt dann folgende Beweisstruktur:

A 0)
NS
O(C,Q,E)
O(B,C,Q,E)

(R1)

Sei H =(C,E), dann hat {(B,Q, H) die gewiinschte Form.
Sei nun B = 1. Der Beweis ist analog, wobei die Vereinfachung ¢(L,E) ~ 1 verwendet wird.

O

Korollar 6

(i) Aus Aq,...,A,,Q1,...,Q, Frk L mit (r = 1) folgt
OA,4,...,0A,,0Q1,...,0Q, Frk L.

(ii) Sei S eine Klauselmenge. S ist widerlegbar, wenn eine der K-Projektionen S; widerlegbar
ist.
Beweis. (i) Fall 1: A+ L. Dann gilt A +- OL. Unter Verwendung des Axioms (A2), folgt
2(OL,0Q) — OL was sich zu (01, 0Q) > L vereinfachen lésst.
Insgesamt folgt also 0A,0Q + L.
Fall 2: Der Beweis von L hingt von @ ab. In diesem Fall wird Lemma 5 angewandt.

(i1) ergibt sich direkt aus (i). O
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{Op,O0(-p v q),0-q}

{~pVvaq,p,7q}

Abb. 4.4: Baum mit abgeschlossener Wurzel gemifl Beispiel in Abschnitt 4.3.2. Wieder sind
,Typ 1“-Knoten blau und die ,,Typ 2“-Knoten rot markiert. Die umrundeten Knoten
sind abgeschlossen.

Lemma 7 In einem K-Baum ist jeder abgeschlossene Knoten widerlegbar.

Beweis. Induktion iiber die Tiefe des betrachteten Knotens w.

* Wenn d(u) =0, dann ist u ein Blatt und fir ein Atom p gilt p,7p € u. Aus dem Axiom
(A1) folgt, dass u widerlegbar ist.

¢ Angenommen, die Annahme gilt fiir alle z’ mit d(z') < n und d(z) = n. Wenn u ein ,Typ
2“-Knoten ist, dann sind die Kinder von u Projektionen. Die Aussage folgt dann aus
dem Korollar 6 und der Induktionsvoraussetzung.

¢ Wenn u ein ,Typ-1“-Knoten ist, dann hat u die Kinder
ur=u—{Ctu{C1} und ugs=u-{Clu{Cs} fiurein C=CiVvC(Cy

Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es die Widerlegungen r; fiir u1 sowie ro fir usg.
Die Widerlegung r; wird zur Deduktion fiir C9 modifiziert. Hierbei wird die Vereinfa-
chungsregel (S4) verwendet. Anschlieend wird mit r9 die Widerlegung fiir u gezeigt.

O

Beweis vom Satz 3. Angenommen die Klauselmenge S ist unerfiillbar. Aus dem Lemma 4
folgt, dass der dazugehorige K-Baum abgeschlossen sein muss. Aus dem Lemma 7 folgt dann,
dass die abgeschlossene Wurzel des Baumes RK-widerlegbar ist. O

4.3.2 Beispiel fiir einen Baum mit abgeschlossener Wurzel

Sei S = {p,O(—p V q),~q}. Die Abbildung 4.4 stellt den dazugehorigen K-Baum dar. Die
Wurzel des Baumes ist abgeschlossen, somit muss S widerlegbar sein. Mittels X-v- und X-
OO-Regeln folgt:

X(p,7p)—1L
2(p,7pvqg)— Lvgq
=(p,0pvg)—O-pvg,Lvg)

(V)

@

Mit der Vereinfachung
O(pvg,Lvg =0(tpVvg,q)
folgt also
Z(Up,0(pVv @)= O(pVvg,q).

Auf die gleiche Weise folgt mittels der Z-C10-Regel
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2(q,mq)— L

@0).
Z(Q(pva,q),07q)— (g, L, pVvq)

Mit den Vereinfachungen
Og, L, pve)=OL=1
folgt insgesamt
Z(0(pvg,q),Unq) = L.

Die Widerlegung von {{p,O(—p Vv q),[d-q} erfolgt also in zwei (R2) Schritten:

Up O(pva)
O(-pva,q) U-g
1

Die Widerlegung der Klauselmenge S’ = {)(Up, O(-pVq),[0-q)} erfolgt in zwei (R1) Schritten:

I'(@p,O(np v q),07g)) = O(p,O(-p v q),0(p Vaq,q),0q)

und

I'(QMOp,0(p v g),0(-pVvg,q),l1q) > L.

Hierbei wurden die I'-(1-Regel und die Vereinfachungsregeln verwendet.
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5 Resolution fiir D-Rahmen

Das System D! (gelegentlich ,Q“) ist eine Erweiterung des Systems K um das folgende Axiom
Uo — Q.

Das Axiom besagt, dass wenn ¢ in allen Nachfolgewelten einer Welt w gelten soll, so gibt
es auch mindestens eine Welt die aus w erreichbar ist. Dies ist, zur Erinnerung, andernfalls
keineswegs gefordert, da [l auch in Abwesenheit aller Nachbarwelten erfiillt ist. Das System
D ist die Klasse aller Rahmen ohne ,Sackgassen®, wobei zu bemerken ist, dass eine Schleife
zu w selbst eine entsprechende Nachbarwelt bereitstellt, sofern ¢ in w erfiillt ist.

5.1 Das System RD

Das oben genannte Axiom wird durch eine weitere Vereinfachungsregel im System RD be-
riicksichtigt.

Definition (Das System RD)  Das System RD besteht aus dem System RK, ergdinzt durch die
Vereinfachungsregel
Sp:Ul=1

Satz 8 Das System RD ist konsistent relativ zu D.

Priaziser formuliert muss in dem Satz 2 jedes Vorkommen von K durch D und jedes Vorkom-
men von RK durch RD ersetzt werden. Insbesondere gilt, dass aus S Fgp C folgt Fp S — C.

Ein Modell, dessen Relation R seriell ist, wird im folgenden D-Modell genannt.

Satz 9 (Vollstindigkeit von RD)  Eine Menge von Klauseln S ist genau dann RD-widerlegbar,
wenn sie D-unerfiillbar ist.

Der Algorithmus 2 zur Konstruktion des D-Baums unterscheidet sich vom Algorthmus 1 in
der Berechnung der Projektionen.

Die Abbruchbedingung ist in diesem Fall erreicht, wenn fiir jedes Blatt u gilt: u ist eine Menge
von Einheitsklauseln und ein Atom p sowie —p sind in u, oder alle Klauseln in u sind frei von
modalen Operatoren.

Lemma 10 Sei S eine Menge von Klauseln. Wenn der D-Baum von S nicht abgeschlossen
ist, dann hat S ein D-Modell.

Beweis. Die Konstruktion des Modells ist zunéchst wie im Beweis zum Lemma 4. Anschlie-
Bend wird jedem Blatt |u| eine Kante zu sich selbst hinzugefiigt. Mit anderen Worten gilt
|u|R|u| fiir die Blitter des D-Baums. Auf diese Weise entsteht ein D-Modell M.

1D steht fiir ,deontisch (altgr. 6éov, das Gebotene). In diesem Kontext wird (p als ,,p ist verpflichtend“ und {p als
»D ist erlaubt® interpretiert.
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Algorithmus 2 : Konstruktion des D-Baums

Eingabe : Klauselmenge S
Ausgabe : Ein Baum G = (V,E) (D-Baum fiir S)
Setze die Wurzel von G auf S
solange moglich tue
solange moglich tue
wihle ein Blatt u € V mit einer Klausel der Form C =C; v Cqy
markiere u als ,,Typ 1¢
fiige zwei Kinder zu u hinzu:
ui:=u—{Ctu{Ci}und ug:=u—-{C}u{Cs}
// An dieser Stelle ist jedes Blatt eine Menge von Einheitsklauseln
iir jedes Blatt u €V tue
wenn nicht (p,p) € u fiir ein Atom p dann
// u ist eine Menge von Einheitsklauseln
// u =L1,...,Lm,|:|A1,...,DAn,Qpl,...,OPq
wenn g =0 dann
uij .= A1,...,An
fiige u1 als Kind von « hinzu

=y

sonst

fiir i .= 1 bis g tue
u;:=P;,Aq,...,A,

L fige u; als Kind von u hinzu

markiere alle unmarkierten Knoten als ,, Typ 2“

Da in jedem nicht abgeschlossenen Knoten keine Klauseln mit modalen Operatoren vorhan-
den sind gilt: Fiir jeden Knoten z im D-Baum und jede Klausel A € u gilt M, |u| = A. O

Das Lemma 11 ist entsprechende Version des Korollars 6.

Lemma 11

(i) Aus Ay,...,A,,Q1,...,Q, Frp L mit (r = 0) folgt
OAq,...,04,,0Q1,...,0Q, Frp L.

(ii) Sei S eine Klauselmenge. S ist widerlegbar wenn eine der D-Projektionen S; widerlegbar
ist.

Beweis. (i): Der einzige neue Fall ist r = 0. Mit derselben Argumentation wie im Lemma 5(i)
und unter Verwendung der Vereinfachungsregel Sp : L = 1 folgt [JA;,...,l0A, Frp L.

(ii): folgt direkt aus (i). O
5.2 Beispiel einer RD-Widerlegung

Sei S ={(p Vv q),0-p,[0q}. Mittels 2-v- und Z-[I[]-Regeln folgt:

2(p,7p)— L
Z(pvg, p)—Lvg
Z(O(p v q),dp)—T(LVq)

(V)

((m(m))
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AnschlieBend lédsst sich CI(L v q) zu (g vereinfachen.
Weiterhin gilt:

2(g,7q)— L
X(q,0nq)— 0L

(mm)R

Mit der Vereinfachung (11 = | folgt dann die Widerlegung in D.

Bemerkung Die Klauselmenge S ist jedoch nicht widerlegbar in K. Ein K-Modell, das auf

einem Rahmen mit nur einer Welt wy und ohne eine Kante von wq zu sich selbst basiert, erfiillt
S.
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6 Resolution fiir T-Rahmen

In diesem Kapitel wird das System D zum System T (gelegentlich ,M“ oder ,KT“) erweitert.
Das spezifische Axiom fiir T ist (g — ¢. Das Axiom wird ,Axiom der Notwendigkeit“ genannt
[HC96] und kann umformuliert werden zu ¢ — Q¢. Dieses Axiom besagt: Wenn ¢ in einer
Welt w gilt, dann gibt es auch mindestens eine Welt, die w bekannt ist und ¢ erfiillt (w
selbst). Es fordert somit die Reflexivitiat der Bekanntschaftsrelation in Rahmen.

Um das Resolutionssystem RT zu erhalten wird das Resolutionssystem RD um eine Regel zur
Berechnung der Resolvente erweitert.

6.1 Das System RT

Definition (Das System RT) Das System RT ist das System RD zusammen mit folgender
Regel zur Berechnung der Resolvente:

3(A,B)—C
T-Regel. W mMm

Satz 12 Das System RT ist konsistent relativ zu T, das heift, der Satz 2 gilt mit RT anstatt
RK und T anstelle von K.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die neue T-Regel giiltig ist. Mit anderen Worten muss aus
Ft A AB — C folgen 1 [JA AB — C. Dies ist aufgrund der Reflexivitit gegeben:

FfOAAB—-AAB—-C

O

Ein Modell mit reflexiver Relation R wird T-Modell genannt. Eine Klauselmenge S ist T-
unerfiillbar, wenn es kein T-Modell fiir S gibt.

Satz 13 (Vollstindigkeit von RT)  Eine Klauselmenge S ist RT-Widerlegbar, wenn sie T-
unertfiillbar ist.

Um den Satz 13 zu beweisen, wird erneut der Beweis der Vollstindigkeit des RK-Systems
modifiziert.
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Der Algorithmus fiir die Berechnung des T-Baums entsteht durch Erweiterung von Algo-
rithmus 2. Hierbei konnen Klauseln markiert oder unmarkiert sein. Alle Klauseln, die nicht
explizit markiert wurden, gelten als unmarkiert.

Algorithmus 3 : Konstruktion des T-Baums

Eingabe : Klauselmenge S

Ausgabe : Ein Baum G = (V,E) (T-Baum fiir S)
1 Setze die Wurzel von G auf S
2 solange moglich tue

3 solange moglich tue

4 wihle ein Blatt u € V und eine unmarkierte Klausel C € u,
sodass C =C1 Vv Cy oder C =0C

5 markiere u als , Typ 1¢

6 wenn C =C; Vv (Cy dann

7 fiige zwei Kinder zu u hinzu:

8 ui:=u—-{Ctu{C1} und ug :=u—{Cu{Cs}

9 wenn C =[1C{ dann

10 u1=uui{Cq}

11 markiere C in uq

12 fiige w1 als Kind von u hinzu

13 setze die Markierungen der Klauseln zuriick

// An dieser Stelle ist jedes Blatt eine Menge von Einheitsklauseln
14 fiir jedes Blatt u €V tue

15 wenn nicht (p,—p) € u fiir ein Atom p dann
// u ist eine Menge von Einheitsklauseln
// u=L1,...,Lm,DAl,...DAn,OPb...,<>Pq

16 wenn g =0 dann

17 ui:=4Aq,...,A,

18 fiige u1 als Kind von « hinzu

19 sonst

20 fiir i .= 1 bis g tue

21 u; ::Pi,Al,...,An

22 L fiige u; als Kind von « hinzu

23 markiere alle unmarkierten Knoten als ,,Typ 2“

Lemma 14  Eine Klauselmenge S mit nicht abgeschlossenem T-Baum hat ein T-Modell.

Beweis. Zunichst wird ein Modell My = (W,R), V) wie im Beweis zum Lemma 4 konstruiert.
Das gesuchte T-Modell ist M = ((W,R),V), wobei R reflexive Hiille von R ist.

Mittels Induktion iiber die Lénge von A folgt, dass fur alle |u| € W und alle A € |u]| gilt:
M,|ul=A.

Der einzige neue Fall im Vergleich zur Behauptung in Lemma 4 ist, dass wenn [1B € u gilt,
dann muss es ein u’ € |u| geben, sodass B € u'. Hierfiir sorgt aber die Schleife, die in Zeile 3
definiert wird. O

Lemma 15 Wie Lemma 5, wobei K durch T und RK durch RT ersetzt werden.

Korollar 16  Wie Korollar 6, wobei auch hier K durch T und RK durch RT ersetzt werden.
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Die Beweise entsprechen den Beweisen zum Lemma 5 und Korollar 6, dabei wird K durch T
und RK durch RT ersetzt.

Lemma 17 Wenn UC € S und S U{C} ist widerlegbar, so ist auch S widerlegbar.

Beweis. Die von C abhiingige Widerlegung von 8’ = S U{C} wird wie folgt modifiziert. Zu-
néchst werden alle Sequenzen von (R1)-Regeln, die mit der Klausel C beginnen und jeweils
in irgendeiner Klausel D enden, betrachtet. Mittels der I'-[1-Regel werden diese Sequenzen in
Sequenzen, die von [1C nach [ID fithren, abgeédndert. Wenn D = 1 ist, dann folgt mittels der
Vereinfachungsregel Sp die gewiinschte Widerlegung. Anderenfalls kommt D als Pramisse in
einer (R2)-Regel vor:

D D’

o mit £(D,D') - D"

In diesem Fall folgt mittels der T-Regel: Z((1D,D’) — D". AnschlieBend kann mit dem verblei-
benden Rest der Widerlegung fiir S’ fortgefahren werden. O

SchlieBlich folgt die Analogie zum Lemma 7:
Lemma 18 In einem T-Baum ist jeder abgeschlossene Knoten RT-widerlegbar.

Beweis. Der Beweis entspricht dem fiir Lemma 7. Der einzig neue Fall ist, dass u ein ,, Typ 1%
Knoten ist, wobei LIC € u und u = v U{C}. An dieser Stelle wird das Lemma 17 angewandt. [

Der Beweis vom Lemma 18 vervollstidndigt den Beweis fiir die Vollstéindigkeit des Systems
RT.
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7 Resolution fir S4-Rahmen

In diesem Kapitel wird das System T zum System S4 erweitert. Das charakteristische Axiom
fiir $4 ist o — OOg. Das Axiom kann zur leichteren Anschauung umgeformt werden zu
Q00w — Q. Alle Welten, die aus einer Welt w in zwei Schritten erreicht werden konnen,
konnen auch in einem Schritt erreicht werden. Bei S4 handelt es sich um die Klasse reflexiver
und transitiver Rahmen.

7.1 Das System RS4

Definition (Das System RS4) Das System RS4 ist das System RT, wobei die Z-[J)-Regel
durch folgende Regel ersetzt wird:

) >(OA,B)—-C
S4)-Regel.: S(OA.0B.E) — 0B.C.E) (S4010)

und die Z-[1J-Regel durch die folgende Regel ersetzt wird:

Y(OA,B)—C
S4001-Regel.: S(OA.0B) = 0C (S4000).

Satz 19 Das System RS4 ist konsistent relativ zu S4. Mit anderen Worten gilt der Satz 2 mit
RS4 anstatt von RK und S4 anstelle von K.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die neuen [JO- und C0J-Regeln giiltig sind. Fiir die [(J0-Regel
bedeutet dies, dass wenn g4 [JA AB — C gilt, dann muss auch g4 JAAQBAE) — OQ(BACA
E) gelten. Dies ist aufgrund der Transitivitit korrekt:

Fsa JAANOBAE)—-OOAAOBAE)
— O(OAANBAE)
—-O(BACAE)

Im Falle der [J[J-Regel muss also gelten, dass aus g4 [JA A B — C folgt g4 (JA ATIB — [IC.
Dies ist giiltig, denn:

Fs4 OA ACB — O0JAACB
—O(OA AB)
—Qc

Jedes Modell mit reflexiver und transitiver Relation R wird S4-Modell genannt.

Satz 20 (Vollstindigkeit von RS4)  Eine Klauselmenge S ist RS4-Widerlegbar, wenn sie RS4-
unertfiillbar ist.
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Um den Satz 20 zu beweisen werden dieselben Schritte vollzogen wie in vorherigen Kapiteln.

Der Algorithmus fiir die Berechnung des S4-Baums basiert auf dem Algorithmus fiir den T-
Baum. Wieder einmal konnen Klauseln markiert oder unmarkiert sein, wobei alle Klauseln
die nicht explizit markiert wurden, als unmarkiert gelten.

Algorithmus 4 : Konstruktion des S4-Baums
Eingabe : Klauselmenge S
Ausgabe : Ein Baum G = (V,E) (84-Baum fiir S)
Setze die Wurzel von G auf S
solange moglich tue
solange moglich tue
wihle ein Blatt u € V und eine unmarkierte Klausel C € u,
sodass C =C1 Vv Cy oder C =0C¢
markiere u als ,,Typ 1¢
wenn C =C; Vv (Cy dann
fiige zwei Kinder zu u hinzu:
u1:=u—-{C}u{C1}und us:=u—-{C}u{Cs}

wenn C =[]C; dann
u1=uU{Cy}
markiere C in uq
fiige u1 als Kind von « hinzu

setze die Markierungen der Klauseln zuriick
// An dieser Stelle ist jedes Blatt eine Menge von Einheitsklauseln
fiir jedes Blatt u €V tue
wenn nicht (p,p) € u fiir ein Atom p und
nicht es existiert ein Vorginger u' mit u cu’ dann

// u ist eine Menge von Einheitsklauseln

// u =L1,...,Lm,DA1,...DAn,Opl,...,OPq

fiir i := 1 bis g tue

u; :=Pi,DA1,...,|:|An
L fiige u; als Kind von u hinzu

markiere alle unmarkierten Knoten als , Typ 2“

Die Abbruchbedingung ist in diesem Fall erreicht, wenn fiir jedes Blatt u gilt: u ist eine Menge
von Einheitsklauseln und:

* ein Atom p sowie —1p sind in u, oder

* y ist eine Teilmenge eines ,, Typ 2“-Vorgéngerknotens, oder

¢ in u gibt es keine Klausel der Form QP.
Der Algorithmus terminiert, da die modale Tiefe aller Knoten kleiner oder gleich der modalen
Tiefe von S ist.

Lemma 21 Eine Klauselmenge S mit nicht abgeschlossenem S4-Baum hat ein S4-Modell.

Beweis. Zunichst wird wieder ein Modell My = (Wy,R(),V) wie im Beweis zum Lemma 4
konstruiert. Um M in ein S4-Modell M = (W,R),V) umzuwandeln, werden folgende zwei
Schritte nacheinander ausgefiihrt:

1. Fiir alle Welten w € W; aus denen keine weiteren Welten erreichbar sind und fiir die
es eine Vorgingerwelt w’ mit w < w’ gibt: w und w’ werden zusammengefasst zu einer
Welt. Dann ist W die Menge der daraus resultierenden Welten.
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2. Sei R| die Relation auf W, die nach dem ersten Schritt entsteht. Die gesuchte Relation
R ist dann die reflexiv-transitive Hiille von Ry

Nun gilt wieder folgende Behauptung:

Behauptung Fiir jeden Knoten w und jede Klausel A in w gilt M,|w| |= A.

Der einzige Fall, der erneut untersucht werden muss, ist A = [IB. Dieses Resultat folgt dar-
aus: Wenn [1B € w, so gibt es einen Knoten w’ in |w| sodass B € w' und fiir alle Nachfolger w’
von w gilt OB e w'. O

Der Rest des Beweises der Vollstiandigkeit ist &hnlich zu dem Beweis fiir die Vollstéandigkeit
des RT-Systems. Der einzig entscheidende Unterschied ist das folgende Lemma.

Lemma 22  Sei S eine Klauselmenge. Wenn eine der S4-Projektionen von S S4-widerlegbar
ist, so ist auch S selbst S4-widerlegbar.

Der Beweis verlauft analog zu dem von Lemma 5 unter Verwendung des folgenden Lemmas:

Lemma 23  Seien A;, B und Q; Klauseln.
(1) Aus UA;,...,HA,, FRrsq B folgt:
e B=0B fiir ein B', oder
e B=1, oder
e [JA;,,...,0A, Frsq OB.

(it) Wenn UAy,...,004,,Q1,...,Q, Frsa B und B hingt von irgendeinem Q;j in dem Beweis
ab, dann gilt:

e [HA,,...04,,0@Q1,...,Q;) Frsg OB,RQ1,...,Q:,E), fiir eine Klauselmenge E, falls
B#1

e [HA4,...04,,0@1,...,Q,) Frsa L, sonst.

Beweis. (i): Erneut Induktion iiber den Beweis fiir B. Angenommen B # L. Wenn B unter den
A; ist, so folgt die Aussage direkt. Fiir den Fall, in dem die zuletzt angewandte Regel (R1) war,
also %, gilt, dass entweder C = [JC’' und B = B’ oder es nach der Induktionsvoraussetzung
einen Beweis von [IC gibt. In diesem Fall kann dann [1B mittels (R1) gefolgert werden.

B; By
Falls die letzte angewandte Regel (R2) war, also

mit X(B1,B2) = B, dann gibt es zwei
Fille, die zu unterscheiden sind:

Fall 1: By = OB, und Bg = [IB;,. Damit X(B1,B2) = B gilt, muss die zuletzt verwendete X-
Regel entweder X-[J[J-Regel und damit B = (1B’ sein, oder es handelt sich um die T-Regel:

*(B},0B})— B’

it B'~B
>OB,,OB)—B

In diesem Fall kann die T-Regel durch die X-C0(J-Regel ersetzt werden. Das Ergebnis ist
%(B!,By)— OB’ =~ B.

Fall 2: Mindestens eins der B; ist nicht von der Form DB;. Nach der IV gibt es dann je-
doch den Beweis bzw. die Beweise fiir DB;. Den Beweis fiir B erhilt man dann durch die
entsprechende Kombination der (J[J- und der T-Regel.
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(i1): Der Induktionsbeweis ist wie beim Lemma 5(ii) mit Ausnahme der Situation, dass der
Beweis von B wie folgt ist:

Ci Cs

(R2) B

In diesem Fall kann mittels (i) angenommen werden, dass Cg = IZIC’Z. AuBlerdem gilt nach IV
OAQR + O(C1,Q, E). Mittels S4-010)-Regel folgt dann:

2(C,0C) =B

~ ——— (5400)
Z(0(C1,Q,E),00C5) = O(B,C1,Q,E)

Somit gilt A, 0Q + O(B,C1,Q,E). Der Rest des Beweises ist wie bei RD. O

Der Beweis des Satzes 20 ist entsprechend dem Beweis fiir den Satz 13 des Systems RT unter
der Verwendung der Lemmata 21 und 22.
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8 Resolution fiir B-Rahmen

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Resolution vom System T auf das System B! erweitert.
Das charakteristische Axiom fiir B ist ¢ — [JQ¢. Von einer Welt w aus, in der ¢ gilt, sehen alle
Nachbarwelten eine Welt, in der ¢ gilt — w. Die Rahmen sind somit symmetrisch, weiterhin
wird mit den Axiomen aus T die Eigenschaft der Reflexivitit tibernommen [HC96].

8.1 Das System RB

Definition (Das System RB) Das System RB ist das System RT zusammen mit folgender
Regel zur Berechnung der Resolvente:

2(A,B)—C
KB-Regel: SOUAE).B) —C (KB)

Satz 24  Das System RB ist konsistent relativ zu B. Mit anderen Worten gilt der Satz 2 mit
RB anstelle von RK und B anstelle von K.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die neue Regel giiltig ist. Es muss also gelten: aus Fg AAB — C
folgt g O(OA,E) A B — C. Aufgrund der Symmetrie kann die Welt, die man mit { erreichen
kann, auch die urspriingliche Welt sehen. Es gilt also:

Fg O(OA,E)AB—AAB—C

Jedes Modell mit reflexiver und symmetrischer Relation R wird B-Modell genannt.

Satz 25 (Vollstindigkeit von RB)  Eine Klauselmenge S ist RB-widerlegbar, wenn sie RB-
unertfiillbar ist.

Der Beweis ist dem Beweis fiir das System RT #dhnlich. Der Algorithmus fiir die Berechnung
des B-Baums basiert auf dem Algorithmus fiir den T-Baum. Wieder konnen Klauseln mar-
kiert oder unmarkiert sein, wobei alle Klauseln, die nicht explizit markiert wurden, als un-
markiert gelten.

1Benannt nach dem Mathematiker Luitzen E. J. Brouwer
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Algorithmus 5 : Konstruktion des B-Baums

Eingabe : Klauselmenge S
Ausgabe : Ein Baum G = (V,E) (B-Baum fiir S)

1 Setze die Wurzel von G auf S
2 solange moglich tue
3 solange moglich tue
4 wihle ein Blatt u € V und eine unmarkierte Klausel C € u,
sodass C =C1 Vv Cy oder C =01C4
5 markiere u als ,Typ 1¢
6 wenn C =C; v C(Cy dann
7 fiige zwei Kinder zu u hinzu:
8 ui:=u—{Ctu{Ci1} und ug :=u —{Cu{Cs}
9 wenn C =[1C; dann
10 u1=uu{Cy}
11 markiere C in uq
12 fiige u1 als Kind von u hinzu
13 setze die Markierungen der Klauseln zuriick

// An dieser Stelle ist jedes Blatt eine Menge von Einheitsklauseln
14 fiir jedes Blatt u €V tue

15 wenn nicht (p,—p) € u fiir ein Atom p dann
// u ist eine Menge von Einheitsklauseln
// u=L1,...,Lm,DAl,...DAn,Opl,...,<>Pq

16 wenn g =0 dann

17 u1::A1,...,An

18 fiige u1 als Kind von u hinzu

19 sonst

20 fiir i ;= 1 bis q tue

21 B :={L;|L; ist unmarkiert}

22 u; = QB,Pi,Al,...,An

23 markiere alle Literale in P;

24 fiige u; als Kind von u hinzu

25 markiere alle unmarkierte Knoten als ,,Typ 2

Der Algorithmus terminiert. Die in der Zeile 23 erfolgte Markierung und die Aufnahme aus-
schlieflich unmarkierter Klauseln in der Zeile 21 verhindern die Endlosschleife, die dadurch
entstehen konnte, dass in der Zeile 22 ein ¢ entfernt und ein neuer hinzugefiigt wird.

Lemma 26 Eine Klauselmenge S mit nicht abgeschlossenem B-Baum hat ein B-Modell.

Beweis. Zunichst werden wie im Beweis zum Lemma 4 die Aquivalenzrelation p und die
Aquivalenzklassen gebildet. Entsprechend wird auch ein Teilbaum G’ = (V',E’) des B-Baumes
G betrachtet. Das Modell M = ((W,R),V) wird jetzt wie folgt erstellt:

1. W ist die Menge der Aquivalenzklassen von G' beziiglich p

2. fur |u| und |v] in G: |[u|R|v| sowie |[v|R|u| gdw. |u| # |v| und es existiert ein u; € |u| sowie
ein v € |v| sodass (u1,v1)€EE

3. fir alle |u| in G: |u|R|u|

4. lul e V(p) gdw. p € u; fiir einen u € |u| oder [p € vy fiir eine v; € |v| mit |v|R|ul
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Lemma 27 Wie Lemma 5, wobei K durch B und RK durch RB ersetzt werden.

Korollar 28  Wie Korollar 6, wobei auch hier K durch B und RK durch RB ersetzt werden.

Die Beweise sind ebenfalls entsprechend der Beweise zum Lemma 5 und Korollar 6, mit der
Ersetzung von K bzw. RK durch B und RB.

Lemma 29 Wenn [OC € S oder O(OC,E) € S und S U{C} ist widerlegbar, so ist auch S

widerlegbar.

Beweis. Der Fall [IC € S wurde im Beweis fur Lemma 17 gezeigt.

Fiir den Fall (OJC,E) € S wird die von C abhingige Widerlegung von 8’ = S U{C} auf &hnli-
che Weise modifiziert. Zunichst werden alle Sequenzen von (R1)-Regeln, die mit der Klausel
C beginnen und jeweils in irgendeiner Klausel D enden, betrachtet. Mittels der I'-[]-Regel
werden diese Sequenzen in Sequenzen, die von [JC nach (D fithren, abgeéndert. Anschlie-
Bend werden diese Sequenzen mittels der I'-02-Regel erneut angepasst. Jetzt fithren sie von
O(@C) nach O(ID,C). Wenn D = 1 ist, dann folgt mittels der Vereinfachungsregeln erneut
die gewiinschte Widerlegung. Anderenfalls muss D als Pramisse in einer (R2)-Regel vorkom-
men:

D D’

o mit £(D,D') - D"

In diesem Fall folgt mittels der B-Regel: Z(O(CJD,[0C),D’) — D". AnschlieBend wird mit dem
Rest der Widerlegung fiir S8’ fortgefahren. O

SchlieBlich folgt die Analogie zum Lemma 7.
Lemma 30 In einem B-Baum ist jeder abgeschlossene Knoten RB-widerlegbar.

Beweis. Der Beweis lduft analog zu dem Beweis fiir Lemma 7. Der Unterschied ist, dass u ein
,Typ 1“-Knoten sein kann, wobei [IC € u oder ((CJC,E) € u und u = u U{C}. An dieser Stelle
wird auf das Lemma 29 zurickgegriffen. O

Der Beweis vom Lemma 30 vervollstindigt den Beweis fiir die Vollstéandigkeit des Systems
RB.
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9 Resolution fiir S5-Rahmen

Das Axiom E, Q¢ — (0O, bedeutet, dass wenn eine Welt w eine Welt erreichen kann, in
der ¢ gilt, so konnen alle Welten, die aus w aus erreichbar sind, diese ebenfalls erreichen. Die
somit geforderte Eigenschaft, dass eine erreichbare Welt auch von allen anderen erreichbaren
Welten erreicht werden kann, wird als euklidisch bezeichnet.

Das System S5, zusammengesetzt aus T und eben diesem E, ist die Klasse reflexiver und
euklidischer Rahmen. Eine reflexive und euklidische Relation ist ebenfalls symmetrisch und
transitiv [FMHV03]. Somit handelt es sich bei S5 um die Klasse der Aquivalenzrelationen.
Mit anderen Worten sind im S5-Rahmen alle Welten miteinander verbunden und bei jeder
Welt existiert eine Kante zu sich selbst.

Wie das folgende Lemma zeigt, kénnen die Formeln in S5 vereinfacht werden. Das Lemma
und der Beweis basieren auf [HC96].

Lemma 31  Seien ¢,y modale Formeln. Folgende logische Aquivalenzen gelten in S5:
(i) OOp — O
(i) OUg — Dy
(iit) O0¢ —~ e
(iv) OOp = Op
(v) O(p vOy) — (e vOy)
@) Llp Vv Ooy) = (Ue Vv oy)
wir) Olp A OY) < (Op AQy)
wiii)) Qo AOy) < (O AUy)
Beweis. Wie der Tabelle 2.1 zu entnehmen ist, beinhaltet das System S5 die Axiome T (O¢p —
@), K4 (Op — O0¢) und E (O — OO¢).
(1): OO — Qg folgt direkt aus dem Axiom T mit v = Q.
O — OO ist das Axiom E.

(ii): OO¢ — O lasst sich durch folgende Umformungen aus Q¢ — O herleiten. Zunéchst
wird ¢ mit - substituiert, und die Implikation wird aufgelost entsprechend der Beschrei-
bung in Abschnitt 2.2.2. Das Resultat sieht wie folgt aus: =09 v)-¢. Jetzt werden [J durch
—¢= und ¢ durch =[J- ersetzt. Das Ergebnis ist: ==[0--¢ v =$=-0-7¢. Die doppelte Ne-
gation wird jeweils beseitigt: (g v 7OC¢. Nun wird die Kommutativitit des logischen Oders
ausgenutzt, um den Ausdruck mithilfe der Implikation darstellen zu konnen: Tl — Clep.

O — O0¢ lasst sich auf die gleiche Weise aus LI0¢ — Q¢ herleiten.
(iii): OO¢ — O folgt direkt aus dem Axiom T mit ¢ = Oep.
O — OO ist das Axiom K4.

(iv): Die Implikationen lassen sich wie in (ii) gezeigt aus (iii) herleiten.
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v): (e vOyw) — Qe v Oy):

O(p vOy) — OOy — )
— (O-Ow — Oeg) (Axiom K)
— (—|<>—|—|E|1// — D(p)
— (00w vUe)
— (Oy ve) (folgt aus (i)
O vOy) — O vOy):
¢ v Oy) — (e vOOy) (folgt aus (iii))
— (o vOy) (folgt aus (L v Uy) — (@ v v))

(vi): Aus (v) folgt:
Ol v O0w) < (D vOOy)

Und aus (i) folgt dann:
Ol v o) < (e v Oy)

(vii): Die Aussage folgt aus (v) durch folgende Umformungen:

O(me vOy) « (O~ vOy)
—||:|(—|(p V |:|—|1//) «— —|(|:|—|(p V |:|—|1//)
ﬁ—|<>—|(ﬁ(p V |:|—|1[/) > —|(|:|ﬁ(p V D_l‘[[/)

o A QW) < (O AQY)
(viii): Aus (vii) folgt:
Ol AO0OYW) < (O A OTy)
Nun folgt aus (ii):
Ol AOy) < (G AOy)

Folgende zwei Sétze erleichtern die Definition der Resolution fiir S5-Rahmen.

Satz 32 Jede Formel ¢ mit md(¢) > 1ist in S5 zu einer Formel ¢' mit md(¢’) = 1 reduzierbar.

In [HC96] wird der Satz fiir beliebige Formeln in S5 bewiesen, also auch fiir solche, die nicht
in KNF sind. Wie im Abschnitt 3.2 beschrieben, werden an dieser Stelle jedoch nur Formeln
in KNF betrachtet. Dies findet in der folgenden Version des Beweises Beriicksichtigung.

Beweis. Wenn md(¢) <1 dann ist ¢’ := ¢. Fiir den Fall, dass md(¢) > 1 ist, geniigt es zu zeigen,
dass eine Formel mit md(¢p) = 2 sich auf eine Formel mit md(¢) = 1 reduzieren léasst. Durch
wiederholte Anwendung dieser Operation lassen sich auch Formeln mit md(¢) > 2 in Formeln
mit md(¢) = 1 umformen. Dabei spielen folgende Umformungen eine entscheidende Rolle.

Mithilfe des Distributivgesetzes fiir den Box-Operator (U(¢p A ) — (U A Uw)) 1éasst sich U
auf die Konjunktionsterme aufteilen. Wenn einer der Konjunktionsterme mit einem modalen
Operator beginnt, dann ldsst sich die [] mittels Lemma 31 entfernen. Das bedeutet, dass z.B.
aus O(p A Oq) nach der Distribution Op A $g und nicht Op ACQq wird. Der Operator (] wird
vom Operator ) absorbiert.
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Mittels (v) und (vi) des vorherigen Lemmas lasst sich die Disjunktion auf &hnliche Weise ver-
einfachen, vorausgesetzt eines der Disjunkte beginnt mit einem modalen Operator. Zu beach-
ten ist, dass diese Regeln nur fiir Disjunktionen mit zwei Disjunktionstermen gelten. Fiir den
Fall, dass eine Disjunktion mehr als zwei Disjunktionsterme besitzt, miissen diese zuvor ge-
klammert werden!. Bei der Klammerung wird ein mit einem modalen Operator beginnender
Disjunktionsterm ausgewéhlt und alle anderen zusammen als ein zweiter Disjunktionsterm
betrachtet. Zum Beispiel kann die Formel ((p v Qg v r v [Is) wie folgt geklammert werden:
O((p v rvOs) v Oq). Dies kann nun zu O((p v r) vOs) v Og umgeformt werden. Die nichste
Umformung ergibt dann ((p v r) v s v $q. Es wéire jedoch nicht korrekt, die urspriingliche
Formel zu (p v Oq v Op v s umzuformen.

Analog ldsst sich  mittels des entsprechenden Distributivgesetzes (O(p v w) < (O v Q)
und den Aquivalenzen (vii) sowie (viii) aufteilen und absorbieren.

Die Tatsache, dass nur Formeln in KNF betrachtet werden, bedeutet insbesondere, dass die
Formeln nur folgende Operatoren beinhalten: [J,$, A,V und —. Des Weiteren wurde die Ne-
gation nach innen gezogen. Nun werden hintereinander vorkommende modale Operatoren,
wie im Lemma 31 (i)-(iv) beschrieben, ersetzt. Wenn die dadurch entstehende Formel immer
noch md(¢) = 2 aufweist, so muss sie selbst oder eine ihre Teilformel von der Form Ua oder
Qa sein: Dabei ist a je nach dem entweder in DNF oder in KNF, und hat md(¢p) = 1.

Angenommen, es handelt sich hierbei um Cla. Da die urspriingliche Formel in KNF ist, muss
a in DNF sein. Auch durch die Anwendung der Umformungen aus dem Lemma 31 (i)-(iv)
entsteht keine Formel, bei der a nicht in DNF ist. Da @ modale Tiefe von eins hat, muss min-
destens einer der Disjunktionsterme in a mit einem modalen Operator beginnen. In diesem
Fall wird [J, wie weiter oben beschrieben, auf die Disjunktionsterme verteilt und von jedem
modalen Operator absorbiert, auf den es trifft.

Falls es sich dagegen um ¢ a handelt, so ist « in KNF. Es miissen drei Fille betrachtet werden:

Fall 1: Mindestens einer der Konjunktionsterme beginnt mit einem modalen Operator. In
diesem Fall wird ¢ wie in Lemma 31 gezeigt aufgeteilt und absorbiert.

Fall 2: Keiner der Konjunktionsterme beginnt mit [J oder . Da md(a) = 1, ist es nur moglich,
wenn einer der Konjunktionsterme eine Disjunktion ist, die mindestens einen modalen Ope-
rator beinhaltet. In diesem Fall wird die a mittels des Distributivgesetzes (p A(q Vv r)) < ((p A
q)V(pAr)) aus der Aussagenlogik umgeformt, anschlieBend kann ¢ auf die Disjunktionsterme
aufgeteilt werden. Nun wird wie im ersten Fall verfahren. Zum Beispiel wird O(p A (¢ v Or))
erst zu O((p Aq) Vv (p Adr)) umgeformt. Daraufhin wird ¢ aufgeteilt: O(p Aq) v O(p ALr). Jetzt
kann diese Formel zur folgenden Formel mit md(¢) = 1 umgeformt werden: O(p Aq)Vv(Op ALF).
Zum SchluB kann diese Formel noch in KNF gebracht werden: (O(p Aq)vOp)A(drv O(p Ag)).

Fall 3: « ist eine Disjunktion. Das ist nur dann méglich, wenn «a aus einem einzigen Konjunk-
tionsterm besteht. In diesem Fall kann das Distributivgesetz fiir den ¢-Operator verwendet
werden um ¢ auf die Disjunktionsterme aufzuteilen. Hierbei wird ¢ von jedem modalen Ope-
rator absorbiert, auf den er trifft. Z.B. wird aus Q(p v g v Or) am Ende Clg v Op v Or. O

Bemerkung Es kann vorausgesetzt werden, dass die Formel ¢’ folgende Form hat:
CvOD.v---vD,vOE{v---VvOE,

wobei C,D1,...,D, Klauseln ohne modale Operatoren und E1,...,E, Mengen von Klauseln
ohne modale Operatoren sind.

Satz 33 Sei ¢ eine modale Formel mit md(p) < 1. Es gilt: ¢ ist S5-erfiillbar gdw. ¢ ist
T-erfiillbar.

17u beachten ist in diesem Zusammenhang die Erklarung in Abschnitt 2.2.2, laut der das Weglassen der Klammern
um binére Operatoren lediglich eine Kurzschreibweise ist, und eine Klammerung theoretisch immer implizit
existiert.
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Beweis. ,,2“: Wenn eine Formel S5-Erfiillbar ist, dann ist das Modell, welches die Formel

»=

erfiillt notwendigerweise reflexiv.

~C“: Sei M =((W,R),V) ein T-Modell mit wy € W sodass M,w |= ¢. Das gesuchte S5-Modell ist
M'=(W,R'),V), wobei R’ die transitive und symmetrische Hiille von R ist. Mittels Induktion
iiber die Lénge der Teilformeln von ¢ kann gezeigt werden, dass M',wq |= ¢. O

Die Unerfiillbarkeit einer Formel ¢ in S5 kann also in folgenden zwei Schritten gepriift wer-
den:
1. Reduzierung der Formel ¢ zur Formel ¢’ mit md(¢’) < 1.

2. Herleitung von L aus ¢’ mittels des Systems RT.

9.1 Das System RS5

Das System RT kann fiir Formeln mit modaler Tiefe von eins so umformuliert werden, dass
die v-Regel mit den anderen Regeln kombiniert wird. Folgende Definition listet die dadurch
entstehenden Inferenzregeln auf:

Definition (Das System RS5)  Seien C,C1,C2,D,D1,Ds Klauseln und E eine Klauselmenge,
ferner seien I und I’ zwei zueinander komplementdire Literale. Die Inferenzregeln sind

ClvD(lle) CQVQ(ZIVDQ,E)

[J0-Regel
O-Regel — 5 e 0DV Dy ' VDo E)

CivUO(lvDy) CovO('vDs)
Cl VCQ V|:|(D1 VD2)

UO-Regel

CivO(lvD) Covl

O-Regel
ege C1vCsvD

Cv{OUvDy,l'vDy,E)
Cv{OMD1VvDa,lvDi1,l'vDy,E)

O-Regel

CvQOL

[J1-Regel

CvO(LE)

1-Regel
O ege C

Civl CQVZ,

Klassische Regel Civ s

E[DvDvC(C]

Faktorisierung “EDvCl

Die Schreibweise E[¢] bedeutet, dass ¢ eine Teilformel von E ist.

Satz 34 Das System RS5 ist vollstindig fiir Widerlegung von Klauselmengen mit modaler
Tiefe md(¢') < 1.

Der Beweis folgt aus der Vollsténdigkeit des Systems RT und den Sitzen 32 und 33.
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10 Fazit und Ausblick

Dieses Kapitel fasst die Ziele und Kerninhalte dieser Arbeit und stellt Ansatzpunkte fiir wei-
tere Forschung dar.

10.1 Fazit

Ziel dieser Arbeit war die anschauliche Beschreibung der Resolution fiir die normalen modal-
logischen Systeme K, D, T, S4 und S5 und die Erweiterung des Verfahrens auf ein weiteres
System. Als Erstes wurde die konjunktive Normalform fiir modallogische Formeln definiert.
Fiir jedes normale System wurde dann eine Menge an Schluss- und Vereinfachungsregeln de-
finiert. Diese Regeln fithren zu den eigentlichen Inferenzregeln, mit denen die modallogische
Resolution in Analogie zur Aussagenlogik beschrieben wird.

Als Spezialfall in diesem Zusammenhang wurde das modallogische System S5 beschrieben,
innerhalb dessen Formeln beliebiger modallogischer Tiefe auf eine Tiefe von hochstens eins
umgeformt werden konnen. Somit konnen die Resolutionsregeln im Resolutionssystem RS5
in einer Form angegeben werden, die der Resolution in der Aussagenlogik entspricht.

Fir andere modallogische Systeme ist dieser einfache Weg ausgeschlossen, es wurden statt-
dessen Resolutionssysteme angegeben, die auf einem grundlegenden System RK fiir das Sys-
tem K basieren. Den in der Literatur bekannten Resolutionssystemen wurde RB hinzugefiigt,
indem die Resolution fiir T um eine weitere Regel erweitert und deren Korrektheit im Rah-
men dieser Arbeit bewiesen wurde.

10.2 Ausblick

Die Erweiterung des Basissystems RK auf andere Systeme ist, wie gezeigt wurde, nicht trivi-
al. So geniigt etwa fiir die Erweiterung von RK zu RD die Hinzunahme einer Vereinfachungs-
regel; im Gegensatz dazu erfordert die Erweiterung auf RT eine Erweiterung der gegebenen
Regeln, RS4 eine Ersetzung. Die Literatur beschreibt eine groBe Vielfalt unterschiedlicher
modallogischer Systeme, fiir die zu einem betréchtlichen Teil kein naheliegendes Resoluti-
onssystem gegeben ist.

Insbesondere stellt sich daher, neben der Angabe der jeweiligen individuellen Resolutions-
systeme, die Frage nach einem iibergreifenden Prinzip, das aus gegebenen Beschreibungen
eines modallogischen Systems das zugehorige Resolutionssystem eindeutig bestimmt. Ent-
sprechende Beschreibungen modallogischer Systeme liegen, wie in dieser Arbeit beschrieben,
in unterschiedlichen Formen vor: Axiome kénnen Rahmeneigenschaften definieren und um-
gekehrt, jedoch lassen sich unterschiedliche Charakterisierungen sowohl von Axiomen als
auch von Grapheneigenschaften geben, die tatsiachlich dasselbe System beschreiben. Zur Be-
stimmung des Resolutionssystems konnen beide Beschreibungsformen, die axiomatische und
die topologische, gleichwertig verwendet werden; offen ist, welche Beschreibung besser geeig-
net ist und in welcher Form sie genutzt werden kann.

Weiterhin existiert die sogenannte multimodale Logik, die statt eines Operators [1 (mit dua-
lem Operator ) mehrere Operatoren [J; enthilt (mit jeweiligen dualen Operatoren ¢;). Auch
hier konnen Resolutionssysteme angegeben werden, wie in [EFdC89] fiir die multimodale
Variante von S4, der sogenannten epistemischen Logik, beschrieben. In [AANdRO01] wurde
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Resolution fiir multimodale und hybride Logik sowie fiir Beschreibungslogik angegeben. Und
schlieBlich wird in [Ohl88] ein Unifikationsalgorithmus angegeben, mit dem die Resolution
fiir modale Logik erster Stufe definiert wird. In allen diesen Féllen existiert betrachtliches
Potential fir die Aufstellung von Resolutionssystemen in Analogie zu den hier vorgestellten
Methoden, zudem stellt sich in diesen Gebieten ebenso die Frage, ob Regeln zur Aufstellung
von Resolutionssystemen aufgestellt werden konnen.
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