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Kapitel 1

Einleitung

Das Thema dieser Arbeit ist die Komplexitéit nichtmonotoner Logiken am Beispiel der au-
toepistemischen und der Default Logik, basierend auf dem Paper “Complexity Results for
Nonmonotonic Logics” von Georg Gottlob von 1992 [1].

Wichtigstes Merkmal nichtmonotoner Logiken sind die Expansionen/Extensionen, die, &hn-
lich zu bekannten monotonen Logiken, das aus Pramissen gefolgerte Wissen darstellen.
Daraus ergeben sich die folgenden drei Hauptentscheidungsprobleme fiir nichtmonotone Lo-
giken.

1. Das Entscheidungsproblem, ob eine Expansion/Extension existiert

2. Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® in mindestens einer Expansion/Extension
enthalten ist (“Brave Reasoning”)

3. Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® in allen Expansionen/Extensionen ent-
halten ist (“Cautious Reasoning”)

Diese Entscheidungsprobleme werden fiir die betrachteten Logiken auf ihre Komplexitit un-
tersucht. Es lédsst sich in beiden Fillen zeigen, dass die ersten beiden Entscheidungsprobleme
YP vollstiandig und das dritte I} -vollstéindig ist.

Beginnend mit einer kurzen Ubersicht iiber die nichtmonotone Logik im Allgemeinen, so-
wie die wichtigsten benotigten komplexitétstheoretischen Grundlagen, wird anschlieBend
nacheinander auf die Logiken eingegangen. In Kapitel 4 wird die autoepistemische Logik
eingefithrt und die Beweise fiir die Komplexitidt der Entscheidungsprobleme iiber die Ein-
ordnung in die Komplexitétsklasse nach Niemeld und die Schwere in der jeweiligen Klasse
nach Gottlob gefithrt. Im Anschluss folgt die Gleiche Zuordnung fiir die Default Logik.
Abschlieflend folgen die Resultate der Arbeit.



Kapitel 2

Nichtmonotone Logik

Die bereits bekannten Logiken wie die Aussagen- oder Priadikatenlogik sind monotone Lo-
giken. Fiir diese Art von Logik gilt die Monotonieeigenschaft. Wenn eine Aussage aus einer
Menge von initialen Aussagen gefolgert werden kann, bleibt die Aussage der Folgerung auch
erhalten wenn die Menge um weitere Aussagen erweitert wird. Genauer lasst sich dies am
Beispiel der Aussagenlogik darstellen. Sei 3 eine Menge aussagenlogischer Formeln und &
eine aussagenlogische Formel. Wenn ¥ = @, dann gilt auch in jedem Fall ¥ U Y = @, mit
£

Folgt @ aus X, so auch aus jeder Obermenge von ¥ [2]. Zusitzliche hinzugefiigte Pramissen
konnen im Widerspruch zu bereits getroffenen Aussagen stehen. Es ist aber nicht moglich,
eine einmal getroffene Aussage durch Hinzufiigen widerspriichlicher Aussagen zu revidieren
[2].

Beim Versuch, die monotone Logik zur Beschreibung der Logik der Alltagswelt zu verwenden,
ergibt sich das Problem, dass die Schlussfolgerungen der Menschen im Allgemeinen nicht
monoton sind. Bereits getroffene Aussagen kénnen zuriickgenommen werden, wenn weitere
Informationen in Form von Aussagen bekannt werden [2]. Diese monotone Definition der
Logik ist fiir die Reprisentation der Welt bzw. dem alltéiglichen Sprachgebrauch daher nicht
geeignet, was am folgenden Beispiel noch einmal deutlich wird.

Beispiel 2.1.

Es wird eine Pokerrunde betrachtet, bei der es am Ende des Spiels einen Gewinner gibt.
Aus der Aussage, dass Spieler X gewonnen hat, wird zuerst gefolgert, dass es sich um einen
guten Pokerspieler handelt.

Spieler X gewinnt = Spieler X ist ein guter Spieler

Wenn aber spiter bekannt wird, dass Spieler X betrogen hat, wird diese Annahme durch
die Annahme ersetzt, dass Spieler X nur durch Betrug und nicht durch Konnen gesiegt hat.

Spieler X gewinnt N\ Spieler X betriigt = Spieler X gewinnt nur durch Betrug

Um solche Sachverhalte beschreiben zu koénnen, werden daher nichtmonotone Logiken ge-
nutzt. Hierbei ist es moglich, eine initiale Teilmenge von Informationen durch mit der Zeit
gelernte Informationen zu erweitern und bereits getroffene Aussagen zu spezifizieren oder zu
verwerfen und neue Annahmen zu treffen. In dieser Darstellungsform gibt es nun jedoch nicht
mehr nur eine Menge von logischen Konsequenzen, sondern mehrere mogliche Wissens- bzw.
Glaubensmengen, die auf Basis der initialen Aussagenmenge angenommen werden konnen.
Diese Mengen werden durch die Extensionen bzw. Expansionen der nichtmonotonen Logiken
dargestellt [2].



Kapitel 3

Komplexititstheoretische
Grundlage

Grundlage fiir die komplexitdtstheoretische Einordnung ist die angenommene Struktur zwi-
schen PSPACE und NP, die Polynomialzeithierarchie (PH). Dabei handelt es sich um die
bekannte Klasse NP mit Orakel [1]. Ein Orakel fiir eine Klasse von Entscheidungsproblemen
C kann jedes Problem aus C in einem Schritt entscheiden. Daraus ergeben sich die Klassen
PC, bzw. NP, die die Entscheidungsprobleme enthalten, welche in (nichtdeterministischer)
Polynomialzeit mit Orakelaufrufen an ein C-Orakel gelést werden konnen [1].

Die Klassen der Polynomialzeithierarchie sind wie folgt rekursiv definiert.
Auf dem nullten Level (k=0) gilt

AP =xb =0 =p

Danach werden die Klassen des k-ten Levels Vk > 0 iiber

£f,, - NP

P _ P
Mty = co-Xpyq

bestimmt [1].

Die Probleme der Klasse Akp 1 lassen sich durch einen deterministischen Polynomialzeital-
gorithmus mit Aufrufen an ein $F-Orakel l6sen, die der Klasse ¥’ 1 it einen nichtdeter-
ministischen Polynomialzeitalgorithmus [1]. Die Klasse I}, ; enthélt diejenigen Probleme,
deren Komplementérproblem in %7 | liegt [1].

Die bereits bekannten Klassen NP und co-NP bilden das erste Level der Polynomialzeithier-
archie [1].

NP = xF
co-NP =11V

Das fiir diese Arbeit wichtigste Problem ist das der Quantifizierten Booleschen Formeln
(QBF). Ahnlich zum Satisfiability Problem SAT wird hier eine quantifizierte boolesche For-
mel auf Erfiillbarkeit gepriift.

Dies sind aussagenlogische Formeln E aus den atomaren Variablen p; und ¢; fiir 1 <i <mn
mit den zusétzlichen Quantoren V und 3. Die hier relevanteste ist QBF, 5, die Menge aller
quantifizierten booleschen Formeln der Form @ = Jp;...3p,Vq1.. Vg, E. @ ist eine giiltige
QBF, 5, wenn eine Wahrheitsbelegung fiir die p; existiert, sodass E fiir alle ¢; erfiillt ist [1].
Das Entscheidungsproblem QBF, 5 ist v vollstindig.



Die Komplexitdt des Problems ist abhéngig von der Struktur der Formel, genauer der Rei-
henfolge der Quantoren. Das folgende Schaubild zeigt, in welcher Form die QBF in welcher
Klasse vollstindig ist. Auflerdem zeigt es die Polynomialzeithierarchie und die Beziehung

zwischen den Klassen, wobei die Pfeile fiir Inklusion stehen.

S
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/N

3 NP=XxF P = coNP Vv

N

AP =P — P —TID = AP

3v3 2 g vav
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Abbildung 3.1: Polynomialzeithierarchie [3]

Allgemein ldsst sich sagen, dass QBF,, ZkP -vollstédndig ist, wenn die Quantoren alternierend
mit 3 beginnen und Hkp -vollstindig, falls sie mit V beginnen [4]. Ein Problem befindet sich auf
dem k-ten Level der Polynomialzeithierarchie, wenn es Element von A 41 und es zusétzlich

$F- /117 -schwer ist [1].



Kapitel 4

Autoepistemische Logik

4.1 Einfiihrung

Die erste betrachtete nichtmonotone Logik ist die Autoepistemische Logik nach Moore. Sie
unterscheidet sich von der klassischen Aussagenlogik dadurch, dass sie die Moglichkeit bietet,
zuséitzliche Aussagen iiber Wissen und Nichtwissen darzustellen. Die Sprache der Aussagen-
logik besteht aus den syntaktischen Operatoren {—, A, V,—, <}, sowie den Konstanten T
fiir wahr und L fiir falsch. Die autoepistemische Logik erweitert diese Definition um einen
zusétzlichen introspektiven modalen Operator L. Dieser driickt aus, dass eine folgende Aus-
sage geglaubt wird [1]. Die Sprache der autoepistemischen Logik wird als £,. bezeichnet.
Hauptaufgabe der Logik ist es fiir einen idealen rationalen Agenten und seine initiale Menge
an Annahmen seine Menge von daraus folgenden Beliefs (Glaubensvorstellungen) zu finden.
Diese Menge wird als Wissensbasis des Agenten bezeichnet [1]. Fiir eine aussagenlogische
Formel @, die ebenfalls L enthalten kann, steht der Ausdruck L® dafiir, dass die Formel ®
in der Wissensbasis von L, liegt. Es wird also angenommen, dass ¢ geglaubt wird. Ande-
rerseits kann durch —L® ausgedriickt werden, dass ® nicht in der Wissensbasis liegt, also
nicht bekannt ist.

Aus der Rationalitéit des Agenten folgt, dass diejenigen Beliefs, die aus der logischen Kon-
sequenz der initialen Annahmen und den Beliefs aus der aktuellen Wissensbasis folgen,
ebenfalls in der Wissensbasis enthalten sein miissen. Daraus folgt auch, dass wenn ® ein
Belief der Wissensbasis ist, so ist auch L® einer, sowie wenn ® kein Belief ist, ist L&
einer [5]. Intuitiv bedeutet dies, dass wenn eine Formel ® nicht in der Wissensbasis ist, die
Aussage dariiber, dass sie nicht geglaubt wird, enthalten sein muss.

Da der Agent auflerdem ideal ist, sind auch alle Beliefs, die nach logischer Konsequenz aus
der Wissensbasis folgen, ebenfalls in der Wissensbasis [5].

Beispiel 4.1.

Betrachtet wird das folgende Szenario einer Freundesgruppe des rationalen Agenten, beste-
hend aus Personen A, B und C. Dabei wird die Wissensbasis auf die folgende Art gebildet.
Der Agent kennt A, B und C, daher sind kennt (4), kennt (B) und kennt (C) in der Wis-
sensbasis, sowie auch Lkennt (4), Lkennt (B) und Lkennt (C), da kennt — Lkennt gilt. Der
Agent glaubt auch diese Personen zu kennen. Fiir eine weitere Person D ist — Lkennt (D)
in der Wissensbasis. Es wird nicht geglaubt, dass D gekannt wird auf der Basis, dass der
Agent davon wiisste, wenn er D kennen wiirde.

Die autoepistemische Logik basiert auf der Aussagenlogik. Daher lassen sich die bekannten
Operation auch fiir die autoepistemische Logik definieren. Grundlegend dafiir sei ¥ C L,
definiert als die endliche Menge der initialen Priamissen. Fiir eine beliebige Menge A C L,
gilt auBlerdem

L(A)={L? | P c A}



als die Menge aller geglaubten Formeln ® ausgehend von den in A enthaltenen Formeln [1].
Die Negation dieser Menge wird iiber

SA={-P|Pec A}
definiert, sowie das Komplement als
A=Lye— A
[1].

Definition 4.1.
Die semantische Folgerung |= wird fiir die autoepistemische Logik erweitert, sodass fiir eine

Primissenmenge ¥ C L,. und eine Formel ® € L, gilt ¥ = & gdw. ® in jeder mdglichen
Belegung die % erfiillt, ebenfalls erfillt ist [1].

Das rekursive Prinzip fiir die Folgerung in der Aussagenlogik kann hierbei, mit dem Zusatz,
L® als atomare Formel anzusehen, auf die Autoepistemische Logik iibertragen werden [1].
Daher kann auch L® mit einem Wahrheitswert belegt werden.

Definition 4.2.
Die Implikation wird mit dem Operator cons als

cons(A) ={® | A E ¢}
fir alle A C Ly, definiert [1].

Auflerdem gilt eine Menge ¥ als konsistent bzw. widerspruchsfrei, wenn mindestens eine
Belegung existiert, fiir die alle Formeln in ¥ erfiillt sind.



4.2 Stabile Expansion

Einer der wichtigsten Begriffe der nichtmonotonen Logik, sowie der Fokus autoepistemi-
schen Logik sind die stabilen Expansionen einer initialen Pramissenmengen. Dabei handelt
es sich um die Menge der moglichen korrekten Schlussfolgerungen bzw. der moglichen Be-
liefs, die der Agent auf Grundlage der initialen Primissenmenge annehmen kann [1]. Manche
Pramissenmengen kénnen mehrere stabile Expansionen haben. Genauso ist es moglich, dass
es iiberhaupt keine stabile Expansion gibt, aus der Préamissenmenge also nichts geschluss-
folgert werden kann. Dies gilt z. B. fur {L®} [1].

Bei einer Expansion A handelt es sich um eine stabile Expansion, wenn die folgenden Be-
dingungen gelten: [6]

peEA=LpecA
wgA=-LpeA

Das Ziel ist es zu priifen, ob fiir eine Pramissenmenge ¥ C L, stabile Expansionen existieren
und diese alle zu finden bzw. zu definieren.

Zusétzlich zu dieser informellen Definition lassen sich stabile Expansionen auch mathema-
tisch iiber die folgende Fixpunktgleichung definieren.

Definition 4.3 (Moore [7]).
A ist eine stabile Expansion von ¥ gdw. die Fizpunktgleichung

A = cons(X U L(A)U=L(A))
erfillt ist.

Bei den stabilen Expansionen handelt es sich immer um unendliche Mengen. Beispielsweise
sei A eine stabile Expansion. Wenn ® € A, dann folgt nach Definition auch L® € A, LL® €
A usw. Es ist daher fiir die Beweisfithrung notig, stabile Expansionen finitisch zu charak-
terisieren [5]. Die hierfiir am besten geeignete Charakterisierung ist die von Niemeld [5].

Diese benutzt einen modalen Kern der Prédmissenmenge ¥, der aus der Untermenge aller
Subformeln von ¥ der Form L® und —L® besteht.

Definition 4.4 (Niemeld [5]).

Die Subformeln von Y der geforderten Form L® werden mit Sf*(X) bezeichnet.

Der modale Kern kann dann als Lbase(X) = SfE(X) U -~SfE(X) definiert werden und
erhdlt zusdtzlich die negierte Form der Subformeln.

Zur weiteren Charakterisierung dieser Menge wird der Begriff der 3-Vollstdndigkeit ein-
gefiihrt.

Definition 4.5 (Niemeld [5]).
Sei 3 eine Menge von Pramissen. Eine Teilmenge A des modalen Kerns Lbase(X) ist X-
vollstindig gdw. die folgenden Bedingungen fiir jedes L® € SfL(X) gelten.

1. SUAE® & LD EA
2. NUARK DS LDEZA

Als ¥-vollstandig werden folglich diejenigen Teilmengen des Kerns bezeichnet, aus denen
sich, wenn vereinigt mit der initialen Pramissenmenge, eine Formel ® genau dann ableiten
lasst, wenn sie in A geglaubt wird.



Beispiel 4.2.

Sei ¥ = {Lp < p}.

Dann ist SfE(X) = {Lp} und ~SfE () = {~Lp} und Lbase(X) = {Lp,~Lp}.
Sei A = {Lp} C Lbase(X).

Fiir alle L® € SfL(X) werden die Bedingungen aus Def. 4.5 gepriift.

Nach (1) in Def. 4.5 muss nun XU A = p gelten, da Lp € A.

{Lp < pyU{Lp} Ep

& {Lp < p,Lp} Ep

Damit alle Formeln in {Lp <> p, Lp} erfiillt sind, muss Lp = 1 sein, daraus folgt mit Lp <> p,
dass auch p =1 ist, also ist (1) erfiillt.

(2) Wenn Lp &€ A, fehit die Bedingung, die fiir Lp <> p die Belegung Lp = 1 und p = 1
erzwingt. Sie ist also auch mit Lp =0 und p = 0 erfillt.

= X UA £ p A ist also X-vollstindig.

Es gilt nun, diese Definition von X-vollstdndigen Mengen mit stabilen Expansionen in Ver-
bindung zu bringen.

Behauptung 4.1 (Niemeld [5]).

Fiir jede Pramissenmenge Y gibt es einen injektiven Zusammenhang zwischen den stabilen
Ezpansionen von ¥ und den X-vollstindigen Mengen.

Sei E die korrespondierende Expansion zu einer Y-vollstindigen Menge A, so gilt

A = Lbase() N ({L® | ® € B} U {-L® | & ¢ E}).

Definition 4.6 (Gottlob [1]).
Die zu einer X-vollstindigen Menge A zugehorige stabile Expansion wird mit SEx(A) be-
zeichnet. A entspricht dann dem Kern von SEx(A).

Beispiel 4.3.

Sei ¥ = {Lp — p}.

SFLS) = {Lp}, ~SFH(S) = {~Lp}

Lbase(X) = SfH(Z)U-SfH(¥) = {Lp} U{-Lp} = {Lp, ~Lp}

Die méglichen Mengen A C Lbase(X) sind {Lp},{—Lp},{Lp,-Lp}.
Diese werden nach Def. 4.5 auf 3-Vollstindigkeit gepriift.

A ={Lp}
SUAEpe LpeA
{Lp = p,Lp} Ep< Lpe A

Damit {Lp — p, Lp} erfillt ist, muss Lp = 1 sein, damit dann Lp — p erfillt, muss
p =1 sein, also gilt die Folgerung.

A= {-Lp}
SUAEp& - LpeA
{Lp—p,~Lp} Epe -Lpe A
Damit {Lp — p,—~Lp} erfillt ist, muss ~Lp = 1 = Lp = 0. Damit {Lp — p} erfiillt

1st, kann sowohl p =1, als auch p = 0 sein.
= {Lp — p,~Lp} Fp

Die einzige Y-vollstindige Menge ist {Lp}. Die zu diesem Kern gehirige stabile Expansion
ist die einzige FExpansion von X.



4.3 Die drei Hauptentscheidungsprobleme fiir die auto-
epistemische Logik

Wie schon in Abschnitt 1 erwéhnt, ergeben sich fiir nichtmonotone Logiken drei Hauptent-
scheidungsprobleme.

1. Entscheidung, ob eine Pramissenmenge ¥ eine stabile Expansion hat

2. Entscheidung, ob eine Formel ® in mindestens einer stabilen Expansion von ¥ enthal-
ten ist (“Brave Reasoning”)

3. Entscheidung, ob ® in allen stabilen Expansionen von ¥ enthalten ist (“Cautious
Reasoning”)

Diese Entscheidungsprobleme sollen nun fiir die autoepistemische Logik in die Komple-
xitétshierarchie eingeordnet werden. Auf Grundlage der finitischen Charakterisierung und
dem festgestellten injektiven Zusammenhang zwischen »-Vollstindigkeit und stabilen Ex-
pansionen lassen sich fiir die drei Hauptentscheidungsprobleme zuerst einmal obere Schran-
ken setzen beziehungsweise die Zugehorigkeit zu ihren jeweiligen Komplexitatsklassen zeigen.
Diese bilden die Grundlage um spéter die Vollstandigkeit zu beweisen.

Im vorherigen Abschnitt wurde bereits der Zusammenhang zwischen den stabilen Expansio-
nen und Y-vollstdndigen Mengen definiert. Auf Grundlage dessen muss zuerst die Komple-
xitét der Uberpriifung auf ¥-Vollstéindigkeit geklirt werden. Dabei macht Niemels ([5]) die
folgenden Behauptungen.

Behauptung 4.2 (Niemeli [5]).
Es kann in AL gepriift werden, ob eine Menge A S-vollstindig ist.

Um zu testen, ob ein A C Lbase(X) X-vollstindig ist, reicht es die Bedingungen aus Def.
4.5 zu priifen. Also

. SUAE® & LO e A
2. SUAE < LO A

Der Test einer aussagenlogischen Implikation ist co-NP-vollstédndig. Das Komplementérpro-
blem, ob eine aussagenlogische Implikation nicht gilt, liegt nach Definition von co-NP in NP.
Es kann deswegen die zweite Bedingung, der Test, ob die Implikation nicht gilt, mit einem
Aufruf an ein NP-Orakel gepriift werden.

Wenn ¥ nun aus maximal n Symbolen besteht ergeben sich daraus fiir SfX(X) ebenfalls
maximal n Symbole. Da auBerdem |SfL(2)| = |[-SfX(2)| < n, gilt fiir

|Lbase(S)] = [S7(2)] + [-S7H(S)] < 2.

Da A C Lbase(Y), folgt auch fiir |A| < 2n und somit fiir den Test, ob A X-vollsténdig ist,
maximal 2n Priifungen der Implikationen, also maximal 2n Aufrufe des NP-Orakels. Damit
kann die Uberpriifung, ob eine Menge A Y-vollstéindig ist, von einem Polynomialzeitalgo-
rithmus mit NP-Orakel gelost werden und liegt somit in PNF = AP Mit diesem Ergebnis
ldsst sich nun die folgende Behauptung aufstellen.



Behauptung 4.3 (Niemeld [5]).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Prdmissenmenge X eine stabile Expansion hat liegt in
=P

Zum Beweis der Behauptung kann einfach nichtdeterministisch eine Menge A C Lbase(X) als
Kern einer moglichen stabilen Expansion geraten und auf 3-Vollstdndigkeit gepriift werden.
Aus dem obigen Resultat folgt dabei, dass die Uberpriifung auf ¥-Vollstandigkeit in A%
liegt. Ausgehend von den oben getroffenen Annahmen kann sich das Problem der Existenz
von Expansionen also nichtdeterministisch auf das Problem der Priifung aussagenlogischer
Implikationen Turing-reduzieren lassen. Das Problem liegt also in NP¥1 — NpNP — »P.
Das zweite betrachtete Problem ist das des “Brave Reasoning” bzw. der Entscheidung, ob
eine Formel @ in mindestens einer Expansion enthalten ist, gegeben eine Pramissenmenge ..
Intuitiv wird dabei gepriift, ob eine bekannte Formel in einer méglichen Menge an geglaubten
Formeln enthalten ist.

Zuerst muss es eine Moglichkeit geben zu priifen, ob ® € SFEys;(A). Dafiir wird der Begriff der
Quasi-Subformeln S f9(®) von & benotigt. Diese entsprechen den vorher bereits definierten
Subformeln mit der Ausnahme, dass alle Formeln der Form LV keine weiteren Subformeln
besitzen. Niemeld macht folgende Behauptung.

Behauptung 4.4 (Niemeli [5]).
Gegeben Prdamissenmenge Y, Y-vollstindige Menge A und eine Formel ® € L., dann gilt

Y UAU
®eSEx(A) e {LU|LY cSfI(P)AT e SEx(A)}U » =0
{~LV | LY € SfU(®) AT ¢ SEx(A)}

Mit dieser Behauptung kann das Problem gelost werden, indem die Implikation rekursiv fiir
alle Formeln der Form LV von ® und zusédtzlich auch fiir ® selbst gepriift wird. Da die
Anzahl der Subformeln durch die Anzahl der Symbole in ® begrenzt ist, ist dieses Problem,
wie auch schon bei der Uberpriifung auf X-Vollstindigkeit gezeigt, in AL losbar. Diese
Ergebnisse konnen nun zum Losen des “Brave Reasoning” verwendet werden.

Behauptung 4.5 (Niemeld [5]).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® in mindestens einer stabilen Ezxpansion von
Y enthalten ist, liegt in XL .

Die Idee hier ist es, wie schon fiir die Existenz von Expansionen, eine mogliche Untermenge
A C Lbase(X) zu raten und mit Def. 4.5 auf X-Vollsténdigkeit zu priifen. Im positiven Fall
handelt es sich dann bei A um den Kern einer stabilen Expansion. Um nun festzustellen, ob
® in dieser Expansion enthalten ist, reicht es die Bedingung fiir ® € SFEx(A) aus Behaup-
tung 4. 4 zu priifen. Dieses Problem kann wie fiir Beh. 4.3 iiber eine nichtdeterministische
Turing-Reduktion auf aussagenlogische Implikation mit einer polynomiellen Anzahl Aufrufe
an ein NP-Orakel, welches Implikationen priift, realisiert werden.

Das “Brave Reasoning” Problem liegt also in NP = NPNP = »P.

Das letzte Problem ist zu priifen, ob eine Formel ® Element aller stabilen Expansionen einer
Priamissenmenge ist, also in allen Féllen wahr ist.
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Behauptung 4.6 (Niemeld [5]).
Das Entscheidungsproblem, ob ® in allen stabilen Fxpansionen von ¥ enthalten ist, liegt in
e,

Wenn diese Behauptung gilt, gibt es keine Expansion, die ® nicht enthilt. Es ist einfacher
dieses Komplexitatsproblem zu betrachten und zu priifen, ob eine solche Expansion existiert.
Dies geschieht dhnlich wie auch schon beim “Brave Reasoning”, indem eine mogliche Men-
ge A geraten und dann auf ¥-Vollsténdigkeit gepriift wird. Fiir die zugehorige Expansion
wird dann nichtdeterministisch gepriift, ob ® enthalten ist. Diese Uberpriifung kann durch
eine, in der Linge von ¢ polynomielle, Anzahl Aufrufe eines NP-Orakels realisiert werden.
Daraus folgt, dass das Komplementérproblem in X1 und damit das Problem des “Cautious
Reasoning” in I liegt.

11



4.4 Vollstiandigkeitsbeweise

Nachdem die Zugehorigkeit der drei Probleme zu den Komplexitétsklassen festgestellt wur-
de, stellt sich nun die Frage, ob sie darin auch vollsténdig sind. Dafiir muss zusétzlich die
Schwere gepriift werden. Nach Definition ist ein Problem Y1’-schwer, wenn sich ein bekannt
Y _schweres Problem darauf reduzieren lisst. Hierfiir eignet sich das zuvor in Kapitel 2 ein-
gefithrte QBF Problem. Dabei handelt es sich um das Erfiillbarkeitsproblem fiir quantifizierte
boolesche Formeln, also aussagenlogische Formeln die zusétzliche Quantoren enthalten. Es
ist dquivalent zum Satisfiability Problem SAT, dem Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogi-
sche Formeln, definiert.

QBF := {{y) | p ist erfiillbare quantifizierte aussagenlogische Formel }

4.4.1 Existenzproblem

Satz 4.1 (Gottlob [1]).
Das Entscheidungsproblem ob eine Primissenmenge Y eine stabile Ezpansion hat ist ¥5 -
vollstdndig.

Beweis.

1. ex?
Folgt aus Beh. 4.3.

2. XF-Schwere
Der Beweis wird iiber die Reduktion von QBF, 5, einem bekannt Y vollstiandigen Pro-
blem, gefiihrt. Dafiir sei @ = Jp1...3p,Vq1...Vg E eine beliebige Formel in QBF, 5, wo-
bei E eine aussagenlogische Formel bestehend aus den atomaren Formeln pq, ..., p,und

q1s -, Qm iSt.
Als Reduktionsfunktion wird

f(Q) =X ={p1 < Lp1,...,pn <> Lpp, LE} (1)
gewdhlt.

Die Funktion kann in Polynomialzeit berechnet werden, da nur die Formel @ iiberlaufen
und die benotigten Subformel extrahiert werden miissen.

Es muss fiir eine quantifizierte boolesche Formel ¢ und die Préamissenmenge ¥ also
gelten:

Q ist giiltige QBF, 3 & f(Q) = X besitzt eine stabile Expansion

LL<:77

Angenommen f(Q) = ¥ besitzt eine stabile Expansion A.

Mit einer Fallunterscheidung lésst sich zeigen, dass aus dieser Aussage fiir alle moglichen
Expansionen A folgt, dass es sich bei ) um eine giiltige QBF; 5 handelt.

1. Fall
Zuerst gilt es den Sonderfall, dass A der inkonsistenten Expansion L,, also der
gesamten Sprache der autoepistemischen Logik, entspricht, zu beachten. Durch
Widerspruchsbeweis kann gezeigt werden, dass dieser Fall vernachlissigbar ist.
Angenommen A = L,., dann wiire A = (), da es sich bei A schon um die gesamte
Sprache handelt.

12



Nach Definition 3.4 fiir stabile Expansionen ist die Voraussetzung dafiir, dass A
eine stabile Expansion ist, dass

A = cons(X U L(A)U~L(A))

gilt.
Mit A = () vereinfacht sich die Gleichung zu

A = cons(X U L(A)).

Der Widerspruch lésst sich nun tiber die Konsistenz zeigen.

Wenn die Menge ¥ U L(A) konsistent ist, folgt auch, dass A konsistent ist. Priife
nun, ob die Menge ¥ U L(A) konsistent ist. Dafiir muss jeder atomaren Variable
in £, der Wahrheitswert “wahr” zugewiesen und anschliefend auf Widerspruch
gepriift werden. Fiir ¥ = {p; <> Lp1,...,pn <> Lp,, LE} folgt automatisch, dass
die Aquivalenzen alle erfiillt sind, der iibrigen atomaren Formel LE wird sowie-
so “wahr” zugewiesen. Gleiches gilt fiir L(A), da die Menge nur aus atomaren
Formeln der Form L besteht. Also folgt ¥ U L(A) konsistent. Dann muss nach

A = cons(X U L(A))

auch gelten, dass A konsistent. Da nach Annahme A = L., aber L, inkonsistent
ist ergibt sich ein Widerspruch. 4 Damit muss A # L, gelten.

2. Fall

Nachdem der Sonderfall ausgeschlossen wurde, kann der 2. Fall wie A aufgebaut
sein kann betrachtet werden. Fiir die stabile Expansion A gilt aufgrund von Def.
4.3, dass ¥ C A. Nach der Reduktionsfunktion ist ¥ = {Lp; < p1,...,Lp, <
Pny LE}. A muss demnach LE und fiir alle 1 < ¢ < n Lp; < p; enthalten. Au-
Berdem gilt fiir alle 1 < i < n entweder Lp; € A oder —Lp; € A, da eine Formel
p; nicht gleichzeitig als “wahr” geglaubt und nicht bekannt sein kann, ob sie als
wahr geglaubt wird. Aufgrund der Definition einer stabilen Expansion, folgt fiir
LE € A, dass auch E € A. Da A unter Implikation abgeschlossen ist, folgt daraus
zusétzlich, dass entweder p; € A oder —p; € A.

Fiir den Kern A der nach Behauptung 4.1 mit der stabilen Expansion A korre-
spondiert gilt,

A=Lbase(Z)N{LP | 2 € A} U{-LD | D & A})

Mit der Definition 4.4 fiir Lbase ergibt sich
Lbase(X) = SfE(Z)u-SfH (D)
< Lbase(X) = ({Lp; | Lp; € ¥} U{LE}) U ({-Lp; | Lp; € £} U{=-LE})

Also:
A={Lp; | Lp; e 2} U{LE}U{—-Lp; | Lp; € X} U{-LE})
N({Lpi | pi € AYU{LE}YU{=Lp; | p; € A})
={Lp; | pi € AYU{-Lp; | p; € AYU{LE}
={Lp; | p; € A} U{-Lp; | -p, € A}U{LE}
={Lp; | Lp; € A}y U {-Lp; | -Lp; € A} U{LE}

Nach Behauptung 4.4 gilt

S UAU
Ec SEg(A) < {LV|LV e SfIE)AT e SEx(A)}U y =E.
{(~LU | LV € Sf1E) AT & SEx(A)}

13



In E gibt es nach Definition keine Vorkommen von L, daher vereinfacht sich die
Aquivalenz zu XUA = E & E € SEx(A).

SUA={Lpy < p1,.... Lpn <> pp, LE}U{Lp; | Lp; € A}y U {-Lp; | -Lp; € A}
U{LE}
={Lpy < p1,.... Lpn < pn, LE}YU{Lp; | Lp; € A}y U{=Lp; | -Lp; € A}

Damit X UA erfiillt ist, muss jedes p; mit einem Wahrheitswert belegt werden. Die
Belegung ist abhéngig von der Belegung der Lp;, die wiederum davon abhéngig
ist, ob Lp; oder —Lp; in A enthalten sind.

Die ¢; sind in dieser Belegung nicht enthalten, da ¢; € ¥ U A. E ist demnach fiir
eine Wahrheitsbelegung der p; erfiillt. Die resultierende Formel ist eine Tautologie
fir alle ¢;. Es gilt also fiir alle 1 < ¢ < ndp;, sodass Vg; E erfiillt ist, d. h.
Ip13ps...IpnVa:Vqo.. Va, E.

Aus der Existenz der stabilen Expansion A folgt, dass eine zugehorige giiltige
Formel der Form QBF, 5 existiert.

Also:

f(Q) = X hat eine stabile Expansion <« Q ist giiltige QBF; 5

“n
Angenommen @ ist giiltige QBF, 5.

D. h. @ = 3p;1...3p.Vq1..¥¢n E und @ ist erfiillbar. Aufgrund der Form von @ folgt,
dass eine Wahrheitsbelegung v fiir die Variablen p;, ..., p,, existiert, sodass, egal wie
die Wahrheitswerte fiir q1, .., ¢,, gewéhlt werden, E unter v immer wahr ist.

Fiir die Menge f(Q) =% = {p1 <> Lp1,....,0n <> Lpn, LE} ist

Lbase(X) = SfL(B)u-SfE(D)
={Lp1,....Lp,, LE} U {=Lps,...,~Lp,,~LE}.

Sei nun A C Lbase(X) wie folgt gewéhlt.

A ={Lp; | v(p;) = wahr} U {—Lp; | v(p;) = falsch} U {LE}

14



Mit Hilfe der Definition 4.5 kann gezeigt werden, dass A 3-vollstindig ist. Dafiir miissen
die folgenden Bedingungen fiir jedes L® aus S (%) gelten.

(a) SUANE® < L € A
(b) SUAE O < LD ¢ A

Die Menge der Subformeln ist hier SfL(2) = {Lp; |1 <i <n} U {LE}.
Da p; <> Lp; € ¥ fiir alle 1 < < n, gelten die Bedingungen fiir {Lp; | 1 <i<n}
Also gilt die Aquivalenz Lp; € A & X UA |Ep;

Wenn Lp; € A, dann muss, damit ¥ U A erfiillt ist, sowohl Lp;, als auch Lp; < p;
erfiillt sein. Dies ist nur fiir die Wahrheitsbelegung v(Lp;) = v(p;) = wahr moglich.
Also gilt YUA = p;. Andersherum muss, wenn X UA = p; erfiillt ist, auch Lp; € A um
den Fall auszuschlieflen, dass die Giiltigkeit von ¥ U A durch v(p;) = v(Lp;) = falsch
erreicht wird.

Gleiches gilt fiir die 2. Bedingung;:

-Lp, € A& S UA W p;

Damit p; nicht erfiillt ist, wenn X U A erfiillt, muss —Lp; € A sein, um die Belegung
mit v(Lp;) = v(p;) = falsch zu erzwingen.

Fiir E gelten diese Bedingungen aufgrund der Konstruktion von A.

Wenn A erfiillt ist, ist auch E erfiillt, es gilt also

EcAeSUAEE.

Der andere Fall tritt nach Konstruktion nicht ein, gilt aber aufgrund des Widerspruchs
zwischen LE und —LFE, der sich einstellen wiirde.

“EFEeANSXSUAKEE

Damit sind die Bedingungen aus Def. 4.5 fiir alle L® € SfZ(X) erfiillt und A ist %-
vollstéindig. Daher handelt es sich bei der zugehérigen Menge S Fs (A) um eine mégliche
Expansion von ..

= f(Q) = X besitzt eine stabile Expansion.

Es folgt also, dass das Existenzproblem fiir stabile Expansionen sowohl in ¥4 liegt, als auch
Y P _schwer ist. Damit ist es ¥4’ -vollstéindig. O

Korollar 4.1 (Gottlob [1]).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Primissenmenge 3 eine konsistente stabile Expansion
hat, ist $¥ -vollstindig.

Beweis.

Folgt direkt aus dem Beweis fiir Satz 4.1.

> wird so konstruiert, dass die inkonsistente stabile Expansion L., nicht moéglich ist.

Also:

> hat stabile Expansion < ¥ hat konsistente stabile Expansion. [
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4.4.2 Brave Reasoning

Satz 4.2 (Brave Reasoning Gottlob [1]).

Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® zu mindestens einer stabilen Expansion gehort,

ist Y8 -vollstindig.
Beweis.

1. exlh
Folgt direkt aus Behauptung 4.5.

2. YP-schwer

Die Schwere wird durch Reduktion vom, nach Satz 4.1 bekannt X1’ -schweren, Problem
der Existenz einer stabilen Expansion gezeigt. Da Expansionen unter logischer Ablei-
tung abgeschlossen sind, folgt, dass die Tautologie T Element jeder stabilen Expansion
ist.

Priamissenmenge ¥ hat eine f(X) =T € irgendeiner stabilen
stabile Expansion Expansion von X

LL:>77
Angenommen die Pramissenmenge ¥ hat eine stabile Expansion A. Da T Element
jeder stabilen Expansion ist, so auch dieser von A. Damit ist T Element irgendeiner

stabilen Expansion von Y.

1))
P—

Angenommen, f(X) = T, und T ist Element irgendeiner stabilen Expansion von X,

dann folgt auch, dass ¥ mindestens eine stabile Expansion besitzt.

Damit folgt aus (1) und (2), dass das “Brave Reasoning” Problem X'-vollstéindig ist.

16
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4.4.3 Cautious Reasoning

Satz 4.3 (Cautious Reasoning Gottlob [1]).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® zu allen stabilen Expansionen einer Prdmis-
senmenge Y gehort ist I15 -vollstindig.

Beweis.

1. ety
Folgt direkt aus Behauptung 4.6.

2. L -vollsténdig

Wie beim Beweis der Zugehorigkeit zu IIZ kann auch hier wieder das Komple-
mentéirproblem, dass eine Pramissenmenge X keine konsistente stabile Expansion hat,
betrachtet werden.

Nach dem Korollar 4.1 ist das Entscheidungsproblem iiber die Existenz einer kon-
sistenten stabilen Expansion dquivalent zu dem einer stabilen Expansion und somit
ebenfalls X1’ -vollstéindig. Das Komplementérproblem ist demnach 15 -vollstéindig. Der
Beweis wird iiber die Reduktion von diesem Problem auf das des “Cautious Reasoning”
gefiihrt, mit f(3) = L als Reduktionsfunktion.

Pramissenmenge ¥ hat keine - f(¥) = L € jeder stabilen
konsistente stabile Expansion Expansion von X

“:>77

Im Sonderfall, dass 3 keine stabile Expansion besitzt, ist die Aussage trivial erfiillt.
Wenn ¥ keine konsistente stabile Expansion besitzt, muss nach der Definition fiir
inkonsistent gelten, dass die vorhandenen Expansionen nicht widerspruchsfrei sind,
also zwingend | enthalten.

“<:77
Wenn L € aller stabilen Expansionen, dann sind alle diese Expansionen inkonsistent,
s. 0. Falls keine stabilen Expansionen existieren, ist die Aussage auch hier trivial erfiillt.

Aus (1) und (2) folgt 5~ Vollstéindigkeit fiir “Cautious Reasoning”. O
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Kapitel 5

Default Logik

5.1 Einfiihrung

Eine weitere wichtige nichtmonotone Logik ist die Default Logik, hier genauer Reiters Default
Logik von 1980. Diese Logik 16st das Problem, Restriktionen einer logischen Aussage darzu-
stellen, die mit der bekannten Aussagenlogik so nicht realisierbar sind.

Beispiel 5.1.
Betrachtet wird das folgende Problem mit den Aussagen:

e Sdugetiere kdénnen nicht fliegen
o Fledermduse sind Sdugetiere
o Fledermduse konnen fliegen

Ausgedriickt in Aussagenlogik ergibt sich der folgende Widerspruch.
Saugetier(x) = —kann_fliegen(z)

(
Fledermaus(x) = Saugetier(x)
Fledermaus(z) = kann_fliegen(zx)

Wenn Y Sdugetier und Fledermaus ist, folgt daraus

Fledermaus(Y') = Sdugetier(Y)
Sdugetier(Y) = —kann_fliegen(Y)
Fledermaus(Y') = kann_fliegen(Y),

damit ergibt sich

- kann_fliegen(Y)

kann_fliegen(Y).
Eine mogliche Losung ist es, Ausnahmeregelungen hinzuzufiigen. Dies ist jedoch nicht prak-
tikabel, da dafiir alle Sonderfille bekannt sein miissen und fiir jeden moglichen Fall eine

eigene Formel noétig ist. Dieses Problem kann durch die Default Logik gel6st werden, indem
sogenannte Defaults definiert werden.

18



Definition 5.1 (Reiter [8]).

a: MB]JMﬁ??“'?M/Bn
w

Default d =

Dabei sind «, B;,w aussagenlogische Sdtze.
a Voraussetzungen von d

Bi Begrindung von d

w Konsequenz von d

Intuitiv bedeutet diese Definition, dass, wenn « bekannt ist und es keinen Beweis gibt, dass
B vielleicht falsch ist, w abgeleitet werden kann. Es handelt sich also um Aussagen, die per
default gelten.

Ein Default d ist durch eine deduktiv abgeschlossene Menge von Sétzen @ erfiillt, wenn

(o € @ A B; konsistent mit ) = w € P. Die Defaults geben die Information an, die per
default in den meisten Fillen wahr sind, solange keine widerspriichliche Information bekannt
ist.

Somit ist es moglich, Aussagen wie “in seltenen Féllen trifft X zu” darzustellen. Beispiels-
weise kann “In seltenen Fillen konnen Sidugetiere fliegen” durch das Default

Sdugetier(x):M—kann_fliegen(x)

—kann_fliegen(x)

ausgedriickt werden.
Umgekehrt ist es genauso moglich “in den meisten Féllen trifft X zu” auszudriicken.
Das Default

Vogel(x):M kann_fliegen(x)

kann_fliegen(x)

stellt dies am Beispiel von “die meisten Vogel kénnen fliegen” dar [8].

Definition 5.2 (Reiter [8]).
Als aussagenlogische Default Theorie wird ein Tupel <VV, D> bezeichnet, wobei W eine end-
liche Menge aussagenlogischer Sitze und D eine endliche Menge Defaults ist.
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5.2 Default Extension

Ahnlich zur Expansion der autoepistemischen Logik liegt bei der Komplexititsbetrachtung
der Default Logik der Fokus auf den Default Extensionen, den moglichen Wissensmengen,
die aufgrund der initialen Wissensmenge und Defaults angenommen werden kénnen. Bei
einer Extension E zu einer Default Theorie <VV, D> handelt es sich informell gesprochen um
die kleinste Menge an Formeln, die W enthalten, unter logischer Folgerung abgeschlossen
sind und alle Defaults in D erfiillen [1]. Sie vervollstiindigt sozusagen die in W gegebenen
Fakten, ohne Widerspriiche zu erzeugen.

Beispiel 5.2.

D Saugetier(z) : Fledermaus(x)

B kann_fliegen
W = {Fledermaus(Alice), Saugetier(Bob),Vx Fledermaus(x) — Saugetier(x)}
E = WU kann_fliegen(Alice)

Definition 5.3 (Reiter [8]).
Gegeben sei eine Default Theorie <VV, D>. Fiir eine Menge aussagenlogischer Formeln S sei
I'(S) = U die kleinste Menge, die folgendes erfiillt

1. WCU

2. U deduktiv abgeschlossen
d.h. e U< UE® firaled®elU

. MBy, MBsy, ... M8,
3. wenn 2 P, MPBs, ..., MB eD,acUund —p1 &S,....78, €S

w
swelU

FEine Extension E von <VV7 D> entspricht einem Fixpunkt von I' und damit einer Menge ®
von aussagenlogischen Formeln, welche die Bedingung T'(®) = ® erfiillen.

Wie auch schon bei der autoepistemischen Logik kann es sich bei den Extensionen um
unendliche Mengen handeln. Daher ist es fiir die spéitere Beweisfithrung notig, sie finitisch
zu charakterisieren [1]. Als Grundlage werden dafiir die folgenden zwei Mengen definiert.

Definition 5.4 (Reiter [8]).

Sei T = <VV7 D> eine aussagenlogische Default Theorie und E eine Extension von 7.

Die Menge der generierenden Defaults fiir die FExtension E im Bezug auf  ist

a MﬂlvM/B27 7M/6n c
w

GD(E, 7) = { D

a € Eund -1, ..., 0, & E} .

Dies entspricht den Defaults, die dazu fiihren, dass w generiert, also der Extension hinzu-
gefiigt wird.

Definition 5.5 (Reiter [8]).
Sei D eine Menge von Defaults. Die Menge aller Konsequenzen aus D wird mit:

cMpBy, MpBs, ..., M
a Bla 625 ) ﬂn ED}

w

CONSEQUENTS(D) = {w

Daraus lésst sich nun eine finitische Charakterisierung der Extension bilden.

Behauptung 5.1 (Reiter [8] Satz 2.5).
Angenommen, E sei Extension einer Default Theorie <W,D>, dann gilt fir E:

E = cons(W U CONSEQUENTS(GD(E, 7))).
Jede Eztension wird also durch eine Teilmenge der endlichen Menge an Konsequenzen cha-

rakterisiert.
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5.2.1 Eingeschrinkte Defaults

Die zuvor allgemein definierten Defaults lassen sich auf verschiedene Weisen einschrinken.
Aus diesen eingeschrinkten Defaults resultieren unterschiedliche eingeschrinkte Default
Theorien. Diese Einschréankungen haben unterschiedliche Auswirkungen auf die Beschaffen-
heit der Extensionen. Hier sind vor allem die semi-normalen und normalen Defaults wichtig.

Definition 5.6 (Gottlob [1]).

a: Mw

normales Default <

My A
semi-normales Default @w
w

FEine Default Theorie <VV7 D> ist normal (semi-normal), genau dann, wenn alle Defaults
d € D normal (semi-normal) sind.

Es lasst sich zeigen, dass jede normale Default Theorie mindestens eine Extension besitzt,
jedoch semi-normale Default Theorien existieren, die keine Extension besitzen [8].

Fiir die spétere Betrachtung der Komplexitét sind daher besonders die semi-normalen Default
Theorien interessant.

Dass semi-normale Default Theorien nicht zwingend Extensionen besitzen, beruht darauf,
dass es hier die Moglichkeit gibt, dass sich die einzelnen Defaults gegenseitig ausschliefen
und somit keine Menge gebildet werden kann, die sie alle konsistent erfiillt.

Bei normalen Default Theorien kann dieser Fall aufgrund der Beschaffenheit der Defaults
nicht auftreten. Es existiert also immer eine Extension. Am folgenden Beispiel fiir eine semi-
normale Default Theorie ist dies leicht zu erkennen.

Beispiel 5.3 (Reiter & Criscuolo[9], Besnard [10]).
Sei <VV, D> eine semi-normale Default Theorie mit W=0 und

D:{T:M(—\q/\p) T:M(-rAq) T:M(—\p/\r)}.

p q r
Diese Default Theorie hat keine Extension, da die drei Defaults sich alle jeweils gegenseitig
ausschlieffen.
Angenommen <VV, D> hitte eine Extension A.
Nach Definition kann nun fir alle mdoglichen Mengen an aussagenlogischen Formeln
& =ANn{p,q,r} der Widerspruch T(A)N® # ® und damit auch T'(A) # A gezeigt werden.

Aus @ = {0, {p},{q}, {r}, {p, ¢}, {p, 7}, {a, v}, {p, ¢, 7} } kdnnen dafiir beispielhaft ) und {p, q}
gewdhlt werden.

1. d=0
Die Menge der generierenden Defaults wire in diesem Fall GD(A, 7)) = 0.
Nach Behauptung 5.1 miisste fir A folglich gelten, dass

A = cons(WUCONSEQUENTS(GD(A, 7))).

In diesem Fall lisst sich die Bedingung zu A = cons(()) vereinfachen.

Dies wiirde bedeuten, dass A aus allen aussagenlogischen Tautologien bestehen miisste.
Wie fiir alle Extensionen muss auch hier die Begrindungen aller Defaults konsistent
mit der Extension A sein. Also gilt {p,q,r} € T'(A). Damit muss T'(A) # A gel-
ten, denn {p,q,r} sind keine Tautologien. Also handelt es sich bei ) nicht um eine
Extension.
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2. ® ={p,q}
Die Argumentation geschieht dhnlich wie im ersten Fall. Es wird die Menge

T:M(—gAp) T:M(—rAq)

p q

GD(A, ) =

gebildet. Nach der Behauptung 5.1 folgt wiederum A = cons({p, q}).

Die Begriindungen des ersten und dritten Defaults, —q A p und —q A p, sind allerdings
inkonsistent mit diesem A. Daher ist cons({q}) die kleinste Menge, die alle Bedingun-
gen fiir T(A) erfillt. Also T(A) = cons({q}) # cons({p,q}) # A .

Ahnlich kann nun auch fir die anderen Fille gezeigt werden, dass es sich dabei um keine
Ezxtension handelt, die Default Theorie schlussendlich also keine Extension besitzt.
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5.3 Die drei Hauptentscheidungsprobleme fiir die Default
Logik

Auch fiir die Default Logik wird nun die Komplexitét der drei Probleme betrachtet.

1. Das Entscheidungsproblem, ob fiir eine Default Theorie <VV, D> eine Extension exis-
tiert, ist ©4'-vollstindig.

2. Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® in mindestens einer Extension enthalten
ist (“Brave Reasoning”), ist ¥.£'-vollstindig.

3. Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel @ in allen Extensionen enthalten ist (“Cautious
Reasoning”), ist 114 -vollstéindig.

Zuerst wird die Zugehorigkeit zu den Komplexitéitsklassen gezeigt.

Satz 5.1.
Das Entscheidungsproblem, ob eine Default Theorie <W, D> eine Extension besitzt, ist Fle-
ment von %5

Beweis.

Um zu zeigen, dass <VV, D> eine Extension besitzt, werden nichtdeterministisch mogliche
Mengen generierender Defaults nach Def. 5.4 geraten. Da deren Anzahl dabei polynomiell
in der Kardinalitit von |D| = n beschrinkt ist, kann dies von einem NP-Algorithmus gelost
werden.

Fiir jedes Default € GD wird gepriift, ob die Bedingung aus Def. 5.4

a M517M627~-~7M6n
w

eD

GD(E, 7) = {

a € Eund -f1,...,0, & E}

erfiillt ist. Fiir die gewdhlte Menge GD werden nach Def. 5.5 die Konsequenzen berechnet.

' M/817MB25"')M67L
w

CONSEQUENTS(GD) = {w

ccp}

Anschlieflend muss gepriift werden, ob die resultierende Menge eine finitische Charakterisie-
rung einer Extension darstellt. Dazu muss die Bedingung aus Beh. 5.1

E = cons(W U CONSEQUENTS(GD))

erfiillt sein. Dies kann mit einem NP-Orakel gepriift werden. Das Entscheidungsproblem
ldsst sich also von einem nichtdeterministischen Algorithmus mit einer polynomiellen Anzahl
Aufrufe an ein NP-Orakel 16sen, liegt also in NPNY = %22,

O

Satz 5.2 (Brave Reasoning).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® in mindestens einer Extension einer Default
Theorie <VV7 D> enthalten ist, ist Element ¥.1 .

Beweis.
In Satz 5.1 wurde gezeigt, dass die Uberpriifung, einer Default Theorie auf Extensionen in
P liegt.
Um nun zu zeigen, dass eine Formel ® in mindestens einer Extension enthalten ist, kann auf
gleiche Weise ein mogliche Menge generierender Defaults, welche eine Extension konstruiert,
die ® enthilt, nichtdeterministisch geraten werden. Zusétzlich zum vorherigen Beweis muss
das Vorkommen von ® gepriift werden, was ebenfalls durch den Aufruf des NP-Orakel reali-
siert wird. Damit kann das Problem des “Brave Reasoning” dquivalent zu dem der Existenz
von Extensionen von einem nichtdeterministischen Polynomialzeitalgorithmus mit Aufrufen
eines NP-Orakels entschieden werden, ist also Element von 1.

O
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Satz 5.3 (Cautious Reasoning).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® in allen Extensionen einer Default Theorie
<W, D> enthalten ist, ist Element 25.

Beweis.

Fiir das “Cautious Reasoning® ist es, wie auch schon im Beweis zur autoepistemischen
Logik, einfacher, das Komplementérproblem, dass ® in einer Extension nicht enthalten ist,
zu betrachten. Dadurch kann der Beweis, dhnlich wie auch die beiden vorherigen Beweise,
iiber das Raten einer Menge generierender Defaults, in deren resultierender Extension &
nicht enthalten ist, gefiihrt werden.

Das NP-Orakel wird zum Priifen verwendet, dass die Bedingung

E = cons(W U CONSEQUENTS(GD))

erfiillt und ® ¢ E ist. Also kann das Komplementérproblem mit einem NP-Algorithmus mit
Aufrufen eines NP-Orakels entschieden werden, liegt demnach in ¥ und damit das Problem
des “Cautious Reasoning” in I1%". O
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5.4 Vollstiandigkeitsbeweise

5.4.1 Existenzproblem

Satz 5.4 (Gottlob [1]).
Das Problem, ob eine Default Theorie <W, D> eine Extension besitzt, ist Eg-vollstdndig.

Beweis.

1. ex?

2. ©P-schwer
Wie auch schon bei der autoepistemischen Logik kann dieser Beweis iiber die Reduktion
vom bereits bekannten Problems QBF, 5 gefiihrt werden. Als Reduktionsfunktion wird
die Umwandlung einer QBF zu einer Default Theorie wie folgt gewahlt.
Sei
Q = Ip1...IpnVaq1.. Yo, F,

mit E, eine aussagenlogische Formel aus den atomaren Formeln p;, ¢;, die QBF und
f(Q) = (W, D), die zugehérige Default Theorie mit W = () und

T:Mp, T:M-p, T:M—\E}
P —p1 P TPa 1 '

T:M T: M=
D:{ ]917 ]717”.7 ,

Die Reduktionsfunktion ist in Polynomialzeit berechenbar.
Es bleibt also noch zu zeigen, dass

Q€ QBF < f(Q) = <W,D> hat eine Extension

gilt.
“=” Angenommen f(Q) = (W, D) hat eine Extension A.

Auf Grund der Konstruktion von D muss die Extension A entweder p; oder —p; fiir 1 <
i < n enthalten, damit D erfiillt werden kann. Dabei darf nur entweder die negierte oder
nicht negierte Version enthalten sein, damit A widerspruchsfrei ist. Da A auflerdem
widerspruchsfrei sein muss, wenn auch W schon widerspruchsfrei war, folgt, dass 1. € A
ist. W ist hier (), daher ist die Widerspruchsfreiheit direkt gegeben. Aus diesem Resultat
und dem Default w kann geschlossen werden, dass —E inkonsistent mit A ist.
Damit von A auf —E geschlossen werden kann, miisste L € A sein. Dies steht im
Widerspruch zur obigen Aussage. Also gilt A = E.

Nach Behauptung 5.1 kann A finitisch charakterisiert werden.

A =cons(W U CONSEQUENTS(GD(A, (T)))
=cons() U CONSEQUENTS(GD(A, (1))
=cons(CONSEQUENTS(GD(A, (T)))

T : Mp; T : M-p;
=cons ({p |pi€A}U{pJ|—\pj GA})
Di Pj

=cons({p; | pi € A}U{-p; | 7€ A)
Dies angewandt auf die Bedingung A | E ergibt

A = cons({p; | pi € Ay U{-p; | -p; € A}) F E.
=AEE
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Das heifit, es existiert eine Belegung der Variablen py, .., p,, sodass fiir alle g1, ..., qn, E
geschlossen werden kann. Die Belegung wird so gewahlt, dass alle negierten Variablen
auf falsch, die anderen auf wahr gesetzt werden.

Damit ist @) eine erfiillbare aussagenlogische QBF und es gilt

<VV, D> hat eine Extension = @ € QBF.

“£” Q € QBF

Q@ ist QBF von der Form @ = 3py...3p,Vq1.. Vg, E. Wenn @ erfiillbar ist existiert eine
Wahrheitsbelegung v fiir die p;, sodass, unabhéngig von der Belegung fiir ¢;, E immer
erfiillt ist. Mithilfe der Reduktionsfunktion wird die Default Theorie wie zu Beginn
beschrieben konstruiert.

Sei nun A = cons({p; | v(p;) = wahr} U {-p; | v(p;) = falsch}) eine mdgliche Extensi-
on. Da A aus der Wahrheitsbelegung gebildet wurde, gilt aulerdem A = E und da die
Extension auflerdem deduktiv abgeschlossen ist, folgt E € A. Es gilt zu verifizieren, ob
es sich bei der gewahlten Menge tatsédchlich um eine Extension fiir die Default Theorie
handelt.

Angenommen T'(A) C A, so erfiillt A die Bedingungen der Definition 5.1 fiir Exten-
sionen.

(A) C A deduktiv abgeschlossen
hTA)E®< deIl(A)
Folgt direkt aus der Definition von A.

« MﬁlMﬂn

» eEDacT(A),figA=>weA

Die Bedingung muss fiir alle Defaults aus D gelten.

D{T:Mzn T:M-p T:MpnT:M—'pnT:MﬂE}
[ A R 1

Angenommen o« = T € T'(A) C A. Fiir die drei unterschiedlichen Arten von

Defaults wird nun gezeigt, dass die dritte Bedingung gilt.

T: M i

e
pi

Wenn =8 = —p; € A, dann soll w = p; € T(A) C A gelten.

D:

-p; € A = v(p;) = true, denn v(p;)=false & —p; € A
v(p;) = true = w =p; € A, denn v(p;)=true & p; € A

T:M-p;
-pi
Wenn =8 = ——p; = p; € A, dann soll w = —p; € T'(A) C A gelten.

pi € A = v(p;) = false, denn v(p;)=true & p; € A
v(p;) = false = w =p; € A, denn v(p;)=false & —p; € A
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T:M-E
—

Wenn = = -—E =FE ¢ A, dann soll w = L € I'(A) C A gelten.

Es folgt direkt, dass dann 1 € I'(A), bzw. A, da E nicht giiltig in A im direkten
Widerspruch zur Konstruktion der Extension steht.

Durch

p¢EF(A)<:>pi€A
-p; €ET(A) & —p; €A

lasst sich auflerdem zeigen, dass A C I'(A) und damit I'(A) = A.

Damit folgt also, dass die kleinste Menge I'(A), die die Bedingungen der Extension
erfiillt, gleich A sein muss.

= f(Q) = <VV, D> hat eine Extension

Es gilt also
Q € QBF < f(Q) = (W, D) hat eine Extension

und die Funktion f ist in Polynomialzeit berechenbar, damit lésst sich QBF, 5 auf das
Existenzproblem reduzieren. Da QBF, 5 Y¥_schwer ist, ist auch das Existenzproblem
Y¥_schwer. Mit der in (1) gezeigten Zugehorigkeit zu ¥ folgt demnach, dass das
Entscheidungsproblem, ob eine Default Theorie eine Extension besitzt, ¥4 -vollstéindig

ist.
O
Satz 5.5 (Gottlob [1]).
Das Ezistenzproblem ist auch fiir semi-normale Defaults X% -vollstindig.
Beweis. T M-E
Die Reduktionsfunktion kann wie oben gewiihlt werden. Aufler dem letzten Default Tﬁ

handelt es sich bei allen anderen bereits um semi-normale Defaults. Um dies zu umgehen
wird eine neue Defaultmenge D’ aus D bestimmt, in der das normale Default durch die drei
semi-normalen Defaults

T:M(gApA-E) T:M(-rAgA-E) T:M(=pArA-E)

) b

b q r

ersetzt wird. Dabei sind p, ¢ und r neue aussagenlogische Variablen die nicht schon in D
enthalten sind.

Da so alle Defaults in D’ semi-normal sind, ist auch die Default Theorie <(Z), D’> semi-normal.
Zu zeigen ist nun, dass auch in diesem Fall die Aquivalenz

Q € QBF < Default Theorie <@, D’> hat eine Extension

gilt.
Angenommen, die p; und —p; werden nicht so gewéhlt, dass E giiltig ist, also "E=1, so sind
die drei neuen Defaults dquivalent zu den gegenseitig inkompatiblen Defaults aus Beispiel
5.3.

T:M(—gApALl) T:M(-rAgAl) T:M(—pArAl)

i b )
p q r
j—I—:]W(—'q/\p) T:M(=rAq) T:M(—pAr)
p ’ q ’ r

Nach dem Beweis im Beispiel existiert in diesem Fall keine Extension.

Q ¢ QBF = (0, D) hat keine Extension
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Wenn die Variablen so gewahlt werden, dass E giiltig ist, ~E=0, folgt
T:M(gApAO) T:M(-rAgAN0) T:M(=pArA0)

P ’ q ’ r
N T:M(L) T:M(L) T:M(L)
p q r

In diesem Fall besitzt D’ dquivalent zum Beweis 5.2 eine Extension. Die obigen drei Defaults
sind nicht mehr gegenseitig inkompatibel. Aulerdem wurde fiir die Default Menge D bereits
im Beweis fiir Satz 5.2 gezeigt, dass eine Extension existiert. Dieses Resultat gilt auch fiir

D\ {T i ]\j(ﬁE)}.

Q € QBF = <(Z), D’> hat eine Extension

Damit folgt aus beiden Resultaten

Q € QBF < (0,D’) hat eine Extension.

5.4.2 Brave Reasoning

Satz 5.6 (Brave Reasoning Gottlob [1]).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® FElement mindestens einer Extension einer
aussagenlogischen Default Theorie <VV, D> ist, ist o4 -vollstindig.

Beweis.
Die XF’-Schwere kann durch Reduktion von QBF, 5 gezeigt werden, wobei als Reduktions-
funktion

f(Q) = (0, Dy) mit

D {T:Mpl T: M-py T:Mp, T:Mﬂpn}
1= ) 3 eeey )
b1 —p1 Pn Pn

gewahlt wird. Diese ist in Polynomialzeit berechenbar.
Wihle ® = E als Formel, die in mindestens einer Extension enthalten sein soll.
Zu zeigen bleibt, dass

Q € QBF & es existiert eine Extension von {(Q)= (), D), die E enthélt

Angenommen @) € QBF, 5, dann existiert eine Wahrheitsbelegung fiir die p;, sodass fiir alle
moglichen Belegungen der ¢; E giiltig ist. Es existiert also eine Extension, die diese Wahr-
heitsbelegung représentiert und damit auch E enthilt. Die Riickrichtung funktioniert auf
gleiche Weise.

Wenn E in mindestens einer Extension von (@, D1) enthalten ist, bilden die auBerdem ent-
haltenen p;, bzw. —p; eine giiltige Wahrheitsbelegung fiir @. Daraus folgt, dass () € QBF, 5.
Allgemein ldsst sich sagen, dass ein injektiver Zusammenhang zwischen der Wahrheitsbele-
gung der Variablen pi, ..., p, und den Extensionen von (f), D;) besteht. Das Entscheidungs-
problem, ob eine Formel zu mindestens einer Extension gehort, ist ¥4’ -vollstéindig. O
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5.4.3 Cautious Reasoning

Satz 5.7 (Cautious Reasoning Gottlob [1]).
Das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® Element aller Extensionen einer aussagenlo-
gischen Default Theorie <VV, D> ist, ist 115 -vollstindig.

Beweis.

Zum Beweis der I15'-Schwere wird hier die gleiche QBF @ wie im vorherigen Beweis gewiihlt.
Damit I15-Vollstéindigkeit gezeigt werden kann, muss dariiber argumentiert werden, dass @
nicht giiltig ist. QBF ist I1}-vollstindig, wenn @ von der Form V3E (s. Abb. 3.1) ist.

Als Reduktionsfunktion wird

f(Q) = (0, Dy) mit

D_{T:Mpl T: M-p, T:Mp, T:M-p, T:MﬁE}
! b1 ’ —p1 T Pn ’ “Pn ’ -k

gewahlt.

Sei nun ® = —E die Formel, fiir die gepriift wird, ob sie in allen Extensionen enthalten ist.
Zu zeigen ist also:

@ nicht giiltig < — E ist Element jeder Extension von {(Q)

Angenommen, —E ist Element jeder Extension von f(Q) = (f), D1). Aus der Definition der
Extension als kleinste Menge der moglichen erfiillten Aussagen folgt direkt, dass —E immer
giiltig ist. Die Formel @ = dp;...3p,Vq1...Vg,E kann also nicht erfiillt sein, da sonst E
erfiillt im Widerspruch zu —E erfiillt stiinde.

Also —E Element jeder Extension = @ nicht giiltig.

Andersherum, wenn @ keine giiltige QBF, 5 ist, ist @ = Vqi..Vg,3p1...3p,E und
nicht erfiillt. Es existiert also keine Wahrheitsbelegung, sodass fiir jede moglich Belegung
der ¢; eine Belegung der p; existiert, sodass E erfiillt ist. Es gilt also —E fiir jede Belegung
von p;, damit muss —F in jeder Extension von (), D1) enthalten sein.

Also @ nicht giiltig = —E Element jeder Extension

Die Reduktionsfunktion ist wie fiir &hnliche Fille bereits gezeigt in Polynomialzeit berechen-
bar. Damit folgt, dass das Entscheidungsproblem, ob eine Formel ® zu allen Extensionen
einer Default Theorie gehort, 115 -vollstéindig ist. O
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Kapitel 6

Resultate

In dieser Arbeit wurden die autoepistemische und die Default Logik, auf Grundlage der
Ergebnisse von Niemel4 [5], Reiter [8] und Gottlob [1], auf ihre Komplexitit untersucht.

Fiir die drei Entscheidungsprobleme nichtmonotoner Logiken
1. Expansion/Extension Existenzproblem
2. Brave Reasoning
3. Cautious Reasoning

konnte fiir (1) und (2) ¥¥-Vollstindigkeit, sowie fiir (3) I15-Vollstéindigkeit gezeigt werden.
In der Polynomialzeithierarchie liegen sie damit auf dem 2. Level. Da die Folgerung mono-
toner Logik in co-NP und damit auf dem 1. Level der Hierarchie liegt, ist die nichtmonotone
Folgerung echt schwerer als die monotone, solange die Komplexitatshierarchie nicht zusam-
menfillt [1].

Das wichtigste Resultat ist, dass fiir die beiden verschiedenen Logiken die gleiche Komple-
xit#t der Entscheidungsprobleme gezeigt werden konnte. Probleme in den Klassen ¥2 und
11" sind per Definition in polynomieller Zeit ineinander iiberfiihrbar. Damit gilt auch, dass
sich die Entscheidungsprobleme der autoepistemischen sowie der Default Logik jeweils in-
einander umwandeln lassen.

Gleiche Resultate gelten auch fiir andere nichtmonotone Logiken, wie die nichtmonotone
Logik nach McDermott und Doyle oder auch modale nichtmonotone Logiken [1].

Diese Eigenschaft ist vor allem von Vorteil, da sie erlaubt, bereits bekannte automatische
Beweiser oder Folgerungsmaschinen wiederzuverwenden [1]. Genauso reicht es so, die, je
nach Anwendungsfall, einfacher zu konstruierende Variante zu erarbeiten, welche dann fiir
alle dquivalenten nichtmonotonen Logiken verwendet werden kann.

In der Forschung stellt sich die Frage, ob und welche Mé&glichkeiten es gibt, Probleme die
auf dem 2. Level der Polynomialzeithierarchie liegen, effizient zu lésen [1].
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