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1 Einleitung

Die Matrizen-Multiplikation (im Folgenden MM) ist sicherlich eines der &ltesten und grundle-
gendsten Probleme der Computational Complexity. Eine der wichtigsten Fragen in Bezug auf die-
ses Problem ist, wie viele arithmetische Operationen fiir die Multiplikation zweier beliebig grofler
n X n-Matrizen bendtigt werden. Interessant ist diese Frage, da die Anzahl der arithmetischen
Operationen direkt den Rechenaufwand ergibt. Weiterhin ist die MM nicht nur unmittelbar von
Interesse: Es gibt effiziente Reduktionen anderer Probleme auf die MM, weshalb effiziente Algo-
rithmen flir die MM noch weitldufiger von Bedeutung sind. Zu nennen sind dabei einerseits andere
Probleme im Umfeld der Matrizen - die Bestimmung der Inversen einer Matrix, die Berechnung
der Determinante einer Matrix, das Losen linearer Gleichungssysteme -, aber auch zum Beispiel die
Bestimmung der transitiven Hiille eines Graphen.

Erst kiirzlich, genauer gesagt 2010, verdffentlichten Andrew Stothers in [Stol0] und Virginia Vassi-
levska Williams in [Wil0] neue Ergebnisse zum Problem der MM, was den Ansto8 dazu gab, meine
Arbeit diesem Thema zu widmen.

Es gibt bereits viele Publikationen auf diesem Gebiet und auch einige Zusammenfassungen bisheri-
ger Ergebnisse. So veroffentlichte Victor Ya. Pan mit [Pan81] und [Pan84] zwei Zusammenfassungen,
wobei erstere deutlich ausfiihrlicher ausfiel und viele Resultate bewiesen wurden, wiahrend letztere
cher einen guten Uberblick gibt. Auch Stothers und Williams haben ihren neuen Publikationen Zu-
sammenfassungen der alten Ergebnisse vorangestellt. Dazu kam noch eine Weitere von Williams,
die sie auf einer Konferenz 2012 vorstellte, siche [Wil2].

In Abgrenzung zu diesen Publikationen soll in dieser Arbeit besonderer Fokus auf die Verstédndlich-
keit gelegt werden: Es sollen alle nétigen Grundlagen erlautert und erst dann auf die Ergebnisse,
die daraus resultieren, eingegangen werden. Gerade bei den spéteren Resultaten wird dabei kein
Platz fiir detaillierte Beweise sein, es wird aber dennoch zumindest der grobe Ablauf des Beweises
beschrieben und auf wichtige Ideen eingegangen. Die Publikationen, in denen weitere Details und
insbesondere detaillierte Beweise zu finden sind, werden selbstverstandlich referenziert.

Bei alledem beschréankt sich diese Arbeit grofitenteils auf den Hauptstrang der Entwicklungen auf
diesem Gebiet, also diejenigen Ergebnisse, die einzeln oder durch Kombination zu irgendeinem Zeit-
punkt neue obere Schranken fiir die mindestens bendtigten arithmetischen Operationen lieferten
und die auch wichtig fiir das Verstédndnis der jiingsten Ergebnisse sind.

Daneben gibt es auch andere Ansétze und weitere Betrachtungen, auf die aber nur am Rande ein-
gegangen werden kann. Fiir Interessierte werden aber entsprechende Referenzen angegeben. Auch
Resultate in Bezug auf untere Schranken fiir w finden nur kurz in (Abschnitt [4)) Erwdhnung.

In Bezug auf die Praxistauglichkeit sei noch gesagt, dass der Grofiteil der Verfahren einen sehr
groflen Overhead erzeugt. Zudem sind die Verfahren héufig fiir kleine Matrixgréfien gar nicht an-
wendbar. Dies geht soweit, dass meines Wissens nur der erste nicht-triviale Algorithmus tatséchlich
angewendet wird - alle anderen sind fiir realistische Eingabegrofien nicht geeignet. Dennoch sind
die Entwicklungen auf diesem Gebiet auch praktisch von Bedeutung, da sie immer tiefere Einblicke
in die Struktur des Problems und auch verwandter Probleme liefern und damit schlussendlich unter
Umsténden auch zu besseren, anwendbaren Algorithmen fithren kénnten.

Im folgenden Abschnitt werden einige Grundlagen erldautert, begonnen wird mit der Definition des
betrachteten Problems.






2 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden Begriffe und Konzepte eingefithrt und definiert, die fiir das Verstdandnis
der anschlieffend vorgestellten Resultate bendtigt werden oder zumindest hilfreich sind. Auf Ten-
soren konnte auch verzichtet werden, allerdings wiirden dadurch viele Formulierungen und Dar-
stellungen aufwendiger. Da zudem in den bisherigen Publikationen Grundkenntnisse in Bezug auf
Tensoren fast ausnahmslos vorausgesetzt werden, sollte dieser Abschnitt auch die Arbeit mit die-
sen Publikationen erleichtern. Neben den grundlegenden Definitionen wird dabei jeweils auch die
Verbindung zur MM hergestellt.

2.1 Matrizen-Multiplikation und Exponent der Matrizen-Multiplikation

Das Problem der MM ist wie folgt definiert:

Definition 1. Das Problem der MM ist fiir feste m,n,p wie folgt definiert:
Eingabe: m x n-Matriz A und n x p-Matriz B iber einem Kiorper K, A = (ai;),B = (bji),

ie{l,....m},je{l,...;n},ke{1,...,p}.
Ausgabe: Das Produkt C = AB,C = (c;1), wobei die ¢, gegeben sind durch:

n
Cik = Zaij “bj, Vi, k wie oben.
j=1
Dieses Problem bezeichnen wir im Folgenden mit (m,n,p).

Fiir diese Berechnung entscheidend ist die Anzahl der arithmetischen Operationen. Deshalb defi-
nieren wir den Exponenten der MM wie folgt:

die O(n") arithmetische Operationen bendétigen.
w heifst Exponent der Matrizen-Multiplikation.

Definition 2. Sei w = inf{ + | Es gibt Algorithmen fiir das Problem (n,n,n), }

Dabei ist zu beachten, dass wir nicht fordern, dass der Exponent exakt erreicht wird, sondern nur,
dass Algorithmen existieren, die beliebig nah an den Exponenten herankommen.

Das Ziel ist damit die Bestimmung von w. Auf dem Weg zu diesem Ziel werden untere und obere
Schranken fiir w gesucht, wobei besonders die Suche nach Letzteren in der Vergangenheit sehr
fruchtbar war: Im Verlauf der Zeit wurde der Exponent von 3 vor dem Jahr 1968 (fiir den trivialen
Algorithmus) bzw. 2,807 im Jahr 1968 durch Strassen bis auf 2,3727 durch Williams im Jahr 2010
gesenkt.

Eine erste Vereinfachung bei der Suche nach besseren Algorithmen ist die Folgende: Wie Volker
Strassen in [Str73| zeigt, miissen keine Algorithmen betrachtet werden, die Divisionen verwenden.
Somit bleiben Multiplikationen und Additionen als arithmetische Operationen.



2 Grundlagen

2.2 Multilineare Abbildungen und Multilinearformen

Eine multilineare Abbildung ist gewissermaflen die Verallgemeinerung einer linearen Abbildung
auf mehrere Argumente, d.h. es ist eine Abbildung in mehreren Argumenten aus verschiedenen
Vektorrdumen {iber demselben Korper, die sich in jedem Argument linear verhélt, wenn alle anderen
Argumente festgehalten werden.

Definition 3. Sei K ein Kérper, V..., Vy,, X K-Vektorraume. Eine Abbildung p: Vi x---xV, = X
heif$t multilinear, wenn gilt:
Seien vi,w; € V; fir alle i€ {1,...,n}.

fa.ie{l,...on} Vi, Vi F Wi, V) = OV, ey Uiy ooy Un) F @(V14 0y Wiy o oo Up)

und fiir v; wie oben und a € K :

Vie{l,...,n}:p(1,...,a-vi...,0) = a-©(V1,...,Viy...,Up).

Eine Multilinearform ist eine multilineare Abbildung, die nicht in einen beliebigen Vektorraum X,
sondern in den zugrunde liegenden Koérper K abbildet.

Fir die Spezialfille von zwei und drei Argumenten werden die Begriffe bilineare Abbildung, Bili-
nearform, trilineare Abbildung und Trilinearform verwendet. Diese sind fiir uns im Weiteren von
Bedeutung.

Eine Menge von verschiedenen Multilinearformen, deren Argumente aus den gleichen Vektorriu-
men stammen, 1asst sich auch als eine multilineare Abbildung in einen Vektorraum auffassen, dessen
Dimension genau der Anzahl der Multilinearformen entspricht und umgekehrt. Es wird also jede
Komponente des Bild-Vektors (bzgl. einer Basis) einzeln betrachtet, sodass es sich um einzelne
Abbildungen in den zugrunde liegenden Korper handelt.

Die MM, wie sie oben definiert wurde, ist damit eine bilineare Abbildung, da die Matrizen jeweils
Vektoren aus Vektorrdumen iiber demselben Korper K sind. Die Bilinearitat lésst sich dabei leicht
nachrechnen. Alternativ lésst sich diese bilineare Abbildung (s.o.) auch als Menge von Bilinearfor-
men interpretieren, was fiir uns niitzlicher ist. Auf diese Art lasst sich aber immer nur ein festes
Problem (m,n,p) (iiber einem festen Korper) beschreiben.

Fiir die Nutzung von Bilinearformen und Trilinearformen fiir die MM werden folgende Begriffe von
Bedeutung sein.

Definition 4. Sei {¢y | k € {1,...,p}} fiir ein p €N eine Menge von Bilinearformen mit

v UXV — K, K Kérper, U und V' K -Vektorrdume von Dimensionen n und m.

Seien i€ {1,...,n},je{l,....m}Eke{l,....p} und u= (u;) € U,v = (vj) € V.

Seien nun L}] = ai,qui,Lg =2 Bj,quj Linearkombinationen und & g, Bjq,Vk,q € K konstante Ko-
effizienten. Dann heifit die Darstellung

r

Qr(u,v) =Y YogLiLl Vk
q=1

bilinearer Algorithmus der Menge von Bilinearformen und r heif$t Rang oder auch Linge dieses
Algorithmus.

Definition 5. Seip:U XV xW — K eine Trilinearform, K,U,V wie oben und sei W K -Vektorraum
von Dimension p.
Seien 1,7, k,u,v wie oben und w = (wy) € W.

10



2.3 Bilineare und trilineare Algorithmen fiir die Matrizen-Multiplikation und ihr Rang

Seien auch L;,Lg wie oben und Lg = > kY, qWk Linearkombination mit konstanten Koeffizienten
Vg € K. Dann heifit die Darstellung

,
o(u,v,w) = Z LéLng
q=1

trilinearer Algorithmus der Trilinearform ¢ und r heifit Rang oder Linge dieses Algorithmus.

Zur besseren Ubersichtlichkeit gerade in Hinblick auf die korrespondierenden Begriffe fiir Tensoren
verwenden wir fiir bilineare und trilineare Algorithmen den Begriff Lange, nicht Rang.

Definition 6. Die kleinste Linge r eines beliebigen bilinearen Algorithmus fiir eine Menge von
Bilinearformen oder auch eines beliebigen trilinearen Algorithmus fir eine Trilinearform heifit
minimaler Rang oder kurz Rang dieser Menge von Bilinearformen bzw. dieser Trilinearform.

2.3 Bilineare und trilineare Algorithmen fiir die
Matrizen-Multiplikation und ihr Rang

Um die Interpretation der MM als Menge von Bilinearformen fiir die Suche nach Schranken fiir w
nutzbar zu machen, verwenden wir obige bilineare und trilineare Algorithmen. Allerdings schreiben
wir diese passend zu den iiblichen Basen fiir Vektorrdume der Matrizen bestimmter Grofle, also mit
passenden Multi-Indizes.
Wir schreiben einen bilinearen Algorithmus fiir das Problem (m,n, p) folgendermaflen und definieren
einen passenden Begriff:

Definition 7. Seien A= (a;;),B = (bji),C = A-B = (c;r,) Matrizen entsprechender Grifien, cj.q, Bik.q> Yik.qg €
K konstante Koeffizienten und Lé = Zi,j aij,qaij,Lg = Zﬁk Bjk,qbjr Linearkombinationen. Dann ist

T
Cik = Z%kqu;Lg Vi,k
q=1

ein bilinearer Algorithmus fir (m,n,p), also ein bilinearer Algorithmus der MM.

Damit wird ein Algorithmus fiir ein festes Problem (m,n,p) beschrieben.

Wir wollen nun zu einer Darstellung als eine Trilinearform iibergehen. Anschlielend werden wir
sehen, dass sich trilineare Algorithmen dieser Trilinearform und bilineare Algorithmen der MM
ineinander iiberfiihren lassen.

Die folgende Trilinearform beschreibt die Spur Tr(ABC') des Matrixproduktes ABC also die Sum-
me aller Diagonaleintrage dieses Matrixproduktes, wobei A, B,C Matrizen geeigneter Groflen iiber
einem gemeinsamen Korper K sind:

Tr(ABC) =Y aj-bjk-ci;
1,5,k

Die Korrektheit dieser Gleichung lasst sich wieder leicht nachrechnen.

Aufgrund der anschlieBend gezeigten Aquivalenz der Rangbegriffe sagen wir auch, dass diese Trili-
nearform fiir Matrizen der Groflen m x n, n x p und p X m zum Problem (m,n,p) korrespondiert.
Wir schreiben trilineare Algorithmen dieser Trilinearform (fiir beliebige m,n,p) ebenfalls angepasst
und definieren auch hier einen passenden Begriff:

11



2 Grundlagen

Definition 8. Seien A= (ai;),B = (bji),C = (cix) Matrizen entsprechender GrofSen, v q € K kon-
stante Koeffizienten. Seien L;, Lg wie in (Deﬁm’tionlj) und LZ’ = ki VkiqChi Linearkombinationen.

Dann ist
,
17273
> aibjreri =Y LyLiL,
1,5,k q=1

ein trilinearer Algorithmus der zu (m,n,p) korrespondierenden Trilinearform, also ein
trilinearer Algorithmus der MDM.

Beachte, dass zwischen den beiden Definitionen die Indizes der ¢’s und deshalb auch die Indizes
der 7’s ihre Rollen getauscht haben. Abgesehen davon ist der Unterschied, dass nun die v;;, als
konstante Koeffizienten von Linearkombinationen der Eintrdge von C' auftauchen und diese Line-
arkombinationen statt der konstanten ;; , fiir einzelne 4, k auftreten. Auflerdem wird iiber alle ¢,k
summiert. Nun kommen wir zur Aquivalenz der beiden Rang-Begriffe.

Satz 1. FEs gibt einen bilinearen Algorithmus fiir das Problem (m,n,p) von Linge r genau dann,
wenn es einen trilinearen Algorithmus fir die Berechnung von Tr(ABC) fir Matrizen A,B,C der
Griflen m xn, nxp, pxm von Linge r gibt.

Die kleinste solche Linge nennen wir den vorherigen Definitionen entsprechend den

Rang des Problems (m,n,p).

Beweis. “ =": Es existiert also ein bilinearer Algorithmus von Lénge r fiir Matrizen obiger Grofen.
Wir nennen die Eintrége der Matrix AB hier, um eine Unterscheidung zu den Eintrdgen der Matrix
C fiir die Trilinearform zu haben, d;x, := 3, a;;bjx. Der bilineare Algorithmus ist also gegeben durch
dir = 22:1 fyik’qLéLg Vi, k, wobei wie oben ;;, , Konstanten und Lé, Lg Linearkombinationen der a;;
bzw. b;j, sind. Gesucht ist nun ein Algorithmus von gleicher Lange r, der >ijk Qijbjkcr; berechnet,
also ein trilinearer Algorithmus.

Schreibe dazu Zi,j,kz aijbjkcki == Zi,k (Z] aijbjk)cki = Zi,k dz’kcki-

Damit erhalten wir:
.
diweri = () m,qLéLi) “Chi
q=1

”
172
= Z Lqu : V’ik,qck’i
q=1
und durch Summieren:

T
> dikcki =Y > LyL2ikgChi
ik

i,k g=1

,
=> LiLX(>  Vikqhi)
g=1 i,k
T
=Y LILZLY mit L3 = i qcki
q:l 1,k

Zu beachten ist, dass die ;x4 und die cy; fiir die gleichen 4,k definiert sind.

“<«<=": Fir die Riickrichtung existiert ein trilinearer Algorithmus von Lénge r fiir Matrizen obiger
Grélen. Dieser ist gegeben durch 37, &y aijbjrc = > gy LéLng, wobei wie oben L}I,Lg,Lg Line-
arkombinationen der a;j,b;; bzw. ¢i; sind.

12



2.4 Tensorprodukt und Tensoren

Durch Umstellen erhalten wir

r
172713
> aibjkeri =y LoLiLy
i,9,k q=1

Z (Z aijbjk)cki = Z (Z L;Lg’yki,q)cki
J

ki ki q=1

Auch hier ist zu beachten: 7y 4 ist definiert fiir alle 7,%, die von der Summe durchlaufen werden.
Damit kénnen fir den gesuchten bilinearen Algorithmus die Lé und Lg direkt iibernommen werden
und die ;4 ergeben sich durch Koeffizientenvergleich fiir die einzelnen cy;. O

2.4 Tensorprodukt und Tensoren

Das Tensorprodukt ist ein Konstrukt, das sich bei dem Versuch ergibt, multilineare Abbildungen
auf endliche Weise zu beschreiben, dhnlich zur Beschreibung linearer Abbildungen durch Matri-
zen. Der Ubersichtlichkeit halber beschrinke ich mich auf den Fall bilinearer Abbildungen statt
allgemeiner multilinearer Abbildungen. Fir multilineare Abbildungen kann aber vollig analog ar-
gumentiert werden.

In diesem Abschnitt soll das Konzept des Tensorproduktes vor allem versténdlich und anschaulich
gemacht werden!, Beweise werden grofitenteils weggelassen, da es sich um ein eigenes Teilgebiet
der linearen Algebra handelt und zudem um absolute Grundlagen.

Die Idee bei der Konstruktion einer solchen endlichen Darstellung ist, wie bei der Darstellung linea-
rer Abbildungen durch Matrizen, nur die Funktionswerte einiger weniger Eingaben zu beschreiben,
allerdings sicherzustellen, dass sich durch die Bilinearitat alle weiteren Funktionswerte daraus er-
geben. Das heifit, es miissen die Funktionswerte gewisser Tupel (v,w) mit v € V,w € W angegeben
werden.

Wir beschrinken uns nun auf Bilinearformen statt allgemeiner bilinearer Abbildungen, da bilineare
Abbildungen als Menge von Bilinearformen aufgefasst werden kénnen und insofern nicht separat
behandelt werden miissen.

Dabei ist die Idee, die sich letztlich als richtig herausstellen wird, relativ leicht nachvollziehbar:
Fiir ein festes w € W ist die Abbildung eine lineare Abbildung auf V', wir kénnen diese also durch
die Funktionswerte aller Basisvektoren von V' beschreiben. Selbiges gilt umgekehrt als lineare Ab-
bildung auf W fiir ein festes v € V. Entsprechend ist es intuitiv nachvollziehbar, dass wir Funkti-
onswerte fiir alle Kombinationen von je einem Basisvektor von V und einem Basisvektor von W
festlegen miissen. Wir beschreiben diese Idee nun formal und ergénzen sie um weitere Beschreibun-
gen des daraus resultierenden Vektorraumes.

Sei im Folgenden ¢ : V x W — K eine Bilinearform. Wir interpretieren alle Tupel (v,w) mit
v € V,w € W als Funktionen auf der Menge der Bilinearformen, die wir hier B nennen wollen,
in den zugehorigen Korper K. Das heifit:

(v,w): B— K
[ flu,w) fir feB

Die Bilinearformen bilden einen Vektorraum und damit bilden auch die durch Tupel (v,w) defi-
nierten Funktionen einen Vektorraum. Letzteren nennen wir hier T'. Nun sind aber zwei Elemente

Lfiir eine Heranfithrung an Tensoren in &dhnlicher, aber etwas ausfiihrlicherer Form siehe [Tens|

13



2 Grundlagen

(v1,w1), (ve,ws) dieses Vektorraumes genau dann gleich, wenn ihre Funktionswerte fiir alle f € B
gleich sind, also wenn gilt:

(v1,w1)(f) = (v2,w2)(f) Vf€B,
also  f(v1,wr) = f(ve,ws) Vf€EB

Zwei Elemente sind also gleich, wenn sie sich unter allen bilinearen Abbildungen gleich verhalten.
Damit gilt, dass Vektoren aus diesem Vektorraum genau dann linear abhingig sind, wenn sich einer
der Vektoren unter allen bilinearen Abbildungen genauso verhélt wie eine Linearkombination der
anderen Vektoren. Das heifit aber, dass eine Basis dieses Vektorraumes eine Menge von Vektoren
enthélt, die sozusagen unter der Bilinearitdt unabhéngig sind. Andererseits lassen sich alle Vektoren,
die unter den bilinearen Abbildungen verschieden sind (also Eingaben fiir eine Bilinearform aus B)
als Linearkombinationen daraus bilden. Damit enthélt eine solche Basis genau eine Menge von
Tupeln, fir die wir Funktionswerte definieren miissen, um Bilinearformen eindeutig zu beschreiben.
Wenn wir nun den Vektorraum 7' zusammen mit der bilinearen Abbildung

QR:VXW =T
(v,w) — (v,w) als Funktion auf B

betrachten, so lésst sich zeigen, dass er folgende Eigenschaft hat:

Fiir jede bilineare Abbildung ¢ : V x W — X, wobei X ein beliebiger Vektorraum ist, gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : T'— X mit ¢(v,w) = (v w) Yv € V,w € W. Es lasst
sich weiterhin zeigen, dass obige Eigenschaft - auch als universelle Eigenschaft bezeichnet - den
Vektorraum bereits bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, es gibt also bis auf Isomorphie nur
einen Vektorraum, der diese universelle Eigenschaft hat. Entsprechend wird das Tensorprodukt nur
anhand dieser Eigenschaft definiert.

Definition 9. Das Tensorprodukt V@ W ist ein Vektorraum mit einer bilinearen Abbildung

®R: VW = VW mit folgender Figenschaft:

Fiir jede bilineare Abbildung ¢ :V xW — X, wobei X ein beliebiger Vektorraum ist, gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ :V @ W — X mit p(v,w) =p(v@w) Yo € V;w e W.

Bemerkung 1. Das Tensorprodukt existiert fiir beliebige Vektorrdume V,W . Es ist aufSerdem (wie
bereits erwdhnt) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.

Eine andere Darstellung, die in der Mathematik sehr iiblich ist und uns auflerdem erleichtert eine
Basis des Tensorproduktes anzugeben, ist die folgende:

Seien e, ,, fiir beliebige v € V,w € W neue Elemente. Sei weiterhin X der von der Menge {ey |
v e V,we W} aufgespannte Vektorraum. Die e, ,, sind dabei - da nicht anders definiert - zunéchst
linear unabhéngig. X enthilt also fiir jedes Tupel (v,w) mit v € V,w € W einen Basisvektor e, .
Damit wiirde es reichen auf diesen Basisvektoren Funktionswerte zu definieren, um eine Bilinearform
eindeutig zu beschreiben. Allerdings handelt es sich immer noch um eine vollstdndige Beschreibung
der Funktionswerte aller Elemente. Deshalb miissen wir dafiir sorgen, dass Elemente gleich sind,
sofern sie sich unter allen bilinearen Abbildungen gleich verhalten (siehe obige Herleitung von T').
Dazu definieren wir den Untervektorraum, der von folgender Menge aufgespannt wird:

e —e —e €q. —a-e
{ v1+v2,w v1,W v2,WH a-v,w VW v, V1, U2 c ‘/Yawywl,w2 c W,CL c K}

Ev,wiH+we ~ €vw; T Evwes Evaw T A Cyw

Diesen nennen wir E.
Bilden wir nun den Quotientenraum X/E, also den Vektorraum der Aquivalenzklassen von Ele-
menten aus X, in dem jeweils Elemente von X genau dann in einer Aquivalenzklasse liegen, wenn
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2.5 FEigenschaften des Tensorproduktes und damit verbundene Begrifte

sie sich nur um Linearkombinationen der Elemente aus E voneinander unterscheiden, so haben wir
das Ziel erreicht. So sind beispielsweise durch den ersten Basisvektor von F die Elemente €y, 44, w
und ey, o + €y, im Quotientenraum X/E gleich und diese Gleichheiten setzen sich linear fort.
Auch dieser Vektorraum erfiillt zusammen mit der bilinearen Abbildung ®(v,w) := ey, die univer-
selle Eigenschaft, ist also ein Tensorprodukt und isomorph zu T'.

2.5 Eigenschaften des Tensorproduktes und damit verbundene Begriffe

Ist dim(V') =n, dim(W) =m und sind Basen von V und W gegeben durch {e; | i € {1,...,n}},{fi|i €
{1,...,m}}, so ldsst sich eine Basis des auf die zweite Art konstruierten Tensorproduktes V @ W
angeben durch {e;® f; | i € {1,...,n},j € {1,...,m}}. Damit ergibt sich gleichzeitig auch dim(V ®
W) =dim(V)-dim(W).

Die obige Menge ist eine Basis, denn: Zum einen erzeugen die Elemente das Tensorprodukt, da
aufgrund der Bilinearitdt von ® aus Linearkombinationen der e; ® f; beliebige Elemente v ® w fiir
v € V,w e W gebildet werden kénnen. Zum anderen sind die Basisvektoren von V und W jeweils
linear unabhéngig und zwei Elemente in dem auf die beschriebene Weise konstruierten Tensorpro-
dukt sind nur dann gleich, wenn sich dies aus der Bilinearitat ergibt. Deshalb ist die beschriebene
Menge linear unabhéngig. Tensoren kénnen somit als mehrdimensionales Array angegeben werden,
wobei die Anzahl der Vektorrdume, deren Tensorprodukt gebildet wird, angibt, wieviele Indizes
verwendet werden. Die Abbildung ® : V x W — V @ W ist dann gegeben durch (v;) ® (w;) — (t;)
mit ¢;; = v; -w;. Hier lasst sich leicht nachrechnen, dass dies der Fortsetzung von ® fiir e;, f; auf
beliebige Tupel entspricht.

Wir wollen nun das tensorielle Produkt zweier dreidimensionaler Tensoren, t =t' @t”, betrachten.
Da das Tensorprodukt ein Vektorraum ist, lasst sich dies mit Hilfe obiger Beobachtungen beschrei-
ben. Obwohl wir die Tensoren nun als Vektoren betrachten, schreiben wir der Ubersichtlichkeit

halber weiterhin (t] ; . ). (¢, ;, »,)- Damit wire nach obigen Beobachtungen

Bir k). iz g k) = Lis gy oy~ i o b

Durch geeignete Umsortierung der Indizes (also durch die Wahl einer geeigneten Basis) erhalten wir
eine Darstellung von ¢ mit Multi-Indizes ijk mit i = (i1,42),7 = (J1,52),k = (k1,k2) und erhalten

tijk = tél,jhkl 't;;,j2,k2‘ (2.1)
Durch geeignete Wahl der Basis erhalten wir als tensorielles Produkt zweier Tensoren also wieder
einen Tensor der gleichen Ordnung (mit gleicher Anzahl von Indizes), wobei die Grofe sich fol-
gendermaflen andert: Waren ¢ und ¢” Tensoren der Groflien M’ x N’ x K" und M"” x N” x K", so
ist ¢ ein Tensor der GroBe M'M"” x N'N” x K'K", da jeweils beide Indizes alle moglichen Werte
durchlaufen.
Fiir mehr als zwei Tensoren lasst sich analog argumentieren.

Definition 10. Ein Tensort eV W heifit zerlegbar, wenn er ein Element v@w firveV,we W
ist, also direkt als tensorielles Produkt zweier Vektoren entsteht. Nicht alle Tensoren sind zerlegbar.
Die zerlegbaren Tensoren bilden ein Erzeugendensystem des Tensorproduktes, aber keine Basis.

Lemma 1. Seien ti,...,t; zerlegbare Tensoren. Dann ist auch t =t ® --- @ty zerlegbar.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir £k = 2 und 3-dimensionale Tensoren, fiir die tibrigen Félle l&sst
sich aber analog argumentieren®. Sei t’ := t1,t” := to. Nach Voraussetzung gibt es Zerlegungen

2Bine analoge Argumentation ist auf jeden Fall méglich, allerdings lasst sich die Aussage fiir k> 2 hier nicht direkt
induktiv folgern, da ich nicht explizit auf Tensorprodukte von mehr als zwei Vektorrdumen eingegangen bin -
insbesondere die Assoziativitdt des Tensorprodukts wére hier notig
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2 Grundlagen

t' = w1 ®v1 @wi,t" = uy ® vy ® wa, wobei die Vektoren z; fiir x € {u,v,w},l € {1,2} gegeben sind
durch z; = (z]);. Es gilt also

/ _ 01,01, k1 _ 02,792, ko
tiy g = UL UT WL T gy ey = US VY W3
Damit gilt nach obigen Beobachtungen
/ 7 _ i k1 ia, g2, k2 _ , (i1,i2),,(j1,52),,,(k1,k2)
b(ini2), (1 g2), (ke k2) = tllm,/ﬂ tl2,J2,k2 Up vy Wy Uy Uy Wyt = U v w

fiir Vektoren u,v,w deren Eintrige die Produkte der Eintrdge von u; und ws, v1 und ve bzw. w;
und wy (passend sortiert) sind. Damit ist ¢ zerlegbar. O

Definition 11. Der Rang eines Tensors t € V@ W, geschrieben r(t), ist die kleinste natirliche
Zahl r, sodass fir v; € V,w; € Wi € {1,...,r} gilt:

T
> vi®w;=t,
i=1

also die minimale Anzahl zerlegbarer Tensoren, deren Summe den Tensor ergibt.
Fiir eine einzelne Zerlegung (die nicht optimal sein muss) nennen wir das r in obiger Darstellung
die Linge dieser Zerlegung.

Damit erhalten wir fiir den Rang des tensoriellen Produktes zweier Tensoren folgendes

Lemma 2. Der tensorielle Rang verhdlt sich submultiplikativ. Es gilt also fiir zwei Tensoren t,t':
rt@t) <r(t)-rt')

Beweis. Nach Definition des Ranges existieren Zerlegungen von ¢ und t, sodass

r(t) r(t')
t:Zul®vl®wl, =) uuew
=1 =1

Die hochgestellten Indizes geben dabei die Komponenten der Vektoren wg, vy, wy, uj, vj, w; an.
Damit gilt aufgrund der Distributivgesetze im zugrunde liegenden Koérper:

r(t) r(t') r(t)r(t')
tot — (Zui®vi®wi) ® (Zu}@v}@w&) :ZZ u; ®v; @ w;) @ (u; Qv Q)

i=1 j=1

Die Summanden sind tensorielle Produkte zerlegbarer Tensoren, also nach (Lemma [1f) selbst zer-
legbar, die Anzahl der Summanden ist r(¢)-r(¢'). Damit ist r(t@¢") < r(t)-r(t'). O

2.6 Tensoren zur Beschreibung der Matrizen-Multiplikation

Hierfiir sollten wir uns zuniichst betrachten, was die vorherigen Uberlegungen fiir die Darstel-
lung einer einzelnen Bilinearform bedeuten. Wir haben uns iiberlegt, dass Funktionswerte fiir alle
Basisvektoren des Tensorproduktes festgelegt werden miissen. Dabei verwenden wir die oben be-
sprochene, tibliche Basis. Diese besteht aus Basisvektoren e; ® f; fiir jede Kombination aus je einem
Basisvektor e; von V und einem Basisvektor f; von W. So kann eine solche Bilinearform durch
eine Matrix angegeben werden. Sind {ei,...,e,} und {f1,...,fn} Basen von V bzw. W, ist ¢
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2.6 Tensoren zur Beschreibung der Matrizen-Multiplikation

die betrachtete Bilinearform und A = (a;;) die Darstellung als Matrix, so steht in dieser Matrix
an Position ij jeweils der Funktionswert ¢(e;, fj) (Diese Darstellung ist zundchst nicht eindeu-
tig, aber aufgrund der folgenden Eigenschaft eine natiirliche Darstellung). Daraus ergibt sich mit
z=(z;) € V,y=(y;) € W und dim(V') = n,dim(W) =m:

T Ay = zran1y1 + -+ Tn@uys + - F T101mYm - F TnlpmYm

= Z (Z aisz‘)yj

j=1 i=1

= Z:ciaijyj
ij
(Definition a;;) = inﬁp(eia fi)v;
ihj
(Bilinearitit ) =Y _ ¢(z;,y;)
ij
(Bilinearitit ¢) = ¢(,y)

Eine Menge von Bilinearformen lésst sich entsprechend als eine Menge solcher Matrizen, also Tenso-
ren von Ordnung zwei, beschreiben. Diese lassen sich alternativ als ein einziger Tensor von Ordnung
drei auffassen, wobei die entsprechende Bilinearform durch den dritten Index ausgewéhlt wird. Wir
erhalten also ein 3-dimensionales Array als Darstellung einer Menge von Bilinearformen.

Das Problem (m,n,p) ist die Berechnung von m-p Produkten der Form c;p =3 5 @ijbji. Wir verwen-
den fiir die Darstellung als Tensor zu Gunsten der Ubersichtlichkeit Multi-Indizes (i2j1), (j2k1), (k2,41)-

Wir wollen diese MM mit Hilfe des Tensors ¢t = (t(i2 1) (ak1)(keir)) Deschreiben, sodass gilt:

Citky = Z t(i27j1),(j2,k‘1),(k2,i1)ai27.j1 bj27k31
i27j17j2’k1

Dabei passen die Multi-Indizes also jeweils zu den beiden Indizes der Matrizen, sodass eine Um-
rechnung auf einen einzelnen Index entfillt. ¢ enthélt dann nur Nullen und Einsen und lésst sich
mit dem Kronecker-Symbol d;; beschreiben, das gegeben ist durch

1 S fallsi=j
51']‘ =
0 , sonst

Dabei stehen in ¢(;, ;) (jo,k1),(k2,i2) €€NaU an denjenigen Stellen Einsen, an denen j1 = jo, k1 = k2,41 =
i2 gilt, da damit genau die richtige Summe fiir den richtigen Eintrag c;, 1, ausgewahlt wird. Dement-
sprechend gilt

b(ig,j1),(ja,kr ), (kayin) = Oi1inOj1,jo Ok ko

Nun sieht man aber leicht, dass der Tensor ¢ nicht nur mit der Multiplikation zweier Matrizen A, B
assoziiert ist, sondern auch mit der Berechnung von Tr(ABC'), also der Spur des Matrixproduktes
dreier Matrizen A, B,C, denn es gilt (siche (Abschnitt [2.3))):

T’I’(ABC) = Z az-jbjkcki
0,4,k

und mit obiger Darstellung von ¢:

Tr(ABC) = Z t(i27j1)a(j27/€1)7(7€2,i1)ai2’j1bj%klck%"l'

11,12,71,J2,k1,k2

17



2 Grundlagen

Definition 12. Wir bezeichnen den mit dem Problem (m,n,p) assoziierten Tensor - in diesem
Abschnitt t - mit (m,n,p).

Wenn wir nun also zeigen, dass der Rang einer Trilinearform gleich dem Rang von (m,n,p) ist, so
ist damit sofort gezeigt, dass alle drei bisherigen Rang-Begriffe fiir die MM &quivalent sind - also
der Rang einer Menge von Bilinearformen, der Rang der korrespondierenden Trilinearform und der
Rang des zu diesen beiden assoziierten Tensors.

Satz 2. Der Rang des Problems (m,n,p), der Rang der korrespondierenden Trilinearform und der
Rang des damit assoziierten Tensors (m,n,p) sind gleich.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass der Rang der Menge von Bilineaformen, mit der die Berech-
nung der ¢;; beschrieben wird, und der Rang der einzelnen Trilinearform, mit der die Berechnung
von Tr(ABC') beschrieben wird, gleich sind. Es geniigt also zu zeigen, dass letzterer Rang gleich
dem Rang des assoziierten Tensors, also (m,n,p), ist.

Dazu zeigen wir, dass die Gleichheit fiir zerlegbare Tensoren und trilineare Algorithmen von Rang
1 gilt, denn daraus folgt: Haben wir eine tensorielle Zerlegung des Tensors, so kénnen wir fir je-
den zerlegbaren Tensor dieser Zerlegung einen trilinearen Algorithmus von Lénge 1 konstruieren
und erhalten durch Summieren einen trilinearen Algorithmus, dessen Lénge gleich der Lange der
tensoriellen Zerlegung ist. Damit ist der Rang der Trilinearform kleiner oder gleich dem Rang des
Tensors. Umgekehrt kénnen wir bei gegebenem trilinearen Algorithmus fiir jedes Produkt der Form
LéLng einen zerlegbaren Tensor angeben und damit den Tensor der Trilinearform als Summe die-
ser zerlegbaren Tensoren angeben, erhalten also eine tensorielle Zerlegung, deren Lange gleich der
Lénge des Algorithmus ist. Somit ist der Rang des Tensors kleinergleich dem Rang der Trilinear-
form und damit sind beide Rénge gleich. Angemerkt sei, dass es sich bei den zerlegbaren Tensoren
dann nicht mehr um Tensoren handelt, die mit der MM assoziiert sind. Genauso beschreiben die
einzelnen Summanden des trilinearen Algorithmus keine vollstdndige MM.

Es bleibt zu zeigen: Der Tensor t ist zerlegbar < Die mit ¢ assoziierte Trilinearform hat Rang 1.
Wir zeigen zwar beide Richtungen auf einmal, allerdings gehen wir fiir eine iibersichtlichere Notation
von der Seite des Tensors ¢ aus. Seien u = (u;),v = (v;),w = (wy) Vektoren, sodass t =u®@v®@w. Sei-
en L1 =3, a;ai, Lo =3, Bbj, L3 = 31 ykck Linearkombinationen. Seien a = (i), 8 = (8;),7 = (k)
die Koeffizienten als Vektoren aufgefasst.

Wir setzen nun « :=u, 3 :=v,7y := w. Damit folgt die Aussage sofort aus folgenden Gleichheiten:

Z tijkaibjcy = Z (u®@v®w)ijraibjck
i?jvk i7j7k
= (ujvjwg)aibjcy
igk
= (aifjm)aibjex
i7j7k
= Z (cia;)(Bibj) (Vkck)
i7j7k

=" ia) (O Bib) O vkcr)
i J k

O

Nun zeigen wir noch einen sehr wichtigen aber grundlegenden Satz, ndmlich die Dualitat des Pro-
blems (m,n,p), dass wir also bei beliebiger Permutation der m,n, p immer Probleme gleichen Ranges
erhalten.
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2.6 Tensoren zur Beschreibung der Matrizen-Multiplikation

Lemma 3. Die Probleme (m,n,p) und (c(m),o(n),o(p)) haben denselben Rang fir eine beliebi-
ge Permutation o von m,n und p. Dies ist nach dem vorherigen Satz dquivalent dazu, dass die
Tensoren (m,n,p) und (od(m),o(n),o(p)) denselben Rang haben.

Beweis. Fiir die Tensoren ldsst sich dieser Satz sehr leicht zeigen. So lésst sich, wie wir oben gesehen
haben, jeder Tensor t := (m,n,p) schreiben als

t= (t(il,i2)7(j1,j2)’(k1,k2))‘

Werden die m,n,p nun permutiert, so tauschen nur die Multi-Indizes von t ihre Rollen. Damit
reicht es aus, entsprechend der Permutation auch die Vektoren w;,v;,w; der Zerlegung von t zu
permutieren, sodass sich aus einer Zerlegung des Tensors (m,n,p) von Rang r immer eine Zerlegung
von (o(m),o(n),o(p)) gleichen Ranges ergibt. O
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3 Obere Schranken fiir w

In diesem Abschnitt folgt der Hauptteil dieser Arbeit. Seit 1968 sind viele Resultate erschienen,
die obere Schranken fiir w ergaben. Die Hauptresultate lieferten dabei vor allem jeweils neue Mog-
lichkeiten, den Suchraum fiir Algorithmen zu vergréfern, also die Voraussetzungen zu reduzieren,
die ein Algorithmus erfiillen muss, um daraus eine Schranke fiir w abzuleiten. Es werden hier chro-
nologisch die verschiedenen Resultate prasentiert, wobei Beweise teilweise aufgrund des Umfanges
weniger detailliert gegeben werden. Detaillierte Beweise konnen in den zugehdrigen, referenzierten
Publikationen gefunden werden.

3.1 Strassens Algorithmus (1968)

Volker Strassen lieferte 1968 in [Str68| als erster eine verbesserte obere Schranke fiir w und stief3
damit eine ganze Welle weiterer Ansétze und daraus resultierender oberer Schranken an.

Die zugrunde liegende Idee ist einerseits noch sehr leicht verstdndlich, andererseits ermoglichte sie
erst die weiteren Uberlegungen und ist gewissermafien Grundlage zumindest fast jedes weiteren
Beweises fiir eine obere Schranke von w. Strassen fiihrte die Rekursion in die Algorithmen fiir die
MM ein. Damit war es nicht mehr nétig einen allgemeinen Algorithmus fiir Matrizen beliebiger
Grofle anzugeben. Stattdessen war nur ein effizienter Grundalgorithmus - mit gewissen Einschrén-
kungen - fiir die MM einer beliebigen festen Grofle nétig, aus dem sich dann ein Algorithmus fiir
MMen beliebiger Groflen rekursiv ableiten ldsst. Strassen formuliert dazu einen Algorithmus fiir
das Problem (2,2,2). Dazu seien A = (a;j), B = (b;j),C = AB = (¢y5),1,j € {1,2}. Es werden dann
zunéchst die folgenden 7 Terme festgelegt:

I = (a11 +ag2)(b11 +b22)
IT = (a1 +ag2)bi1
IIT = a1 (b12 — bao)
IV = aga(—b11 +b21)
V = (a11 +ai2)ba
VI= (—ai1 +a21)(b11 +b12)
VII = (@12 — az2)(b21 + ba2)

Damit ergibt sich ein Algorithmus fiir C' durch:

c11 =14+IV-V4+VII
co1 =I1I+1V
c1g =III+V
cog =T+1II—11+ VI

Auch wenn es zum Beweis der daraus resultierenden Schranke nicht notig sein wird, sollen hier
noch die Darstellung als bilinearer Algorithmus sowie die korrespondierende Zerlegung des Ten-
sors (2,2,2) angegeben werden. Diese dienen gleichzeitig als praktische Beispiele der verschiedenen
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3 Obere Schranken fiir w

Darstellungen. Die Linearkombinationen, die sich fiir die Darstellung als bilinearer Algorithmus
ergeben, sind:

Li=aj+ax , Li=bi+by
Ly=as +axn , L3=bn
Ly=ay , Lj=bia—by
Ly=a , Li=—bi1+by
Li=an+an , L2=by
Li=—ai +an , LE=by+bo
Li=aj2—as , L}=by +by
Damit ergeben sich die v;; 4 aus folgenden Gleichungen:
e =LA+ L3 — L2+ LAL2
co1 = LyL3+ LiL3
c1o=LiLi+ LiL2
Cop=LILA+ AL — L3123+ LiL2
In diesem Fall sind also alle Koeflizienten «jq,8jk.q,Vik,q € {0,1,—1}. Nun folgt noch die kor-
respondierende tensorielle Zerlegung. Dabei nummerieren wir mit den hochgestellten Indizes die
Vektoren durch, die tiefgestellten geben die jeweilige Komponente des Vektors an. Wir wollen hier

keine Multi-Indizes verwenden, da diese verwirrend sein konnen. Stattdessen identifizieren wir die
Multi-Indizes folgendermafien mit einzelnen Indizes:

(11) < 1,(12) <+ 2

(21) < 3,(22) +» 4

Wir erhalten damit (beachte den Tausch der beiden Indizes der 7;;, beim Ubergang zur Trilinearform
und damit auch zur tensoriellen Zerlegung) folgende tensorielle Zerlegung':

u; = (1,0,0,1), v =(1,0,0,1), wy = (1,0,0,1)

=(0,1,0,1), vy = (1,0,0,0), wy = (0,1,0,—1)
=(1,0,0,0), v3 = (0,0,1,— ), ws = (0,0,1,1)
us = (0,0,0,1), vy = (—1,1,0,0), ws = (1,1,0,0)
=(1,0,1,0), vs = (0,0,0,1), ws = (—1,0,1,0)
=(=1,1,0,0), vg = (1,0,1,0), we = (0,0,0,1)

Uy = (070717_1)7 U7 = (0717071)7 wy = (1707070)7

sodass: -
_ i, J..k
Lijk = ZU?Uz w;

=1

Lemma 4. Der oben beschriebene Algorithmus ist ein korrekter Algorithmus fir das Problem
(2,2,2).

'Der Einfachheit halber sind die Vektoren hier als Zeilenvektoren angegeben
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3.1 Strassens Algorithmus (1968)

Beweis. Der Beweis fiir die Korrektheit wird vollstdndig durch Nachrechnen erbracht. O

Wir haben damit einen Algorithmus fiir das Problem (2,2,2), der 7 Multiplikationen benétigt.
Im Gegensatz dazu benétigt der triviale Algorithmus 2° = 8 Multiplikationen. Strassens Idee war
nun, diesen Algorithmus in der Art rekursiv anzuwenden, dass wir eine beliebige 2" x 2"-MM als
2 x 2-MM betrachten, wobei die Eintrige Matrizen der GroSe 2"~ ! sind. Es lassen sich weiterhin
Matrizen beliebiger Grofle in 2™ x 2"-Matrizen fiir die néchsthohere Zweierpotenz 2" einbetten,
sodass wir einen Algorithmus fiir Matrizen beliebiger Gréfle erhalten. Dabei ist zu beachten, dass
fiir diese Rekursion ein nicht-kommutativer Algorithmus benétigt wird - denn offensichtlich wird mit
Matrizen als Eintragen gerechnet und fiir diese gilt bekanntlich keine Kommutativitat. Allerdings
verwendet Strassens Algorithmus, wie auch beliebige andere bilineare bzw. trilineare Algorithmen,
keine Kommutativitdt, diese lassen sich also auf die beschriebene Art rekursiv anwenden. Aus
diesem Grund bietet es sich auch an, die Anzahl der arithmetischen Operationen, die ein auf diese
Art rekursiv angewendeter Algorithmus bendétigt (also die daraus resultierende obere Schranke fiir
w), allgemein zu beweisen und den Exponenten von Strassen als Korollar zu gewinnen.

Satz 3. Sei ein nichi-kommutativer Algorithmus, der nur Additionen, Subtraktionen und Multipli-
kationen verwendet, - beispielsweise ein bilinearer oder trilinearer Algorithmus der MM - gegeben,
der das Produkt zweier k X k-Matrizen mit M Multiplikationen berechnet.

Dann gilt:

(i) Bei rekursiver Anwendung ist die Zahl der skalaren Multiplikationen? fiir die Multiplikation
zweger k" x k"-Matrizen M".
(ii) Bei rekursiver Anwendung ist die Zahl der skalaren Additionen® fiir die Multiplikation zweier
k" x kh-Matrizen in O((k")?).
(iii) w <log, (M), sofern M > k* (4).

Beweis. (i): Beweis durch Induktion.

IV: Aussage von (7).

IA h=0: Es soll das Produkt zweier k? x k9-Matrizen, also 1 x 1-Matrizen, also zweier Skalare
berechnet werden. Diese Berechnung bendétigt offensichtlich eine skalare Multiplikation.

IS h — h+1: Durch rekursive Anwendung des Algorithmus werden fiir die Multiplikation zweier
ERFL x kP -Matrizen M Multiplikationen von k" x k"-Matrizen benétigt. Diese brauchen nach IV
M" Multiplikationen, also benétigt die Multiplikation zweier k"1 x k*1-Matrizen M - M" = Mh+1
Multiplikationen.

(13): Sei I die Anzahl der Additionen in dem Algorithmus fiir die Multplikation zweier k X k-
Matrizen.

Wir unterscheiden hier die Falle kK =1 und k& > 2.

Fall k& =1: Die k" x k"~-MM bleibt fiir beliebige h immer eine Multiplikation zweier Skalare, benétigt
also fiir beliebige h genau [ € O(1) Additionen.

Fall k& > 2: Der Algorithmus berechnet rekursiv absteigend gewisse Produkte von k* x k‘-Matrizen,
wobei die Eintrige, die dabei addiert werden, jeweils k*~!-Matrizen sind. Damit ist die Anzahl der

2Multiplikation zweier Skalare

3 Addition zweier Skalare

4 Auf die Einschrankung kann meines Wissens verzichtet werden, sofern es sich um einen bilinearen oder trilinearen
Algorithmus handelt
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3 Obere Schranken fiir w

Additionen insgesamt:

Dabei sieht man leicht, das die Ungleichung zwischen der zweiten und dritten Zeile gilt, wenn man
die Summanden als Stellen einer Zahl zur Basis k2 betrachtet. Offensichtlich sind dann nimlich
fiir k2 > 2, also k > 2, die summierten Stellenwerte der O-ten bis (h — 1)-ten Stelle kleiner als der
Stellenwert der h-ten Stelle.

(4i1): Da die Anzahl der Additionen in einem solchen rekursiv konstruierten Algorithmus in O((k")?)
liegt und nach Voraussetzung der Grund-Algorithmus mindestens k2, der rekursiv konstruierte
Algorithmus fiir die h-te Potenz also (k)2, Multiplikationen benétigt, ist in der O-Notation die
Anzahl von Additionen nicht von Bedeutung. Damit geniigt es, die Anzahl der Multiplikationen zu
betrachten. Es werden also O(M") arithmetische Operationen fiir die Multiplikation zweier k" x k"-
Matrizen benétigt. Fiir die Multiplikation zweier Matrizen von GroBe n := k", deren Gréfien also
Potenzen von k sind, benttigen wir

M? = M1osr() = (plogn(M))logi(n) — plog,, (M)logy ()

Multiplikationen. Dabei gilt nach Definition des Logarithmus:

klogn (M)logy(n) — plogi(n)log, (M) — (plogy(n)ylog, (M) — plogn(M) — pr

Es ist also log, (M)logy(n) =log,(M). Fiir Matrizen, deren Grofle eine Potenz von k ist, ist der
Satz damit bewiesen.

Fir Matrizen beliebiger Groéfle n gilt jedoch, dass sie sich auf jeden Fall in Matrizen der Grofle
n’ < n-k einbetten lassen mit n’ = kP! fir k" < n < kP! und somit werden dann hochstens
M"+1 Multiplikationen fiir das Problem (n,7n,n) benétigt. Damit erhalten wir (analog zu obigen
Gleichungen):

Mh+1 _ Mlogk(n’) < Mlogk(nk) _ M1+10gk(n) _ M‘nlogn(M)logk(n) _ M-TLIng(M)

Da M konstant ist, liegt damit die Anzahl der bendtigten arithmetischen Operationen zur Multi-
plikation zweier n x n-Matrizen in O(n'°8x(M)) und es gilt:

w <log,(M).

Korollar 1. Strassens Algorithmus liefert w <logy(7) ~ 2,807.

An dieser Stelle ist noch erwédhnenswert, dass Strassens Algorithmus fiir das Problem (2,2,2) op-
timal ist: Es kann keinen Algorithmus mit 6 oder weniger Multiplikationen geben. Es wurde sogar
gezeigt - siehe [HMT73] -, dass Strassens Algorithmus bis auf lineare Transformationen eindeutig ist.
Allerdings heifit das nicht, dass die rekursive Anwendung fiir beliebige Matrixgréffen optimal ist.
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3.2 Ubertragung von Strassens Idee auf Tensoren

Beispiel 1. Um die Idee der rekursiven Anwendung zu veranschaulichen wird nun an einigen Termen
beispielhaft gezeigt, wie mit Strassens Algorithmus das Produkt zweier 4 x 4-Matrizen zu berechnen
ist. Seien

A= (aij), B = (bij), i,j c {1, ... ,4}

Wir unterteilen dafiir die Matrizen A und B in Blocke der halben Griéfle dieser Matrizen, also in
2 x 2-Blocke. Seien diese Blocke gegeben durch

AH A12 Bll B12
A = 7B - )
<A21 A22> <B21 Bz2>

ailp ai2 ais ai4 az; as2 az3  a34
A= A = J Ao = ,Agg = ;
a1 Q22 a3 Q24 a41 Q42 a43 Q44

B;; fir 4,j € {1,2} analog.

also:

Damit ldsst sich der Algorithmus von Strassen direkt anwenden. Die duflere Multiplikation wird
berechnet durch Anwendung von Strassens Algorithmus auf die Eintrége A;;, B;; fiir 4,5 € {1,2}, also
indem in den entsprechenden Gleichungen einfach Kleinbuchstaben durch Grofibuchstaben ersetzt
werden. Die Multiplikationen in diesen Gleichungen sind Multiplikationen von 2 x 2-Matrizen, also
wird fiir diese wieder Strassens Algorithmus angewendet. Dies soll hier beispielhaft fiir Term I
durchgefiihrt werden:

Lauen = (A11 + A22)(B11 + Ba2)
_ (an +ags aiz+ a34> . <b11 +b33 b2+ bg4>

a1 +a43 a2+ ag bo1 + b4z b +bay

Nun kann Strassens Algorithmus auf diese Multiplikation zweier 2 x 2-Matrizen angewendet werden.
Damit erhalten wir zum Beispiel fiir den Term I dieser inneren MM:

Linnen = ((a11 + as3) + (ag2 + a44) ) ((b11 + b33) + (b22 + baa))

Analog dazu ergeben sich die tibrigen Produkte auf beiden Ebenen.

3.2 Ubertragung von Strassens ldee auf Tensoren

Die rekursive Anwendung eines Algorithmus fiir die MM einer festen Gréfle ldsst sich auf eine
entsprechende Schachtelung von Tensoren der MM iibertragen. Damit lassen sich dann aufgrund der
Submultiplikativitat implizit auch tensorielle Zerlegungen rekursiv schachteln und entsprechende
Schranken fiir w folgern. Diese Uberlegung geht nicht auf dieselbe Publikation zuriick wie obiger
Algorithmus, sie taucht bei verschiedenen Autoren auf. Deshalb wird sie hier separat vorgestellt.
Fir Tensoren der MM ergibt sich folgender

Satz 4. Es gilt fir das tensorielle Produkt zweier Tensoren (bis auf Permutation der Eintrige
durch Permutation der Index-Werte):
<M/7N/7K/> ® <MN’N//7K//> — <M/MN’N/N//7K/K//>'

Beweis. Sei t' = (M',N',K"),t" = (M" ,N" ,K"). Wir {ibertragen direkt die Idee der rekursiven
Anwendung auf die Tensoren der MM. Dafiir bilden wir das tensorielle Produkt ¢’ ®t”. Betrachte
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3 Obere Schranken fiir w

dazu (Gleichung ([2.1)). Da wir Tensoren der MM mit Multi-Indizes angeben (siehe (Abschnitt

2.6)), also

/ "
t = (t(i11,i12)7(j117j12),(k11,k12))’t = (t(im7i22),(j21,j22),(k21,k‘22))7

erhalten wir hier

_ g
t= (t(in,i12,i21,i22)7(j11,j127j217j22)7(k11J€12J€21,k22)) =t

Wir kénnen die Tupel von je 4 Indizes derartig auf jeweils 2 Indizes umrechnen, dass wir einen Ten-
sor von Blocken erhalten, wobei jeder Block das Produkt eines Eintrages von ¢’ mit dem gesamten
Tensor t” ist. Dies entspricht dann genau der Konstruktion von Strassen.

Der eine Tensor beschreibt die MM, bei der die Eintrage Blocke sind und der andere Tensor die
Multiplikation dieser Blocke. Besonders anschaulich wird dies, wenn wir die Darstellung der Ten-
soren als Produkte von Kronecker-Symbolen verwenden: Es werden diejenigen Produkte 1, fiir die
sowohl der Eintrag des inneren als auch der Eintrag des dufleren Tensors eine 1 ist. Wenn wir
z.B. das Problem (4,4,4) betrachten und die Matrizen in Blocke der Grofle 2 x 2 aufteilen, so gibt
die duBere MM vor, welche Blécke fiir die einzelnen Blocke des Ergebnisses multipliziert werden
miissen, die innere gibt dazu vor, wie sich die einzelnen Eintrige eines Ergebnis-Blocks aus den
Eintragen dieser Blocke berechnen.

Formal lasst sich diese Konstruktion wie folgt beschreiben. Es soll gelten:

BV NN 10
<M M7, N'N",K'K > =t= (t(il,i2),(j1,j2),(k17k2)) = (t(ill,ilzﬂ'zl,i22),(j11,j12,j217j22),(k11,k‘12,k217k22)) =1t

Dazu bilden wir fiir alle x € {4, j,k} die Vier-Tupel von Indizes wie folgt auf Zwei-Tupel von Indizes
ab:
z1=(x11 — 1) X"+ 212, 29= (w21 —1) X"+ 290
mit
M Lfallsxz =1
X=4N L fallsx=j
K Sfallsx=k

11,221 wahlen also die jeweiligen Blocke aus, x12, x99 die Eintrdge in diesen Blocken. Es ist aufgrund
der Analogie zur Konstruktion fiir bilineare Algorithmen leicht nachvollziehbar, dass der erhaltene
Tensor tatsiachlich (M'M” N'N" K'K") ist. O

Definition 13. Sei die Tensorpotenz eines Tensors t definiert durch t° =t®--- @t
———

s mal

Korollar 2. Es gilt (M,N,K)®* = (M* N*% K?%).

Beweis. Beweis durch induktive Anwendung von (Satz[d), beginnend mit M’ = M",N' = N" K’ =
K" und anschlieend durch Multiplikation mit jeweils einem weiteren Tensor (M', N’ K'). O

Korollar 3 (Symmetrisierung). Aus einem gegebenen Tensor (M,N,K) ldsst sich ein Tensor, der
mit dem Problem (MNK,MNK,MNK), also einer symmetrischen” MM, assoziiert ist, konstru-
ieren als

(MNK,MNK,MNK) = (M,N,K)® (K,M,N)® (N, K, M)

Damit ergibt sich (aufgrund der Submultiplikativitat) fir die Range:

r(MNK,MNK,MNK)) <r((M,N,K))3

Salle Matrixgréflen sind identisch
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3.3 Victor Pan: Trilinear Aggregating, Uniting und Canceling (1978)

3.3 Victor Pan: Trilinear Aggregating, Uniting und Canceling (1978)

Nach dem Durchbruch durch Strassens Algorithmus blieb die daraus resultierende Schranke fiir w
recht lange ungeschlagen. Erst 1978 gelang Pan in [Pan78] eine erste Verbesserung®. Er verwendet
dazu die trilineare Darstellung und sucht nach einem effizienten Grundalgorithmus wie dem von
Strassen. Allerdings konstruiert er einen Algorithmus fiir MMs zweier Matrizen der Gréflen n x n
fir beliebige feste n und sucht dann dasjenige n, fiir das der Algorithmus am effizientesten ist.
Anschlieflend wendet er auf diesen Algorithmus als Grundalgorithmus (Satz [3]) an.

Bei der Konstruktion eines allgemeinen Algorithmus verwendet Pan vornehmlich drei wichtige
Techniken, die in den folgenden drei Unterabschnitten vorgestellt werden.

3.3.1 Trilinear Aggregating

Trilinear Aggregating meint die Technik, mehrere der Summanden der Trilinearform der MM (siehe
(Abschnitt ) gleichzeitig zu berechnen. Dazu werden mehrere Summanden ausgewéhlt, alle darin
auftretenden Variablen a;j,bjk,ck; in jeweils einer Linearkombination zusammengefasst und diese
Linearkombinationen anschlieBend multipliziert. Beispielsweise wiirde aus

@ik Chi + @it 15410541 k+1Ch41,i41

durch Aggregierung

(aij +aiv1j+1) - (bjk +bj1 k1) - (Chi + Chr1it1)-

Dadurch wird aus den 2 Produkten des obigen Terms ein einziges Produkt. Allerdings werden
dadurch mehr Terme erhalten als gewiinscht.

Definition 14. Wir nennen eine derartige Zusammenfassung von (beliebig vielen) Termen Aggre-
gat.

Bei der Konstruktion von Algorithmen durch Aggregierung ist darauf zu achten, dass die Indizes
der zusammengefassten Terme derartig gewéhlt werden, dass anschlielend iiber eine Teilmenge aller
Tripel von Indizes summiert werden kann und auf diese Art alle Tripel von Indizes in den Aggregaten
in dieser Summe auftreten. Im obigen Beispiel wurden die Indizes als (4,7), (4,k), (k,4), (i + 1,7 +
1),(+1,k+1),(k+1,i+1) gewéhlt; dies ermoglicht uns fiir gerade Matrixgréfen iiber die Menge
aller Tripel von Indizes, die in Summe eine gerade Zahl ergeben, zu summieren. Die Indizes miissen
dann modulo der Groflie der Matrizen gelesen werden und die Tripel (i 41,7+ 1,k+ 1) ergeben
genau die fehlenden Tripel - diejenigen, bei denen die Summe der Eintrige ungerade ist. Sei

S ={(i,j,k) | i+ j+Fk gerade}.

Wir erhalten also

> (ai+air1j41) bk +bja1 k1) (ChiChrt,it1)
(1,5,k)€S

und in dieser Summe treten alle Terme a;;b;;cy; fiir beliebige Tripel (i, j,k) auf.

Sfiir eine aufbereitete Version der Publikation siehe [Pang0)
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3 Obere Schranken fiir w

3.3.2 Trilinear Uniting

Wie oben bereits erwahnt (und wie leicht zu sehen ist) erhalten wir durch Aggregierung deutlich
mehr Summanden als eigentlich bendtigt werden. Fiir obiges Beispiel erhalten wir so neben den
gewiinschten Termen a;;bjcr; und a;q1 10541 k+1¢k+1,541 auch beliebige andere Produkte aus je
einer der beiden Variablen a;; und a;41 41, einer der Variablen b;; und b1 41 und einer der
Variablen cg; und cg41,i+1. Um einen Algorithmus fiir die zur MM korrespondierende Trilinearform
zu erhalten, miissen also diese Terme wieder subtrahiert werden. Allerdings hétte dies keinen Nut-
zen, wenn alle Terme einzeln subtrahiert wiirden. Stattdessen wird versucht, diese Terme iiber alle
Summanden zusammenzufassen. Fiir obiges Beispiel erhalten wir als falsche Terme:

@i11,j+10jkCkis ijbj11 k+1Ckis QijDjRCEA1,i41,

@it 1,j+105 41 k4 1Ckis @it1,j+105kCk1 1,115 Qigbji1 kt1Cke1,it1

Diese miissen fiir einen funktionierenden Algorithmus nun subtrahiert werden und zwar moglichst
iiber alle Tripel von Indizes, deren Summe gerade ist, zusammen. Die zu subtrahierenden Terme
lassen sich folgendermaflen zusammenfassen:

Z (@ij + ait1,j4+1)bjkCra1,it1,
(i7j7k)es

> air1je1(bie +bj1p+1)Chis
(1,5,k)eS

D aijbjsr ke (crit Chrir)
(i,5,k)€S

Diese Terme sollen nun moglichst effizient berechnet werden, also mit moéglichst wenigen Multi-
plikationen. Das Ziel dabei ist, die Summe nur iiber zwei der Indizes laufen zu lassen und iiber
den dritten Index nur noch Variablen einer der Matrizen summieren zu miissen. Dadurch wiirde
dieser eine Index nur in eine Linearkombination der Eintrdge einer der Matrizen einfliefen und
die gesamte Summe wiirde nur noch quadratisch viele Multiplikationen benétigen. Das Problem
dabei ist, dass sich in den obigen Summen keiner der Indizes derartig isolieren lésst: jeweils zwei
der Linearkombinationen von Variablen einer Matrix legen bereits alle drei Indizes fest. Allerdings
sehen wir, dass jeweils die beiden einzeln stehenden (nicht geklammerten) Variablen aus den bei-
den verschiedenen Summanden des Aggregats stammen - also eine dieser Variablen zwei der Indizes
1,7,k und die andere zwei der Indizes ¢+ 1,7+ 1,k + 1 hat. Dies sollte aber auch nicht iiberraschen:
Wiirden diese beiden Variablen zu dem gleichen Summanden des Aggregats gehoren, (hitten also
entweder beide Variablen Indizes mit ,+1* oder beide Variablen Indizes ohne ,,+1“), so wiirden wir
zusammen mit einem der beiden Summanden in der Klammer einen erwiinschten Term erhalten -
und erwiinschte Terme sollen nicht subtrahiert werden. Da die beiden Variablen aus verschiedenen
Summanden des Aggregats stammen, kénnen wir diese durch Verdnderung des Aggregats in einem
gewissen Rahmen unabhéngig voneinander variieren. Dabei muss nur gewéhrleistet sein, dass sich
die beiden Summanden des Aggregats nicht in der Gesamtsumme {iberschneiden, also dass Terme
nicht doppelt berechnet werden. In unserer Konstruktion ist dies zum Beispiel durch Permutation
der Multi-Indizes an den Variablen mdglich, da dies nichts an der Zugehorigkeit von Tripeln zu S
dndert. Wir permutieren diese also so, dass an den beiden einzeln stehenden Variablen in obigen
Gleichungen jeweils die gleichen Indizes aus {i,j,k} auftauchen (in ihrer Variante mit oder ohne
»+1%). Das Aggregat ergibt sich damit zu

@ijbjkCri+ ak41,i410i41, 5416541 k+1
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3.3 Victor Pan: Trilinear Aggregating, Uniting und Canceling (1978)

und wir erhalten
(aij + ag41,i+1) (jk +bit1j+1) (ki + i1 k+1)

und als zu subtrahierende Terme

n—1
> (it arr1,i4)bjkCir e = D (> Qi 4 Q1,01 bjRCi 1 et
(i,5,k)€S J,k=0 4:(4,5,k)ES

1
> a1 O +bisrr)cki = Y arrria (> bik+bis1 1)k,
(i,7,k)€S 7,k=0 7:(3,5,k)ES

n—1
Y. aibivrgra(eri+eren) = D agbiprga( Do Crit Cirik)-
(i.4,k)€S i,j=0 k:(i,j,k)€S

n ist dabei die Grofle der zu multiplizierenden Matrizen. Wir haben also einen trilinearen Algo-

rithmus der MM, der %3 +3n? Multiplikationen verwendet. Damit kénnen wir fiir verschiedene n
Basisalgorithmen angeben und aus diesen mit (Satz [3]) eine Schranke fiir w ableiten, ndmlich

3
w < log, <n2 +3n2>.

Durch Minimierung erhalten wir fir n = 34 die Schranke w < 2,84953. Dieser Exponent ist zwar
schlechter als derjenige, der sich aus Strassens Algorithmus ergibt, aber wir sehen bereits, dass
diese Technik nicht-triviale Exponenten liefert.

3.3.3 Trilinear Canceling

Um die Technik des trilinearen Canceling zu erldutern, bendtigen wir ein etwas komplexeres Beispiel
einer Konstruktion, die durch Aggregierung entstanden ist. Aufgrund des grofien Schreibaufwandes
und der Tatsache, dass sdmtliche Gleichheiten durch Nachrechnen beweisbar sind, sparen wir uns
hier Beweise. Es soll vielmehr die Idee des trilinearen Canceling vermittelt werden. Wir wéhlen
dafiir einen Algorithmus von Pan, der jeweils drei Summanden folgender Form aggregiert:
15,5,k = aijbjkCri + ajkbricij + akibijcji (3.1)
Wir bilden hier also das Produkt
(aij +ajr+ aki)(bjk + by + bij)(ck:’i + ¢+ Cjk).
Zur besseren Ubersichtlichkeit fassen wir hier fiir jedes Tripel (4,,k) die zu subtrahierenden Terme
wie folgt zusammen:
T7; 1k = ibij(cri + Cij + i) + ajebjn(Cij + ik + Cri) + akibri(Cjk + Cri + Cij)
T}, 1 = aij(bjk + bri) cij + @i (bri + big) ik + i (bijbjk) Cha
T = (ani+ aij)bjncir + (aij + ajp)bricki + (ajx + ari)bijcij
T}; & = Qijbricix — ajbijcri — aribjicij
Damit lésst sich das Aggregat T; ; ;. tibersichtlich schreiben als

T jge = (@i + @i+ ars) (bjk + b +bi) (ers +cij + i) = Toje = Toge = T — Tige
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3 Obere Schranken fiir w

Es ist leicht zu sehen, dass sich die Summe der Tlgk, die Summe der Tzljk, und die Summe der Tzk
wieder durch Uniting mit einer effizienten Anzahl von Multiplikationen berechnen lassen, denn
hier tauchen wieder die Variablen aus je zwei Matrizen mit den gleichen Indizes auf und so kann
der dritte Index innerhalb einer Linearkombination der Eintrage der dritten Matrix durchlaufen
werden. Um allerdings {iberhaupt einen Algorithmus zu erhalten, benttigen wir noch eine Menge
von Indizes iiber die wir summieren kénnen, sodass keine Terme doppelt auftreten (aber alle Terme
abgedeckt sind). Die genaue Vorgehensweise ist hier nicht wichtig, im Groben geht Pan wie folgt
vor: Die Menge aller Tripel (i, j, k) wird zunéchst unterteilt in Tripel (4,7,7) und Tripel, fiir die nicht
1= j = k gilt. AnschliefSend werden letztere in drei gleich grofie Teilmengen zerlegt, sodass es geniigt
eine von ihnen zu durchlaufen, um mit den Aggregaten alle Terme aufler die (4,7,7) zu erhalten.
AufBlerdem gibt es nur n Terme der Form (4,7,7) und diese lassen sich mit den ohnehin vorhandenen
Termen, die subtrahiert werden, zusammenfassen, sodass sie keine zusétzlichen Multiplikationen
ergeben. Damit bleibt einzig die Summe der Tf}k iibrig, die nicht effizient berechnet wird. Das

Ergebnis ist ein Algorithmus von Rang "33_ "+ 3n?+ X wobei X die Anzahl der Multiplikationen

zur Berechnung der Summe der Tgk ist. Bei einzelner Berechnung aller Summanden wéaren dies

X =n3, wodurch der Algorithmus nicht mehr effizient wire.

Die Idee des trilinearen Canceling ist nun die folgende: Wir bilden mehrere verschiedene Versionen
von (Gleichung ), wobei die Indizes zwischen diesen Versionen abgewandelt werden (zum Bei-
spiel fiir manche Versionen nur Indizes < % und fiir manche nur Indizes > %) und die Variablen
geschickt mit Vorzeichen versehen werden. Dabei soll folgendes erreicht werden:

1. Die Terme lassen sich derartig summieren, dass dadurch nicht mehr Aggregate als zuvor be-
rechnet werden miissen. Es wird also letztlich iiber eine noch kleinere Teilmenge der Tripel
(i,7,k) summiert, aber fiir jedes dieser Tripel werden alle verschiedenen Versionen von (Glei-
chung ) summiert, sodass insgesamt wieder die gesamte Trilinearform berechnet wird.

2. Die Vorzeichen werden so verteilt, dass die Terme, die auch in der zu berechnenden Triline-
arform auftreten, ihre positiven Vorzeichen behalten.

3. Die Vorzeichen werden so verteilt, dass die Terme, die nicht durch trilineares Uniting effizient
berechnet werden konnen (bzw. fiir die keine effiziente Berechnung bekannt ist) - hier die
Terme Tgk - in der Summe iiber die verschiedenen Versionen eines Aggregats 0 ergeben und
damit komplett entfallen.

Die ersten beiden Punkte sind dabei offenbar notwendig, um die Effizienz des zuvor konstruierten
Algorithmus aufrecht zu erhalten, der letzte erspart uns die Berechnung der Terme Tf’jk

Bemerkung 2. Die Zerlequng der Menge von Tripeln in geeignete Teilmengen wird z.B. dadurch
erreicht, dass die Menge anhand der Ordnung der drei Indizes (z.B. i < j < k) oder anhand der
Figenschaft, wie viele Indizes oberhalb von % liegen, zerlegt wird.

Aus obigem Algorithmus gewinnt Pan auf diese Weise einen Algorithmus von Rang "sg%“” +6n2,

wir erhalten also mit (Satz : w< logn(L;L" +6n?). Durch Minimierung erhalten wir (da auch
hier erforderlich ist, dass n gerade ist) fiir n = 70:

703 —4-70

3.3.4 Sonstiges

Pan entwarf auf diese Art immer wieder neue Algorithmen. Vor allem in Kombination mit den in den
néachsten Abschnitten vorgestellten Methoden ergaben sich durch seine Konstruktionen mehrfach
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neue kleinste obere Schranken. Dabei musste auch das Verfahren teilweise noch verfeinert werden.
So konnten in weiteren Konstruktionen beispielsweise teilweise nicht alle Terme durch Uniting
und Canceling behandelt werden und es blieben unerwiinschte Terme {ibrig, die sich nicht effizient
berechnen lieflen. Diese fasste Pan dann in einem weiteren Aggregierungsschritt zusammen. Dabei
entstanden erneut unerwiinschte Terme und diese konnten noch einmal aggregiert werden. Doch
wie schon an obigem Beispiel zu sehen ist, werden all diese Algorithmen sehr uniibersichtlich und
benétigen sehr viel Platz. Zudem ist der Erkenntnisgewinn durch solch einen Algorithmus begrenzt
- auf den ersten Blick ist die Korrektheit nicht erkennbar und der Beweis beschriankt sich auf
Nachrechnen. Wir kommen deshalb nun zu den bald darauf entwickelten Techniken von Dario Bini
et al.

3.4 Bini: Arbitrary Precision Approximation Algorithmen fiir die
Matrizen-Multiplikation (1979)

Der Begriff der Arbitrary Precision Approximation Algorithmen (im Folgenden APA-Algorithmen)
wurde 1979 von Dario Bini, Grazia Lotti und Franceso Romani in [Bi79-2] eingefiihrt und in [Bi80]
von Bini genauer untersucht. Er ist sehr wichtig fiir alle weiteren Resultate. Dieser erlaubt statt Kon-
stanten in bilinearen und trilinearen Algorithmen Polynome in einer Variablen . Auch wenn dieser
Begriff von Schonhage in [Scho81] leicht abgewandelt eingefithrt wurde, was allgemeinere Resultate
ermoglichte”, halten wir uns hier an die eher einleuchtende Variante von Bini et al. Auch wenn
der Begriff des APA-Algorithmus sich auf bilineare bzw. trilineare Algorithmen der MM bezieht,
wird er fiir die tensorielle Zerlegung definiert, da dies einige Argumente vereinfacht. Zur besseren
Abgrenzung verwenden wir ab jetzt die Bezeichnungen ,approximative Zerlegung® (fiir tensorielle
Zerlegungen) und ,approximativer Algorithmus“ (fiir bilineare und trilineare Algorithmen). Diese
Begriffe verwendet auch Schonhage fir seine abgewandelte Form von APA-Algorithmen.

Definition 15. Sind w;(e),v;(g),w;(€) Vektoren mit Polynomausdriicken in € iber K, dann nennen
wir

zr:ul(e)éévl(a) uw(e) =t+ E(e),
=1

wobei die Eintrige von E(e) konstante Terme =0 haben, eine approximative Zerlegung von Linge
r. Das kleinste solche r, geschrieben br(t), heifit auch border rank von t.

Bemerkung 3. Wie bereits angedeutet kann dieser Begriff passend auf bilineare und trilineare Al-
gorithmen tibertragen werden, indem Polynome iber ¢ als Koeffizienten in den Algorithmen zugelas-
sen werden. Wir nennen derartige Algorithmen dann approzimative bilineare/trilineare Algorithmen
und den zugehdérigen Rangbegriff ebenfalls border rank einer Menge von Bilinearformen bzw. einer
Trilinearform.

Bemerkung 4. E(e) ist bei einer solchen approximativen Zerlequng ein Fehlerterm, genauer ein
Tensor aus dem gleichen Tensorprodukt wie t mit Fintrigen, die Polynome ber € sind. Der Begriff
des APA-Algorithmus und das Adjektiv ,approzimativ® fir diese Algorithmen und Zerlequngen
stammen daher, dass fir ¢ — 0 der Fehlerterm E(e) beliebig klein wird.

7Schénhage zeigt ein allgemeineres Resultate, sodass die Eigenschaften fir den border rank (siehe Definition als
Korollar folgen. Daneben erhélt er auf diese Art noch die Aussage, dass Algorithmen iiber beliebigen algebraischen
Korpererweiterungen keinen geringeren Rang haben konnen. Der Begriff der Kérpererweiterung soll hier aber nicht
behandelt werden
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3 Obere Schranken fiir w

Approximative Algorithmen bzw. Zerlegungen sind besonders deshalb interessant, weil sie tat-
séchlich bessere Resultate erzielen konnen als die besten nicht-approximativen Algorithmen bzw.
Zerlegungen, d.h. der border rank eines Tensors kann echt kleiner sein als sein Rang (Bini et al ver-
wenden fiir approximative Algorithmen bzw. Zerlegungen, deren Lénge unterhalb des Ranges der
zugehorigen Trilinearform liegt, den Begriff ,;superoptimal®). Dies wurde vor allem anhand einfa-
cher Tensoren gezeigt. Allerdings ist das Bestimmen des border ranks eines Tensors sehr schwierig
und es ist damit schwierig, zu beurteilen, ob gewisse Zerlegungen bereits optimal sind. So wur-
de selbst fir das Problem (2,2,2) bzw. den Tensor (2,2,2) erst 2006 von Joseph M. Landsberg -
siche [Land06] - gezeigt, dass Strassens Algorithmus auch unter Berticksichtigung approximativer
Algorithmen bzw. Zerlegungen optimal ist.

Lemma 5. Folgende Resultate tibertragen sich direkt vom tensoriellen Rang auf den border rank:

1. Der border rank des Problems (m,n,p), der korrespondierenden Trilinearform und des damit
assoziierten Tensors sind gleich (vgl. (Satz[9))

2. Das tensorielle Produkt zweier zerlegbarer Tensoren t',t”, deren Eintrage Polynome in & sind,
ist ein zerlegbarer Tensort, dessen Eintrige Polynome in ¢ sind. Ist d' der héchste Grad eines
Polynoms in t' und d"” der hochste Grad eines Polynoms in t”, so ist der hochste Grad eines
Polynoms in t héchstens d' +d" (vgl. (Lemma/[]))

3. Submultiplikativitit (vgl. (Lemmal[d))

4. Bei Tensoren (m,n,p): Gleicher border rank wie fir Permutationen der m,n,p (vgl. (Lemma

)

5. %)ei Tensoren (m,n,p): Symmetrisierung (vgl. (Korollar[3)). Betrachten wir einen bestimmten
approzimativen Algorithmus und ist bei diesem der Grad der Polynome in den FEintrigen
des Fehlerterms < d, so entsteht fiir (mnp,mnp,mnp) eine Zerleqgung, in der der Grad der
Polynome in den Fintrigen des Fehlerterms < 3d ist.

Beweis. Einzig der Grad der Eintrdge des Fehlerterms fiir das Produkt zweier Tensoren und bei
Symmetrisierung ist hier nicht durch die Beweise der Eigenschaften des (normalen) Ranges abge-
deckt. Die Eintrage des tensorielle Produktes ¢t = ¢ ®t” sind Produkte der Eintrage von ¢’ und ¢”,
die hochste Potenz, die vorkommen kann ist damit gd . gd" = gd'+d"

Analog dazu ergibt sich bei Symmetrisierung als héchste Potenz, die in der konstruierten Zerlegung

vorkommen kann, e¢-¢¢. ¢4 =3¢, O

Auf diese Weise konnte nun also durch € — 0 der Tensor ¢ (oder eine Menge von Bilinearformen
bzw. eine Trilinearform) beliebig genau approximiert werden. Hierfur betrachten Bini in [Bi80] und
Romani in [Rom80|] die numerischen Eigenschaften dieser Approximation. Allerdings interessiert
uns vielmehr die Beziehung zu w, mit der sich Bini et al ebenfalls beschéftigten. Wir kommen nun
zu einem Resultat, das es ermdglicht aus approximativen Zerlegungen oder Algorithmen Schranken
fiir w zu folgern.

Lemma 6. Sei eine approximative Zerlegung des Tensors t von Ldnge r und mit Polynomaus-
driicken von Grad < d in E(e) gegeben. Dann existiert eine (nicht-approximative) Zerlegung fir t
von Rang (1+d)-r, sofern der zugrunde liegende Korper K ausreichend viele Elemente hat.

Beweis. Das Ziel ist es, aus der approximativen Zerlegung eine nicht-approximative Zerlegung von
t zu konstruieren. Hierfiir werden wir fiir € verschiedene Werte einsetzen und eine Zerlegung durch
Linearkombination der erhaltenen Zerlegungen von t+ E(¢) fiir die verschiedenen e gewinnen. Sei
hierfiir die gegebene approximative Zerlegung

t+E(e) = Zul(a)vl(a)wl (e)
=1
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3.4 Bini: Arbitrary Precision Approximation Algorithmen fiir die Matrizen-Multiplikation (1979)

Wihle nun® €1,...,e441 € K mit g; # ¢ fiir i # j, €; # 0 Vi und betrachte das Vandermonde-System”

1 1 - 1 o 1

€1 €2 0 Ed+1 (65) 0
d d d

€] €5 o Egn Ot 0

Dieses Gleichungssystem hat eine Losung, denn die Spalten der Matrix sind offenbar linear unab-
héngig fiir €; # ;. Wir konstruieren nun mit Hilfe der Eintrége a; einer Lésung des Vandermonde-

Systems eine Zerlegung von t:
d+1 T

Z a; Yy w(e)@u(e)@w(e)
i=1 =1

Beachte, dass die konstanten Terme der gegebenen (approximativen) Zerlegung genau die Eintrige

des Tensors t ergeben und dass sémtliche Terme, die eine Potenz von ¢ enthalten, in E(e) stehen.

Nach Wahl der «; ergibt sich damit, wenn wir die Eintrdge des Tensors Y ;_; w(e) @ vj(e) @ wy(e)

einzeln betrachten:

Fiir einen beliebigen Term a in t:

d+1 d+1

Zaia: (Zai)a: lra=a
i=1 i=1

aufgrund der ersten Zeile des Vandermonde-Systems.
Fiir ein beliebiges Monom be?,j = 1,...,d in einem Eintrag von E(e) gilt analog:

d+1 d+1

S aibel = (3 el )b=0-b=0
i=1 =1

nach der j-ten Zeile des Vandermonde-Systems. Damit werden auch beliebige Summen von Mono-
men, die innerhalb des Fehlerterms auftreten, Null und wir erhalten

d+1 r
t= Z Zai . (ul(a) ®UZ(5) ®wl(5)),
i=11=1
also eine (nicht-approximative) Zerlegung von ¢ von Lange (14d)-r. O

Bemerkung 5. Arnold Schonhage zeigt in [Schd81)] ein dhnliches Resultat fiir beliebige Korper K,
also auch fiir Korper mit |K| < d+2 (vgl. (Fufnote(§)).

Dieses Ergebnis sieht schon relativ gut aus, da es sich bei 1+ d um einen konstanten Faktor han-
delt. Wir erheben nun ¢ in Tensorpotenzen und erhalten aus der approximativen Zerlegung von
t approximative Zerlegungen der Tensorpotenzen von ¢ mit dem Ziel, dass der konstante Faktor
durch Bilden geniigend hoher Tensorpotenzen entféllt.

Lemma 7. Sei eine approrimative Zerlequng fiir den Tensor t von Linge r und mit Polynomaus-
driicken von Grad < d in E(g) gegeben. Dann existiert eine approzimative Zerlegung fiir t¥% von
Linge 7% und mit Polynomausdriicken von Grad < dk in E'(¢). Dabei ist E'(¢) der Fehlerterm in
besagter approzimativer Zerlequng fiir t%F.

8hier bendtigen wir, dass der Koérper K ausreichend viele Elemente hat, genauer gesagt die Null und d+ 1 weitere
Elemente, also |K| > d+2
9d.h.: Ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei A eine Vandermonde-Matrix ist
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3 Obere Schranken fiir w

Beweis. Betrachte hierfir, wie sich die Zerlegung in der Tensorpotenz verhélt. Sei dafir Fj(e) =
w(e) @u(e) @w(e):

SCEOF= Y F()e-8F. ()
=1

(81,08 ) E{ L., }E

Die Summanden in dieser Summe sind tensorielle Produkte von zerlegbaren Tensoren, also nach
(Lemma [5)) wieder zerlegbar. Damit hat obige Zerlegung Lénge

H1,...,r}¥) =r*

und die Polynome im Fehlerterm sind von Grad < dk, da die Produkte, die auftreten, als hochste
Monome ¥ .- enthalten. O
N———

d-mal

Satz 5. Sei eine approximative Zerlegung des Tensors t von Linge v und mit Polynomausdriicken
von Grad < d in E(e) gegeben. Dann existiert eine (nicht-approzimative) Zerlegung fiir t** von
Linge (1+dk)-r*

Beweis. Nach (Lemma [7)) gibt es eine approximative Zerlegung fiir t*¥ von Linge ¥ und Poly-
nomausdriicken von Grad < dk im Fehlerterm dieser Zerlegung. Nach (Lemma @ gibt es dann eine
(nicht-approximative) Zerlegung fiir t®* von Lange (1 +dk)-r*. O

Korollar 4. Sei fiir ein festes m eine approximative Zerlegung des Tensors (m,m,m) von Léinge

r gegeben (oder anders gesagt: Gelte br({m,m,m)) <r). Dann gilt

w <log,,(r).

Beweis. Nach (Satz liefern die Voraussetzungen eine (nicht-approximative) Zerlegung fiir (m*, m*, m*)

von Lénge (1+dk)-r* fiir beliebige k. Mit n := m* erhalten wir
(1+dk) " = (1+d-log,, (n)) - (m!*n ()
= (1+d-logy,(n)) - (m")#n ")
= (1+d-log,,(n)) - n'#n(")

Wihlen wir nun eine feste GroBe ng (durch Wahl von k) und wenden die Aquivalenz der verschie-
denen Rangbegriffe zusammen mit (Satz|3) an, so erhalten wir

w <108, (14 d-10g,, (o)) (ng =)

—10g,,, (niE™ ")) +log,,, (14 d-10g,, (no))

IOgm(l +d- logm(no))
1Ogm(n0)

= logm (T) +
=log,,, (1) 4+ d(no)

Dabei wird d(ng) € O (%) monoton kleiner, wenn wir ng vergréflern. Es gilt damit:
Fiir beliebige £ > 0 existiert ein ng, sodass d(ng) < € und somit wegen der Definition von w als
Infimum

w <log,, (r).
O

Ein Beispiel fiir eine solche approximative Zerlegung wird in (Abschnitt in Form der von Bini
et al 1979 verdffentlichten Zerlegung gegeben.
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3.5 Bini, Capovani, Romani, Lotti: Partielle Matrizen-Multiplikation (1979)

3.5 Bini, Capovani, Romani, Lotti: Partielle Matrizen-Multiplikation
(1979)

Die partielle MM tauchte zuerst bei Bini et al in [Bi79-1] auf, diese verwendeten sie zur Konstrukti-
on einer approximativen Zerlegung, die eine neue Schranke fiir w ergab. Partielle MM meint dabei,
dass einige Eintrage der beiden Matrizen A und B Null sind und somit sdmtliche Produkte, die
diese Eintrége beinhalten, entfallen. Schonhage griff die Idee in [Scho81] auf, definierte den Begriff
der partiellen MM klar und zeigte allgemein, dass sich gewisse Schranken fiir w aus bilinearen bzw.
trilinearen Algorithmen der partiellen MM bzw. Zerlegungen der assoziierten Tensoren folgern las-
sen. Hier soll zundchst die Definition von Schénhage angegeben werden, um anschlieend besagten
Algorithmus von Bini et al als Beispiel einer approximativen Zerlegung und gleichzeitig einer Zer-
legung des Tensors einer partiellen MM anzugeben. Danach werden die allgemeinen Betrachtungen
von Schénhage vorgestellt.

Definition 16. Wir beziehen uns auf das Problem (m,n,p) und formulieren hierfir eine partielle
Version: Seien A, B,C wieder die beteiligten Matrizen, es soll also C = A- B berechnet werden, wobei
die Eintrige der Matrizen A und B teilweise Null sind. Dann ist die partielle MM zum Problem
(m,n,p) die Berechnung von C und gegeben durch die Zahlen m,n,p und die Indexmengen

IC{l,....m}x{L,....n}

JCA{L,...,n} x{1,...,p}.

Dabei geben die Elemente von I die Positionen in A an, die Variablen enthalten (die ibrigen
FEintrage sind Null), ebenso die Elemente von J fiir B.
Zur besseren Lesbarkeit nennen wir dieses Problem (fir beliebige I,J) auch (m,n,p)part-

Bemerkung 6. Diese Definition tibertrdgt sich analog auf die assoziierten Tensoren: Dort werden
alle Eintrige, die sich auf einen der Null-Eintrige von A oder B beziehen, auf Null gesetzt. Wir
kénnen damit den Tensor, der mit dem Problem der partiellen MM, die durch (m,n,p) und I,J
gegeben ist, angeben als:

E(ingn), (o), (kavin) = Oinin Ot i Oy ko * X1 (425 51) - Xa (G2, K1)

Dabei ist x4 die charakteristische Funktion der Menge A, also

1, fallsae A

xaa)= {0 , fallsa ¢ A

Wir nennen derartige Tensoren (fir beliebige I,J) auch (m,n,p) part.

3.6 Bini, Capovani, Romani, Lotti: Beispiel fiir APA-Algorithmen und
partielle Matrizen-Multiplikation

Da es sich bei diesem Beispiel aus [Bi79-1] um ein iibergreifendes Beispiel fiir zwei Techniken
handelt, erhélt es einen eigenen Abschnitt. Die Schritte der Konstruktion sind dabei:

1. Konstruktion einer approximativen Zerlegung eines Tensors (2,2,2)part
2. Konstruktion einer approximativen Zerlegung des Tensors (3,2,2)
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3 Obere Schranken fiir w

3. Folgern einer Schranke fiir w durch Symmetrisierung

Schritt 1: Wir betrachten das Problem (2,2,2)par¢ mit

I={(1,1),(1,2),(2,2)}, J={1,2}x{1,2}.

Es handelt sich also um eine Multiplikation der Form

cii ci2) _ (@ a2 (b b
Co1 €22 0 ax) \bu b/

Um die Zerlegung des damit assoziierten Tensors (2,2,2) .4 leichter angeben zu konnen, verwenden
wir mittels folgender Umbenennung einfache Indizes:

ai <> 411,02 <> 12,03 <> a2
b1 <> b11,b2 < ba1,b3 <> b12,by < b22

C1 $7 C11,C2 £ C21,C3 <7 C12,C4 <7 C22

Wir geben nun eine approximative Zerlegung des Tensors an, die Spalten der Matrizen sind dabei
jeweils die Vektoren wu;,v;,w; (sodass z.B. u; = (u;,1); ist):

1 01 01
U=10 0 0 ¢ ¢
11 010
e 0 0 — O
0 -1.0 1 O
V= 0 0 0 ¢
1 -1 1 0 1
o S et S |
0 0 0 1 0
W= 0 0 —1 0 &t
1 0 0 0o -1

Dabei handelt sich offenbar um eine approximative Zerlegung von Lénge 5. Es lasst sich zeigen, dass
dieser Wert kleiner ist als der Rang der beschriebenen partiellen MM. Damit ist dies ein Beispiel
eines Tensors, fiir den der border rank echt kleiner als der Rang ist.

Schritt 2: Es lasst sich aus dieser Zerlegung eine approximative Zerlegung (gleicher Lénge) des
Tensors (2,2,2)pare der partiellen MM (2,2,2)pa¢ mit den Mengen I = {(1,1),(2,1),(2,2)},J =
{1,2} x {1,2} konstruieren. Dies sieht man wie folgt:

Letztere partielle MM hat die Form

cir ci2) _ (ain 0\ (b b
C21 €22 a1 a2 bor b/’

Wir kénnen die Eintrége der Matrizen jeweils umbenennen, sodass jeweils die Eintrage auf derselben
Diagonalen tauschen und erhalten:

co2 Ca1) _ (az2 0\ [bap Do
ci2 c11 a2 ai) \biz b

Co2 = a22b22, c21 = azoboy,

Damit erhalten wir
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c12 = a12bg +ai1b12, c11 = a12b21 +a11b11,

was genau den Gleichungen fiir die vorherige partielle MM entspricht, fiir die wir eine tensorielle
Zerlegung angegeben haben. Die Umbenennung findet durch einen Tausch der Indizes statt und
lasst sich somit durch Permutation der Indizes innerhalb der Zerlegung umsetzen. Es gibt also
eine approximative Zerlegung gleicher Lénge fiir diese zweite partielle MM. Nutzen kénnen wir
das nun, indem wir die beiden Zerlegungen zu einer approximativen Zerlegung des Tensors (3,2,2)
zusammensetzen. Dafiir betrachte

air a2 (bll b12>

T11 a2 |-

ba1  boo
To1 a2
und dafiir separat die Produkte
cir ciz) _ (aun a2 (b b
C21 Ca2 0 az ba1  boo
dip dig) _ fxun 0 ) b b
da1  da2 To1 To2 ba1 boo

Fiir diese haben wir durch die angegebene approximative Zerlegung bereits gezeigt, dass ihr border
rank jeweils < 5 ist. Man sieht nun aber leicht, dass gilt:

N—— ———

c1 c12 ail a2 b bis
co1+di1 coptdiz| =|x11 ae |- bor oy
do1 doo To1 22

Es lassen sich somit die beiden Zerlegungen zu einer approximativen Zerlegung fiir (3,2,2) von Rang
5+5 =10 zusammensetzen. Im letzten Schritt nun wenden wir die Symmetrisierung aus (Lemma
an und erhalten

w < logy,(1000) ~ 2,7799.

3.7 Partielle Matrizen-Multiplikation bei Schonhage (1981)

Wie bereits angedeutet zeigte Schonhage in [Scho81] ein allgemeines Resultat im Hinblick auf
Schranken, die sich aus partiellen MMs folgern lassen. Dabei handelt es sich um den folgenden

Satz 6. Seit ein Tensor (m,n,p)part. t enthalte e Einsen und habe einen border rank br(t) <.
Dann gilt:

=3-log.(r)

Beweis. Der Beweis dieses Satzes gliedert sich in die folgenden 5 Schritte:

1. Erheben des Tensors in eine Tensorpotenz

2. Untersuchen der Verteilung von Einsen in dieser Tensorpotenz und Wegstreichen gewisser
Zeilen und Spalten, sodass die iibrigen Spalten und Zeilen eine gleiche Anzahl von Einsen
enthalten

3. Kompression der Matrizen durch geeignete Multiplikation mit weiteren Matrizen. Dadurch
entsteht eine vollstandige MM, fir deren Rang wir eine Schranke erhalten

4. Symmetrisierung nach (Lemma
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3 Obere Schranken fiir w

5. In den vorherigen Schritten sind Variablen aufgetaucht, die wir nun geeignet belegen, um die
im Satz genannte Schranke fiir w zu erhalten

Schritt 1:
Seien I,.J die Mengen, die die Einspositionen im gegebenen Tensor (m,n,p)part beschreiben. Der
Tensor dieser MM ist - wie wir oben gesehen haben - gegeben durch

Elin,j1), Gk ), (kasin) = Oin i Oy o Oy ko X1 (11, 1) X7 (G, K1)

Zur Darstellung der Tensorpotenz t®* verwenden wir Multi-Indizes 41,42, j1,j2, k1, k2, die jeweils
s-Tupel sind. Thre Eintrdge geben wir durch hochgestellte Indizes an:

in = (i1),i2 = (i3).j1 = (1), g2 = (73) k1 = (k) b = (KS).
Fiir die Tensorpotenz ergibt sich dann nach (Abschnitt [2.5)):

o )Gk, (kayin) = D20 g2 Oy X (i1, 71)X s (71, K1)

s

S
=11 Git 1950 10t ) TT O (i, 50)xs (51, K1)
=1 =1

S
d .
- H (5i11,z‘125j§,j§5k§,k12><1(117]1)XJ(Jiakll))
=1

S
= lH b(id, 1), ik kb ), (Kb 1)
=1

Beachte, dass hier das Kronecker-Delta fiir die erste Zeile passend auf Multi-Indizes erweitert wer-
den muss: Es hat den Wert 1 genau dann, wenn die beiden Multi-Indizes in allen Komponenten
{ibereinstimmen, sonst 0. AuBerdem bezeichnen die Mengen 1), J()| wie unten definiert, die Men-
gen der Variablenpositionen fiir die Tensorpotenz t®%.

Aufgrund der Submultiplikativitit, siehe (Lemma [5), erhalten wir auBerdem br(t®*) < br(t)®.

Assoziiert mit t®° ist dann (m®,n®, p*)part mit

I(S) - {<i27j1) € {17"'7m}8 X {17""n}s

S
Tl ) =1},
=1

J(S) - {(ankl) € {L"'an}sx{l""’p}s

S
[Ttk )= .
I=1

Dabei sind i9,71,72,k1 also wieder Multi-Indizes, wobei die gleichen Namen verwendet wurden,
um den Bezug zur tensoriellen Darstellung herzustellen. Wir wollen zur Veranschaulichung dieser
Schachtelung partieller MMs die Mengen I und [ () fiir einen Tensor (2,2,2)part und seine dritte
Tensorpotenz <27272>§§t visualisieren, wobei I wie im letzten Abschnitt (Beispiel von Bini et al)
gewahlt sei. Dazu zeigen wir die Matrix A, deren Aufbau I beschreibt, wobei Variablen-Positionen
schraffiert und Null-Positionen mit Nullen markiert sind.

I lasst sich visualisieren als
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3.7 Partielle Matrizen-Multiplikation bei Schénhage (1981)

und I®) folgendermafen:

o

Schritt 2:

Um die Verteilung der Einsen in t®¢ untersuchen zu kénnen, miissen wir zunichst eine geeignete
Beschreibung der Positionen in t finden. Dazu betrachte die mit dem Tensor assozziierte partielle
MM C = AB. Wir definieren m; als Anzahl der Variablen-Positionen in der j-ten Spalte von A und
p; als Anzahl der Variablen-Positionen in der j-ten Zeile von B und erhalten fiir j € {1,...,n}:

mj; = ZXI(ivj)
pi=>_xs(j.k)
%

Es werden also einfach die Einsen mit Hilfe der charakteristischen Funktion der Mengen I und J
einzeln gezéhlt. O.B.d.A. seien alle m; > 0,p; > 0. Wiirde ein Wert = 0 auftauchen, so kénnten wir
die entsprechende Zeile bzw. Spalte und die zugehorigen Eintrage in I und J streichen und wiirden
ein entsprechend angepasstes Problem ohne Nullen erhalten, das den gleichen Rang hat.

Mit Hilfe der mj,p; kénnen wir nun die Anzahl der Einsen in ¢ schreiben als

e=mip1+--+MpPn.
Dies liegt an folgender Beobachtung: Wir betrachten die MM als Multiplikation

by
C:(al an). ,
bn

wobei die a; die Spalten der linken Matrix und die b; die Zeilen der rechten Matrix sind. Dann
treten im Ergebnis C alle Eintrage einer festen Zeile b, mit allen Eintrdgen der zugehorigen festen
Spalte a, als Produkt auf (und zwar auf alle Eintrige von C verteilt). Schreiben wir C' wie iiblich
nach dem trivialen Algorithmus, so ist beispielsweise das Produkt von a;, und b, im Eintrag c;
als x-ter Summand zu finden. Das heiflt aber auch, dass damit bereits alle auftretenden Produkte
beschrieben werden, entsprechend werden die Einsen im assoziierten Tensor genau durch diese
Produkte festgelegt. Nun geben aber die m,p; die Anzahlen der Variablen in den einzelnen Spalten
von A und den einzelnen Zeilen von B an, somit ist die Anzahl aller auftretender Produkte und
damit aller Einsen im assoziierten Tensor, hier e, durch obige Gleichung gegeben.

Wir gehen nun in die (bereits in Schritt 1 betrachtete) Tensorpotenz t®* fiir ein festes s iiber.
Auflerdem legen wir eine Partition

s=o01+:-+0, mit g; >0

fest, die Anzahl der Summanden entspricht also der Anzahl von Spalten von A bzw. von Zeilen von
B. In Schritt 5 werden wir die Partition s = o1+ - -+ 0, passend wéhlen und den Fall
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3 Obere Schranken fiir w

s — 0o betrachten, um die gewiinschte Schranke fiir w zu erhalten. Betrachten wir ¢ als mehrere
ineinanander geschachtelte Tensoren ¢ (s.0.), so sehen wir leicht, dass t®*

e® = (map1+-- +mppn)°

Einsen enthélt. Um unabhéingig von der genauen Verteilung von Einsen in den einzelnen Spalten
und Zeilen argumentieren zu kénnen, definieren wir die Menge

® ={(p1,...,ps) | Die Anzahl der Eintriage ¢; =i ist o; fiir alle i € {1,...,n}}

und erhalten '
s!
|¢| = | | °
opl---op!
Diese Anzahl ergibt sich dadurch, dass durch die o; insgesamt die Anzahlen der einzelnen Werte
i in ¢ € ¢ vorgegeben werden. Es gibt also s! Moglichkeiten nacheinander die Positionen dieser
Werte innerhalb von ¢ auszuwéhlen. Nun sind aber jeweils ; Werte gleich und innerhalb dieser o;
Werte spielt die Reihenfolge jeweils keine Rolle. Deshalb teilen wir durch oq!---op,!.

Die mit der i-ten Tensorpotenz ¢t assoziierte MM sei jeweils
CW = AOBO fir e {1,...,s).

Wir wollen nun die Anzahl der Einsen in den Spalten der Matrix A®) und den Zeilen der Matrix
B®) angeben. Dazu interpretieren wir die ¢ € ® als Multi-Indizes, sodass jedes ¢ eine Spalte
von A®) und eine Zeile von B auswihlt. Hierzu betrachte die Matrizen wieder als ineinander
geschachtelte Matrizen, beispielsweise besteht mit dieser Darstellung A®) aus Blockmatrizen A1
diese wiederum aus Blockmatrizen A®~2) und so weiter. Die Komponenten von ¢ withlen dann die
Spalten in den verschiedenen Verschachtelungstiefen aus, also zunéchst eine Spalte, deren Eintrige
Matrizen AG~Y gind, dann darin eine Spalte, deren Eintrage Matrizen AG=2) gind und so weiter.
Nun ist fiir alle ¢ € ® die Anzahl M von Einsen in Spalte ¢ von A®) jeweils gleich und auch die
Anzahl P von Einsen in Zeile ¢ von B®) jeweils gleich und wir kénnen diese bestimmen.

Fiir Spalte ¢ von A():

Es wéhlen (0.E) die ¢1,...,¢s der Reihe nach von aulen nach innen die Spalten von Blockmatrizen.
Dann wihlt ¢ eine Spalte, deren Eintriige Matrizen A®~1 sind, von denen jeweils genau M,
ungleich Null sind. Fiir jede davon wéhlt oy dieselbe Spalte von Matrizen A~2), von denen jeweils
genau m,,, ungleich Null sind. Induktiv erhalten wir damit

S
M= H My,
i=1

:mtlfl ...mon

o
Letzteres folgt wegen ¢ € ®. Analog lasst sich auch P bestimmen und wir erhalten

On

— 01
M=mi'--m]

P=pit--pp

Wir entfernen nun alle Spalten von A®) und Zeilen von B®), die nicht durch ein ¢ € ® ausge-
wahlt werden, indem wir alle Eintrége in den entsprechenden Zeilen und Spalten auf Null setzen.
Durch Weglassen der auf diese Art geléschten Zeilen und Spalten erhalten wir eine partielle MM
(m?,|®],p*)part, (mit passenden Mengen I,.J), denn die Anzahl der Zeilen von A®) und die Anzahl
der Spalten von B(®) wurden nicht verindert und es werden offenbar |®| Spalten von A(®) und
Zeilen von B®) {ibrig gelassen.
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Es ist zudem leicht nachvollziehbar, dass der Rang des assoziierten Tensors dieser MM nicht gréfer
als der Rang des mit der vorherigen MM assoziierten Tensors sein kann (da nur Eintrige geloscht
wurden). Schonhage verwendet hierfiir den Begriff des Subtensors.

Schritt 3:
Wir haben nun also eine partielle MM (m?,|®|,p®)part (mit passenden Mengen I,J). Sei diese MM

zur Vereinfachung wieder gegeben als
C=AB.

Dann wissen wir, dass jede Spalte von A genau M Einsen enthélt und jede Zeile von B genau P
Einsen. Das Ziel ist nun, aus diesen Matrizen vollstindige Matrizen der GréBen M x |®| und |®| x P
zu konstruieren, um daraus zu folgern, dass br((M,|®|, P)) < r* gilt.

Wir wollen also eine (vollstandige) MM W = UV, beschrieben durch das Problem (M, |®|, P), kon-
struieren. Dazu legen wir Matrizen G, H der Groflen M x m® und p® x P mit konstanten Eintrdgen
fest, sodass

U=GA, V=BH, W=GABH =GCH.

Wir zeigen nun, dass durch passende Wahl der Matrizen G und H erreicht wird, dass die Eintrége
von A sich als Linearkombinationen der Eintrdge von U und die Eintrége von B als Linearkombi-
nationen der Eintrige von V ergeben. Auflerdem ergeben sich die Eintrige von W als Linearkom-
binationen der Eintrdge von C' und somit lassen sich approximative Zerlegungen fiir den Tensor
der partiellen MM C' = AB umformen zu approximativen Zerlegungen des Tensors (M, |®|, P) der
Multiplikation W = UV gleicher Lénge.

Wir bezeichnen nun die Spalten von A und U als a; und u; und die Zeilen von B und V" als b; und
v;. Dann gilt:

Gaj :u]'
ij = Uj

Das Ziel ist nun, durch Invertieren von G und H und Multiplikation mit den Inversen die Eintrige
von A als Linearkombinationen der Eintrage von U und die Eintrdge von B als Linearkombinationen
der Eintrdge von V zu erhalten. Da es sich aber i.A. nicht um quadratische Matrizen handelt
brauchen wir hierfiir einen Trick.

Fir Ga; = uj gehen wir dabei wie folgt vor:

Wir wahlen fiir eine beliebige, aber feste Spalte a; die Zeilen 7 < --- < )7 aus, die Variablen (und
keine Nullen) enthalten. Sei nun G’ die Matrix, die aus G durch Wegstreichen aller Spalten entsteht,
deren Index keinem der 7; entspricht. G’ hat dann die Grofie M x M. Sei a; der Vektor, der durch
Wegstreichen aller Nullen aus a; entsteht. Wir streichen also alle Eintrage von G, die im Produkt
Ga; ohnehin nur auf Nullen treffen wiirden und streichen entsprechend auch die Nullen aus a;.
Damit gilt:

P
Gaj—u]

Wir wihlen nun G so, dass die Determinanten aller Matrizen, die durch Wegstreichen von Zeilen
oder Spalten aus G entstehen, ungleich Null sind, alle diese Matrizen also invertierbar sind. Dies
kann, wenn der betrachtete Korper ausreichend viele Elemente hat, erreicht werden, indem wir
G als Vandermonde-Matrix (siehe Beweis zu (Lemma @: Vandermonde-System) mit paarweise
verschiedenen Elementen des Koérpers wihlen. Damit haben alle derartigen G’ Inverse (G')~! und
wir erhalten:

al = (G") ;.

Somit haben wir also eine Darstellung der Eintrdge von A als Linearkombinationen der Eintrége
von U.
Analog erhalten wir die gleiche Aussage auch fiir die Eintrdge von B und V. Weiterhin ist W = GCH

41



3 Obere Schranken fiir w

und damit lassen sich die Eintrédge von W ohne weitere Umformungen offensichtlich als Linearkom-
binationen der Eintrdge von C' angeben.

Nun kénnen approximative Zerlegungen des Tensors der partiellen MM C' = AB zu approximativen
Zerlegungen des Tensors von W = UV gleicher Lange umgeformt werden, was wir leicht sehen, wenn
wir die Zerlegungen in bilineare Algorithmen iiberfithren: Wir kénnen im bilinearen Algorithmus,
der C'= AB berechnet, die Linearkombinationen der Eintrdge von A und B durch Linearkombina-
tionen der Eintrage von U und V ersetzen. Damit ergibt sich ein bilinearer Algorithmus, der C' aus
U und V berechnet. Nun kénnen die Eintrédge von W als Linearkombinationen der Eintrage von
C' berechnet werden. Damit erhalten wir einen bilinearen Algorithmus fiir W = UV der gleichen
Lénge und koénnen diesen wieder in eine tensorielle Zerlegung tiberfithren. Wir erhalten somit eine
approximative Zerlegung gleicher Lange und gleichen Grades fiir den Tensor (M, |®|, P).

Nach Voraussetzung gibt es eine approximative Zerlegung des Tensors ¢ von Lange r und mit Po-
lynomen im Fehlerterm von Grad < d fiir ein beliebiges festes d, also gibt es nach (Lemma @ eine
approximative Zerlegung des Tensors t®° und damit auch des Tensors (M, |®|, P) von Lénge 7° und
mit Polynomen im Fehlerterm von Grad < ds.

Schritt 4: Durch Symmetrisierung nach (Lemma/[5)) erhalten wir damit eine approximative Zerlegung
von Linge 3% und Grad 3ds fiir den Tensor (X, X, X) mit

X=M-|®|-P= H(mapy) 7 (M pn) 7

o1!--op,!
und nach (Satz [5))
r((X, X, X)) < (1+3ds)r®.

Schritt 5:
Wir entscheiden uns nun bei fest gewéhltem s fiir eine passende Zerlegung

S=o01+ - +0n.

Nach dem Ergebnis aus Schritt 4 ist die resultierende Schranke fest, einzig die Gréfle der MM lésst
sich durch Wahl der o; variieren, entsprechend ist das Ziel X zu maximieren. Fiir die Aussage dieses
Satzes geniigt dabei folgende Abschatzung: X ist ein einzelner Summand aus der Potenz

s s s! o1 o
e’ = (mip1+- +mupp)’ = Z ﬁ(mlpl) e (M)

(0—17”-70'77,) mit s=o1+-+on 1-°" n-.

Die Argumentation ist dabei dhnlich zu der fiir die Anzahl von Elementen in ®: Fiir jede Partition
s =014+ 0, sind die Exponenten der einzelnen m;p; durch o; vorgegeben. Damit bleibt noch
die Reihenfolge zu wéhlen: e® ist ein Produkt von s Summen (mip; + -+ mypy). Wir wéhlen fiir
jeden der vorgegebenen s Terme nacheinander aus, aus der wievielten dieser Summen er stammen
soll. Dadurch ergibt sich s!. Es wird allerdings o; mal der Term m;p; auf diese Art ausgewéhlt und
unter diesen gleichen Termen konnen wir die jeweiligen Summen, aus denen diese Terme gewéhlt
werden, vertauschen. Somit teilen wir durch o4!---op!.

Zéhlen wir nun die Anzahl dieser Summanden, also die Anzahl moglicher Zerlegungen s =014 ---+
On, SO kénnen wir X in jedem Fall so wihlen, dass

eS

X

> .
~ Angzahl der Zerlegungen s =01 +---+o0,

Die Anzahl der Zerlegungen ist dabei der Binomialkoffizient
s+n—1
n—1 )
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Dies lasst sich kombinatorisch leicht zeigen: Wir schreiben die Zahl s als Zeichenkette aus s Einsen.
Da wir sie in n Summanden zerlegen wollen, kommen noch n — 1 Trennzeichen dazu, sodass zwischen
den Trennzeichen jeweils (als Summe von Einsen) die einzelnen o; stehen. Es handelt sich also um
eine Zeichenkette der Lange s+mn —1, die aus s Einsen und n —1 Trennzeichen besteht. Nun ist
die Anzahl der Zerlegungen von s in n Summanden gleich der Anzahl der Moglichkeiten, in dieser
Zeichenkette die n — 1 Zeichen auszuwéhlen, die Trennzeichen sein sollen, also genau der obige
Binomialkoeffizient.

Damit erhalten wir

S S S S

X > c = € > € > €
= (s+n—1\  (s+n—1)! = (s+n—-1)n-1 — —1)n—1
( n—1 ) (s!J(rn—ll))! : +(n—11))! (S+n 1)

und zusammen mit dem Ergebnis aus Schritt 4 unter Anwendung von (Satz

In((1+3ds)r3?)
- In(X)
In(1+ 3ds)+3sln(r)

© ()

~ In(1+3ds)+3sln(r)
~In(es) —In((s+n—1)7"1)

B In(1+3ds)+3sln(r)

~ sln(e)—(n—1)In(s+n—1)"

w

Fir s — oo erhalten wir dann

In(1+3ds)+3sln(r) In(r)
<sln )) =9

(e)—(n—1)In(s+n—1 In(e) = 3-log,(r).

lim
S—00

Wir kénnen also Exponenten finden, die beliebig nahe an diesen Wert herankommen, indem wir
entsprechend hohe Tensorpotenzen bilden und da w als Infimum definiert ist erhalten wir

= 3-log,(r).

O]

(Satz [3]) ergibt sich damit nun sogar als Spezialfall dieses Satzes fiir e = mnp (beachte allerdings,
dass (Satz [3]) im Beweis verwendet wurde). Somit ldsst sich beispielsweise auch der Exponent von
Strassen aus diesem Satz folgern. Fiir die approximative Zerlegung von Bini et al von Lénge 5 fiir
den Tensor, der zur Multiplikation einer 2 x 2-Matrix mit 3 Eintragen und einer vollen 2 x 2-Matrix
assoziiert ist und der 6 Einsen enthélt, ergibt sich mit diesem Satz ohne weitere Konstruktion die
Schranke w < 3-logg(5) &~ 2,695, was bereits eine bessere Schranke ist, als diejenige von Bini et al, die
durch manuelle Konstruktion aus der approximativen Zerlegung gewonnen wurde. Dariiber hinaus
gibt Schonhage noch einige Beispiele an, von denen eines hier ebenfalls beschrieben werden soll,
da es sich in leicht abgewandelter Form anschlieend auch als Beispiel fiir den folgenden Abschnitt
eignet.

Beispiel 2. Wir beschreiben einen Algorithmus fiir eine partielle MM (m,n,p)part. Dabei verwenden
wir zwei Parameter z,y und wéahlen

m=z, n=y+1, p=1+(xz—-1)(y—1).
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Die Mengen I,J, die die Variablenpositionen der partiellen MM festlegen, seien gegeben durch
I={(i,j)|i=1oder j >1} C{l,...,m} x{1,...,n},
J={(,k)|j=1oder k=1} C{1,...,n} x{1,...,p}.

Zur Veranschaulichung hier eine visuelle Darstellung von I (links) und J (rechts) fir x =4,y = 3,
alsom=4,n=4,p="T:

Nach (Gleichung (3.7))) aus Schritt 2 des vorherigen Beweises ist die Anzahl der Einsen im mit
diesem Problem assoziierten Tensor

e=1+@x-1)(y—1)+ay=14+ay—z—y+1l+ay=2zy—x—y+2

Die korrespondierende Trilinearform ist (dies ldsst sich anhand des Bildes nachvollziechen):

P m n
T=>Y aiibipcor+» > aijbjici.
v=1

i=1j=2

Fiir diese Trilinearform gibt Schonhage den folgenden Algorithmus an (beachte, dass der Algorith-
mus bei Schénhage aufgrund der leicht anderen Definition der approximativen Algorithmen und
Zerlegungen leicht anders aussieht):

T+ E(e) = (ar1 +e%ar ) (b2 +e%br1)e %ern

n m
+Z <(CL171 +€2a17j)5_2bj71 <6171 — ZEC”J))
j=3 =3
m n
+ Z (a11+€%a;2) [ a1 — ZEbl,v e 2e1,
j=3

1=2
m n

+> > ((arg+e%ai)(bja +ebi) (e 2eri+e en))
i=2j=3

—e%a11(ba1+bg1+-+bpa)(cii+eiat+eim)
Dabei soll der Index v durch eine Bijektion {2,...,m} x{3,...,n} — {2,...,p} von den Indizes i,

festgelegt werden, z.B. durch v =i+ (j —3)(k —1). Die Korrektheit dieses Algorithmus ergibt sich
durch Nachrechnen. Die Linge ist offenbar

I1+(n—=2)+(m-1)+(m-1)(n—-2)+1=n-1)+(m—-1)(n—1)+1
=m(n—1)+1
=zy+1.
Damit ergibt sich mit (Satz [6)
w<3 In(14zy)
In(2zy —x—y+2)
und durch Minimierung iiber  und y erhélt Schénhage damit

In(17)
ws 3111(26)

~ 2,6087.
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Wie bereits erwidhnt, werden wir dieses Beispiel in leicht abgewandelter Form auch fiir die im
néchsten Abschnitt eingefithrte disjunkte Matrizen-Multiplikation verwenden kénnen. Die Schranke
fiir w, die sich daraus ergibt wird sogar besser sein also die hier gewonnene.

3.8 Schonhage: Disjunkte Matrizen-Multiplikation (1981)

Die néchste und noch bedeutendere Idee von Schonhage, ebenfalls in [Scho81] verdffentlicht, war es
nun, nicht nur den Rang von Tensoren der MM oder der partiellen MM zu betrachten, sondern auch
den Rang von Tensoren, die die Berechnung mehrerer disjunkter MMs beschreiben. Mit disjunkt ist
dabei gemeint, dass die verschiedenen MMs sich in keiner Variablen iiberschneiden. Intuitiv klingt
es wenig einleuchtend, dass die Berechnung mehrerer vollig unabhéngiger Probleme einen Vorteil im
Vergleich zur separaten Berechnung dieser Probleme bringen kénnte. So formulierte auch Strassen
eine berithmte Vermutung, die vor allem als Direct Sum Conjecture bekannt ist. Diese bezieht sich
auf beliebige arithmetische Probleme und sagt aus, dass sich die Anzahl von arithmetischen Ope-
rationen fiir ein solches zusammengesetztes Problem immer aus den Anzahlen von arithmetischen
Operationen in Algorithmen fiir die Teilprobleme summiert. Diese Vermutung wurde im allgemei-
nen Fall und auch fiir die MM weder bewiesen noch widerlegt, allerdings stellte sich heraus, dass
sie zumindest flir approximative Zerlegungen bzw. Algorithmen nicht gilt. Es ist also mdéglich, dass
fiir die Berechnung mehrerer disjunkter Probleme weniger Operationen benotigt werden, als fiir die
Berechnung der Teilprobleme einzeln, sofern wir approximative Algorithmen zulassen. Aufgrund
dieser Beobachtung ist es besonders interessant, zu untersuchen, welche Schranken sich allgemein
aus derartig zusammengesetzten Problemen folgern lassen.

Zunéchst wollen wir nun definieren, wie wir solche zusammengesetzten Probleme formal fassen
wollen.

Definition 17. Seien t',t" 2wei Tensoren. Dann ist die disjunkte Summe dieser Tensoren, ge-
schrieben t =t ®t", der Tensor, der die Berechnung der beiden Trilinearformen t',t" auf einmal
beschreibt.

Sind ¢/,¢" Tensoren von Ordnung drei (also zu Trilinearformen assoziiert) und stellen wir diese
als 3-dimensionale Arrays dar, so ist ¢’ @t” der Tensor, in dem beide Tensoren ¢’ und ¢” diagonal
nebeneinander angeordnet sind. Es gibt also keine Eintrdge der beiden verschiedenen Tensoren,
die irgendeinen Index gemeinsam haben (dies ist nur fiir verschiedene Eintrdge desselben Tensors
moglich). Dadurch gelten fiir derartige disjunkte Summen und das tensorielle Produkt Distribu-
tivgesetze, auch als Produkt einer solchen disjunkten Summe mit einem anderen Tensor wird also
wieder eine disjunkte Summe zweier Tensoren erhalten. Auch kénnen wir eine Aussage iiber den
Rang disjunkter Summen von Tensoren treffen.

Lemma 8. Fiir ® und @ gelten die Distributivgesetze

tot'et’) =(tet)o (tet")
(ot ot=>{Fot)o (t"®t).

Zudem gilt fiir den Rang einer disjunkten Summe zweier Tensoren:

r(t' oty <r({t')+rt")

Beweis. Dass die Distributivgesetze gelten, ist folgendermafien leicht nachvollziehbar: Auf der lin-
ken Seite werden zunéchst die beiden Tensoren ¢ und ¢ unabhéngig voneinander im entsprechend
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grofieren Tensor t' @t” angeordnet. Anschlielend werden alle Eintrége von ¢ mit allen Eintrdgen von
t' @ ¢" multipliziert und in einem noch grofieren Tensor angeordnet. Nach unseren bisherigen Be-
schreibungen von ® werden dabei ¢t und ' & t” gewissermaflen ineinander geschachtelt. Es entsteht
also ein Tensor, der Blocke enthélt, die jeweils einzelne Eintriage von ¢t multipliziert mit ¢’ ®¢” sind.
Damit tiberlagern sich nie die Teile ¢-t' und ¢-¢” dieser Blocke (fiir beliebige Blocke ¢ - t', tirjigs - t”
gibt es keine Eintrage aus den zwei verschiedenen Blocken, fiir die einer der Indizes in t® (¢’ &t”)
tibereinstimmt) und durch Permutation der Werte der Indizes erhalten wir genau (t®t') @ (t®@t”).
Der zweite Fall folgt analog.

Die Aussage tiber die Rénge gilt, da wir aus beliebigen Zerlegungen fiir ¢ von Lange 7, und t” von
Lénge ro immer eine Zerlegung von t' @& t” von Linge r| + 7o zusammensetzen konnen - denn fiir
t' ®t" genligt es, unabhéngig voneinander ¢’ und ¢” zu zerlegen (wie bereits erwihnt, muss allerdings
- zumindest fiir approximative Algorithmen - nicht zwingend jede Zerlegung von ¢’ @ t” auf diese
Art entstehen). O

Wir wollen nun aus Schranken fiir den border rank solcher disjunkter Summen von Tensoren par-
tieller MMs Schranken fiir w ableiten. Hierfiir fiihren wir noch folgende Notation ein:

Definition 18. Wir schreiben die n-fache Summe eines Tensors auch als

not ;= tdH---Dt.
——

n-mal

Zudem wollen wir noch folgende Vereinfachung einfiihren:

Bemerkung 7. Im Allgemeinen ist t' @t" #t" @t', @ ist also nicht kommutativ. Allerdings ist
hierbei nur die Verschachtelung umgekehrt und durch eine geeignete Permutation der Werte der
Indizes lassen sich die beiden Produkte ineinander tberfihren. Inbesondere haben die beiden Ten-
soren auch den gleichen Rang. Fiir unsere Betrachtungen geniigen diese Eigenschaften und somit
schreiben wir im Folgenden aufgrund dieser Isomorphie einfach t' @t" =t" @t'.

Es ergibt sich in Bezug auf Schranken fiir w, die sich aus Schranken fiir den border rank disjunkter
Summen partieller MMs ableiten lassen, nach Schénhage folgender

Satz 7 (Schonhages 7-Theorem). Seien ti,...,tr Tensoren partieller MMs und enthalte t; genau
ei Einsen fir alle i € {1,...,k}. Sei der border rank ihrer disjunkten Summe br(t; @ ---®ty) <r.
Dann gilt

w < 3a,

wobet o gegeben ist durch
ef+--+ep=r. (3.2)

Beweis. Wir beschranken uns hier auf den Fall einer disjunkten Summe von Tensoren der MM,
also keiner partiellen MMs. Der Beweis fiir den Fall partieller MMs ist technisch relativ aufwendig,
weshalb wir hier darauf verzichten wollen - die Ideen dafiir finden sich ohnehin bereits im Beweis
zu (Satz [6]).

Wir gehen also davon aus, dass t; Tensoren (vollstdndiger) MMs sind und schreiben
t; = (mi,n;,p;) und
€i = MNP

Wir kénnen zudem folgende Sonderfélle ignorieren:
Ist k=1, so entspricht die Aussage (Satz[6)) (sogar fiir den partiellen Fall).
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Ist =1, so ist die Aussage des Satzes w < 3, was trivial gilt.
Da zudem br(t; &---@1t;) > k gilt, was intuitiv nachvollziehbar ist, erhalten wir

e1+-dep=el+-tep>el 4 Fef=r>k>2 (3.3)
Der Beweis gliedert sich nun in folgende Schritte:

1. Definieren einer Folge, die gegen o konvergiert

2. Erheben des Tensors 1 @ --- @1, in die s-te Tensorpotenz und ableiten einer Schranke fiir den
Rang eines gewissen darin enthaltenen (Sub-)Tensors

3. Unter Verwendung des Ergebnisses von (Schritt 2) induktiv zeigen, dass fiir alle Elemente x
der Folge aus (Schritt 1) gilt: w < 3z

Schritt 1: In diesem Schritt wollen wir eine Folge definieren, die strikt gegen die Loésung a von
(Gleichung (3.2))) konvergiert. Dazu betrachten wir die Funktion

n(Sk e
ola) = 2t ch),

die fiir x € {0,...,1} C R definiert ist. Offenbar gilt dann ¢(«) = 1. Wir zeigen nun zunéchst, dass
ein solches « existiert und eindeutig ist:

Aus (Gleichung ) wissen wir, dass ¥, e; > k und somit gibt es ein e; > 1. Das heifit aber,
dass die Funktion ¢(z) strikt monoton steigt. Spater brauchen wir noch folgende, prézisere Aussage
iiber die Ableitung, die sich aus dem gleichen Grund ergibt:

¢'(z) > co fiir eine Konstante ¢y > 0 (3.4)
Weiterhin sehen wir, dass

n(yF el n
»(0) = 1 (%1’(73 i) = LEQ <1 und

n(yk el n(r
(1) = : (lnl(r3 : = ingr;

=1

und nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann ein eindeutig bestimmtes « € [0,1), sodass p(«) = 1.
Der Zwischenwertsatz liefert dabei zunédchst « € [0,1], aber wegen (1) > 1 ergibt sich die offene
Intervallgrenze.

Die Folge, die wir konstruieren wollen, soll sich von oben an o anndhern. Wir machen dafiir zunéchst
folgende Beobachtungen. Wéhlen wir ein beliebiges = > «, so ist Zle el > r. Auflerdem kénnen
wir fir

(Z e) =r (3.5)

den Wert von y bestimmen als y = ﬁ. Um dies zu zeigen setzen wir a = Y% ; e und erhalten

In(r
a( lnga;) — QIOga(T) =r.

(o)

a' @)

AuBlerdem erhalten wir wegen y < 1 und e > 1 die Ungleichung
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3 Obere Schranken fiir w

und zusammen mit (Gleichung (3.5))) folgt » < 3% | ef¥ und wir erhalten
Y > o

Wir formulieren aufgrund dieser Beobachtungen nun folgenden iterativen Algorithmus, der o be-
rechnet bzw. folgende Folge, die gegen a konvergiert:
Wir definieren die Folge rekursiv durch

ro=1, zj11 =25y,
I In(r)
plz;)  I(Cige”)

Es ist nun noch zu beweisen, dass diese Folge bzw. dieser iterative Algorithmus tatséchlich gegen
« konvergiert. Wir nennen dafiir den Fehlerterm in den einzelnen Schritten

mit y; =

(5]'256]'—&

und wollen zeigen, dass lim;_,~(d;) = 0.

Dazu betrachten wir das Verhéltnis von 0; zu 641 und werden sehen, dass es eine Konstante
0 < c <1 gibt, sodass §;41 < cd; fiir alle j. Damit ist §; < ¢/ und wir erhalten die Konvergenz
gegen 0.

Es bleibt also zu zeigen, dass es eine solche Konstante ¢ gibt. Dazu betrachte ein festes z; = a4 9;
mit ¢; > 0. Diese Bedingung wird von allen Folgengliedern erfiillt. Fiir die Fehlerterme gilt

djr1 = Tjp1 — o = x5y; — (25— 0j)

1
=Ty (go(xj)_1>+6j

1
:5j—(a+5j) <1_<p<1'j)>.

Nun benutzen wir, dass ¢'(z) > ¢ fiir eine Konstante ¢y > 0 ist. Wir erhalten damit
gO(l‘j) = (,0(01—1—5]') > cp(a) +C()5j =1 —1—60(5]‘

Damit kénnen wir obige Gleichung umformen zu (beachte fiir das Ungleichheitszeichen, dass ¢(z;)
ein positives Vorzeichen hat):

1 1+ cod; 1
0j41 =0 — (+0;) (1— >§5j—(0<+5j)< ane )

90(1,‘]) 1+Co5j B 1+Co5j
:5j—(04+(5j) ( CO(Sj )

1+005j
Co 2 Co
—§;— ad; 52
J a]1+005j J1+CU(5j
Co 2 Co
—5i(1— 52 .
j( (Jé1+005j) ]14—00(5]‘

Da alle beteiligten Konstanten o, cp,d; > 0 sind, sehen wir leicht, dass

dj+1 < dj,
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die Fehlerterme nehmen also strikt monoton ab. Daraus kénnen wir nun aber folgern, dass
0; <dp =1—a und erhalten somit

0o co
1+Co5j T 14ce(1—a)

=:C1

fiir eine Konstante ¢; > 0 und durch Einsetzen in obige Gleichung schliellich
C 2 Co
_ 52
a1+005j) ]1—{—005j
< 5]'(1 — OéCl) — 5]201.

dip1 < 0;(1—

Wir haben also gezeigt, dass 6,41 im Vergleich zu d; jeweils mindestens um den konstanten Faktor
(1—eq) abnimmt (denn 5?01 ist positiv) und somit gilt lim;_,+(d;) =0, die Folge der x; konvergiert

also gegen a.

Bemerkung 8. Schinhage geht hierbei auch noch auf die numerischen Figenschaften dieser An-
ndherung ein, um zu zeigen, dass es sich um ein praktikables Verfahren zur Berechnung von «

handelt. Fir diesen Satz bendtigen wir diese Figenschaft allerdings nicht.

Schritt 2: Wir wollen nun also den Rang von Tensorpotenzen des Tensors der gegebenen disjunkten
MM untersuchen. Dazu lassen sich zunéchst die Voraussetzungen des Satzes zusammen mit der

Voraussetzung, dass es sich um vollstindige MMs handelt, schreiben als

br({m1,n1,p1) @ - @ (Mg, e, pi)) < 7

Wir schreiben die s-te Tensorpotenz dann als

s! _ _ _
(fmimapr) @@ (memie i) = €D <--sk'®<Hmf%Hn?,prl>>.

s1!-
(815eeeySk):81++sK=s 1

Dies ergibt sich aus den Distributivgesetzen und (Bemerkung [7). Der Bruch ergibt sich wieder
dadurch, dass alle s Tensoren, die aus den einzelnen Faktoren der Tensorpotenz gewdhlt werden,
durch die Partition von s vorgegeben sind, die Positionen der gleichen Tensoren aber untereinander

getauscht werden kénnen.
Wir erhalten dann aufgrund der Submultiplikativitét des border ranks (siehe (Lemma [5))):

br( D <31'S'sk'®<HmH”Hp>>) <r

(81,00s58):51 - -5 =5 i i i

Um die folgende Argumentation zu vereinfachen wéhlen wir eine feste Partition
§=581+ -+ Sk

(wie wir diese wéhlen kénnen sehen wir in Schritt 3). Dadurch erhalten wir den Tensor
E®(M,N,P),

wobei

|
— S _ S; _ S; _ S;
E= oy M=1Imi N=]]n P=]]pi"
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3 Obere Schranken fiir w

Dieser Tensor ist einer der Summanden der obigen Tensorpotenz, entsteht also durch Weglassen
gewisser Zeilen und Spalten daraus (es handelt sich nach Schénhages Definition wieder um einen
Subtensor). Der border rank dieses Tensors ist somit < dem border rank der Tensorpotenz:

br(E®(M,N,P)) <r®
Aufgrund der Distributivgesetze ergibt sich dhnlich zur Symmetrisierung (beachte (Bemerkung|7))):
(EO(M,N,P))®(E®(N,P,M))®(E®(P,M,N))

E-mal E-mal E-mal
= E3®(MNP,MNP,MNP)

Damit erhalten wir
br(F3 0 (X, X, X)) <73, wobei

X =MNP=[]m [[ns []ps =[] (minips)s =[] -

)

Wenn wir diese Argumentation auf eine einzelne approximative Zerlegung beziehen, deren Léinge
< r ist und deren Eintrdge im Fehlerterm von Grad < d sind, so erhalten wir auf diese Art eine
approximative Zerlegung der Lénge 3%, in der die Eintrige des Fehlerterms von Grad < 3ds sind.
Mit (Satz |5)) erhalten wir schlieflich!®

r(E*0 (X, X, X)) < (14 3ds)r.

Das bedeutet aber, dass wir E3 verschiedene Probleme (X, X, X) mit nicht mehr als (1+ 3ds)r>®
Multiplikationen berechnen kénnen. Wir kénnten dies nun nutzen, um das Problem (EX, EX, EX)
zu 16sen, da sich dieses Problem (durch Schachtelung) offenbar mit E3 Multiplikationen von je 2
Matrizen der Grofle X x X berechnen lasst, was genau dem Problem (X, X, X) entspricht.
Allerdings entsprechen die E3 Multiplikationen nur dem trivialen Algorithmus, wir kénnen statt-
dessen auch andere Schranken fiir die Anzahl von Multiplikationen, die fiir das Problem (q,q,q)
(fiir ein beliebiges, aber festes ¢) notig sind, verwenden.

Definition 19. Wir wollen die Anzahl der nétigen Multiplikationen, um das Problem (q,q,q) zu
losen, mit m*(q) bezeichnen.

Es gilt dann
m*(q) < B3 = m*(¢X) < (1+3ds)r>s.

Kénnen wir also eine Multiplikation zweier g x g-Matrizen mit < E? Multiplikationen durchfiihren,
so konnen wir die Eintrdge auch durch X x X-Matrizen ersetzen und kénnen die Multiplikation der
entstehenden beiden ¢X x ¢X-Matrizen mit héchstens (1+ 3ds)r3® Multiplikationen durchfiihren.
Die dabei entstehenden Schranken konnen auf diese Art rekursiv immer weiter verbessert werden,
um dann schliefflich eine Schranke fiir w abzuleiten.

Schritt 3: Das Ziel ist nun mit den Ergebnissen aus Schritt 2 zu zeigen, dass fiir alle Glieder z; der
in Schritt 1 definierten Folge w < 3z; ist. Aufgrund der Konvergenz dieser Folge gegen « ergibt sich
damit w < 3a, also die Aussage dieses Satzes. Da w als Infimum definiert ist, geniigt es dafiir zu
zeigen: Fiir alle z; gilt, dass fiir alle z > x; das Problem (N, N, N) in O(N¥) gelost werden kann. N
bezieht sich dabei nicht auf das N aus Schritt zwei, vielmehr sind allgemeine symmetrische MMs

10Beachte, dass Schénhage hier eine leicht andere Schranke erhélt, da er die Abschétzung fiir beliebige Korper
verwendet
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gemeint. Aufgrund der O-Notation kénnen wir unser Ziel damit auf folgende Weise formulieren:
Fiir alle j € N gilt: Fir jedes « > x; gibt es ein Ny(x), sodass

m*(N) < N3® VN > Ny(z).

Wir zeigen dies durch Induktion iiber j:

IV: Die Aussage ist erfiillt fiir x;.

IA, 7 =0: Da m*(N) < N3 VN ist die Aussage trivial erfiillt.
IS, 7 — 7+ 1: Wir wéhlen zunéchst ein festes aber beliebiges

/
T > Tjp1 = T;Yj
Nun wéhlen wir zusétzlich ein festes x, sodass
/
x>z und zy; <.

. . . . / . . . .
Dies kann zum Beispiel erreicht werden durch z := %(asj + Z—) Das Ziel ist nun, zu zeigen, dass fiir
J

jedes solche 2’ eine Schranke Ny(z') existiert, sodass die IV fiir x4 erfullt wird.
Wir betrachten dafiir zunéchst ein festes s und die Zerlegung s = s; + -+ + s, fiir die der Term
E X% maximal wird. Nach Definition von F und X ist

! -
EX% = — 2 T[]
splee-gpl AL
KA

Damit ist EX% einer der Summanden von
E ) |
7 s TjSi
[ = E A & .
( T l> Sl!...sk!H (]
K3 (81,...,Sk):s:31+..,+sk i

Nun gilt aber EX* > EX% und zudem koénnen wir, da EX® unter den Summanden der obigen
Summe maximal gewéhlt wurde, wie in Schritt 5 von (Satz @ argumentieren und erhalten

(Zeel’)
EX*>FEX%>~~_""/
= (s-i—k—l) :
k—1

Als néchstes wihlen wir das maximale ¢ mit

m(q) < E°.
Dabei gilt

1
m*(q) > §E3.

Widerspruchsbeweis: Wire diese Bedingung nicht erfiillt, so kénnten wir den Algorithmus, der
m*(q) Multiplikationen ben6tigt, mit dem trivialen Algorithmus fiir das Problem (2,2,2) schachteln
(vgl. (Satz[3)) und somit erhalten: m*(2¢) < $E3-2% = E3, ¢ wire also nicht maximal.

Wir benétigen nun ¢ > Ny(x), um die IV fiir  einsetzen zu kénnen. Um zu zeigen, dass g beliebig
grof wird fiir entsprechend grofie s geniigt es wegen ¢> > m*(q) > %E?’ zu zeigen, dass F beliebig
grof} wird fiir entsprechend grofe s.

Hierfir betrachte fiir grole s den Term EFX?% und dabei getrennt die Auswirkungen von s auf F
und auf X%,

E: Fiir Partitionen, fiir die es ein s; gibt mit s; = s und s; =0 fiir j # ¢, gilt £ = 1. Fiir Partitionen,
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3 Obere Schranken fiir w

in denen kein s; = s ist, gilt aber: Es gibt ein s; mit s; > s; Vj. Sei 0.E. s1 dieses maximale s;. Wir
erhalten

5o s! :3(3—1)--'(314-1)
81!'--8k! SQ!"‘Sk!
>5~82!-~sk!
T solaag!
= S.

Dabei ist die Abschéitzung moglich, da alle Faktoren des Zahlers > den Faktoren des Nenners sind
und die Anzahl der Faktoren gleich ist, denn s — sy = s+ ---+ 5. Nun wére eigentlich ein Faktor
zu wenig vorhanden, sodass s im Zéahler verschwinden miisste, aber im Nenner ist mindestens ein
s; # 0 und somit kommt mindestens ein Faktor 1 vor, der ignoriert werden kann. Somit wird E
beliebig grof fiir grofle s, sofern es in der Partition kein s; gibt mit s; = s.

X*%i: Hier wirkt sich die Wahl der Partition nur auf die Verteilung der Exponenten der verschiedenen
konstanten efj aus. Eine Veranderung der Partition von s um eine (von s unabhéngige) konstante
Summe verdndert den Wert von X%/ auch nur um einen konstanten Wert. Da E aber fiir Partitionen
in mindestens zwei Summanden fiir groe s beliebig grof§ wird, besteht eine optimale Partition (fiir
grofle s) immer aus mehr als einem Summanden.

Insgesamt folgt also, dass durch entsprechend grofle Wahl von s der Wert von F im maximalen
Term E X% beliebig grofl wird.

Damit kénnen wir nun ¢ > Ny(z) wahlen und die IV einsetzen:

1 1
¢ =m(q) > B = q" > SF

S ¢t XTE > %EX r
< (gX)* > %EX ’”
Nun kénnen wir das Ergebnis von Schritt 2 verwenden:
m*(¢X) < (1+3ds)r.

Dies ist also die Stelle, an der wir rekursiv das Ergebnis von Schritt 2 anwenden, denn in jedem
Schritt der Induktion wird einmal das Ergebnis von Schritt 2 auf das vorherige Ergebnis angewandt.
Wir erhalten damit die folgenden Gleichungen:

In(m*(¢X)) _ In(m*(¢X))
In((¢X)*) rln(gX)

= log(g (m*(aX) (36)

und
In(m*(¢X)) ln((1+3ds)r3s)
(@)~ W(EX7)
3sIn(r) +1n(1 4 3ds)
(3 (e / C15)
_ 3sln(r) +1In(1+3ds)
sIn(X;e;’) —In(2) — ln((s?i;l))

Wir koénnen wie in Schritt 5 von (Satz @ den Binomialkoeffizienten abschétzen durch

s+k—1 b1
< —1
( ko1 )_(s+/<: )
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Damit kdnnen wir die Terme in obigem Bruch mit Hilfe der O-Notation vereinfacht darstellen, denn

In(1+3ds) € O(In(s)) und

k-1
In(2)+1In ((S —]:_ . )) <In(2)+In((s+k—1)F 1) € O(In(s))
Wir erhalten zusammen mit (Gleichung (3.6)) und nach Multiplikation mit z:

3sIn(r) +O(In(s))
sIn(3;e;”) — O(In(s))

log(gx)(m*(¢X)) <z
Fir s — oo erhalten wir damit

] . 31ln
Jim o g () < 2

Nach Definition des Logarithmus bedeutet diese Gleichung einfach, dass fiir s — oo gilt:

= 3LL‘yj.

(gX)*™i > m*(¢X)

Nun konnen wir endlich ausnutzen, dass wir = so gewéhlt haben, dass zy; < 2/, also 3zy; < 32/,
denn damit ergibt sich fir s — oo

(gX)** >m*(gX)+e fiir ein e >0
Dann lasst sich s aber auch ausreichend grof3, aber fest wéahlen, sodass
(qX)* >m*(¢X)

Da 2’ beliebig gewahlt war, gibt es also fiir jedes 2’ > x4 ein Ny('), sodass m*(NN) < N3 YN >
No(z'), was den IS beweist.

Aufgrund der Konvergenz der Folge gegen « erhalten wir w < 3«, denn fiir jedes € > 0 lasst sich ein
Folgenglied z; < a+¢ finden. Dann gilt nach obigen Uberlegungen aber auch, dass wir z; < 2’ <
o+ ¢ wihlen kénnen, sodass fiir N > Np(z') gilt: m*(N) < N*'. O

Beispiel 3. Wir beginnen mit der Konstruktion aus (Beispiel. Allerdings setzen wir in der zweiten
Matrix Position (1,1) auf 0. Damit ergibt sich folgende Darstellung von I und J:

Diese Darstellung zeigt, dass wir diese partielle MM auch als zwei disjunkte, vollstindige MMs
interpretieren konnen: Der Eintrag (1,1) der ersten Matrix wird mit der ersten Zeile der zweiten
Matrix multipliziert, die tibrigen Zeilen der ersten Matrix werden mit der ersten Spalte der zweiten
Matrix multipliziert.

Die Anzahlen der Einsen der mit diesen MMs assoziierten Tensoren ergeben sich wieder aus (Glei-

chung (3.7)) zu
1-I+(xz—-Dy-1)—-)=ay—xz—y+1

und
(- 14+ 4z-1)=uay.

(y+1-1)—mal
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AuBlerdem haben wir aus (Beispiel [2) einen Algorithmus von Linge zy+ 1 und wir erhalten mit
(Satz [7):

w<a,

wobei a die Lésung von
(xy)*+(ry—x—y+1)* =2y +1 ist.

Setzen wir hier # = y = 4, wie zuvor, so erhalten wir w < 2,548. Wir sehen also, dass (Satz [7) -
zumindest in diesem Fall - auf Basis des gleichen Algorithmus eine deutlich bessere Schranke fiir w
liefert als (Satz [6]).

3.9 Keine Matrizen-Multiplikation

Die néchste Idee geht noch einmal auf Strassen zuriick. Die Idee ist, eine Trilinearform aufzustel-
len, die nicht direkt eine MM beschreibt, deren Struktur aber in gewisser Weise einer MM &hnelt.
Strassen definiert dafiir den Begriff des C-Tensors, eine Art von Tensor, die auf ganz bestimmte
Weise Ahnlichkeiten zu Tensoren der MM hat, siehe dafiir [Str87-1] und [Str87-2]. Ohne auf Details
einzugehen, lasst sich sagen, dass die geforderte Eigenschaft ist, dass der Tensor sich auf eine be-
stimmte Weise aus verschiedenen Tensoren der MM zusammensetzt. Strassen zeigt auch, dass sich
aus Zerlegungen von C-Tensoren Schranken fiir w ableiten lassen.

Coppersmith und Winograd tibernahmen dann die Idee, Tensoren zu verwenden, die keine MM
mehr beschreiben, sondern nur zu gewissen Tensoren der MM &dhnlich sind. Sie verwenden fiir ihren
Algorithmus allerdings einen Tensor, der nicht einmal C-Tensor ist.

Beiden Ansédtzen gemeinsam ist folgendes Vorgehen: Die Trilinearform wird in mehrere kleinere
Trilinearformen zerlegt. Dabei wird eine Zerlegung gewéhlt, deren kleinere Trilinearformen MMs
entsprechen. Diese diirfen dabei zundchst gemeinsame Variablen enthalten. Strassen und CW ver-
wenden dann verschiedene Ideen, um daraus eine gewisse Anzahl disjunkter MMs zu konstruieren
und eine Schranke fiir w zu folgern. Strassen erhélt auf diese Weise w < 2,4785, Coppersmith und
Winograd sogar w < 2,376.

Letztere Schranke ist dabei deutlich bedeutender und bekannter, da es sich hierbei um die bis 2010
ungeschlagene Schranke handelt. Aus diesem Grund und da Strassens Konstruktion aufgrund der
starken Unterschiede zur Vorgehensweise von Coppersmith und Winograd nicht mafigeblich zum
Verstédndnis dieser Vorgehensweise beitragt, wird hier auf eine Prasentation von Strassens Kon-
struktion verzichtet!!. Im nichsten Abschnitt folgt deshalb direkt eine genauere Erlduterung der
Vorgehensweise von Coppersmith und Winograd.

3.10 Coppersmith und Winograd: Der Coppersmith-Winograd
Algorithmus (1987)

Der Algorithmus von Coppersmith und Winograd (im Folgenden CW fiir die Personen und CW-
Algorithmus fiir den Algorithmus), siehe [CWRT], ist bis heute - in Form leichter Abwandlungen -
der (asymptotisch) beste gefundene Algorithmus fiir die MM. Zwar wurden, wie bereits erwahnt,
2010 bessere Schranken fiir w als die von CW gefunden, allerdings entstanden diese aus der Un-
tersuchung hoherer Tensorpotenzen desselben Algorithmus (d.h.: Es wurden Tensorpotenzen des
Algorithmus als Grundalgorithmus verwendet und darauf weiter argumentiert). Wie im vorigen

"Hier bietet sich bei Interesse [CW87] an
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Abschnitt erldutert, basiert das Verfahren auf einer Trilinearform, die sich in mehrere Trilinearfor-
men zerlegen lasst, die wir als MMs auffassen kénnen. Allerdings sind diese Trilinearformen nicht
disjunkt, sodass insgesamt keine MM und auch keine Menge von disjunkten MMs vorliegt. Fiir
diese Trilinearform wird dann ein approximativer Algorithmus beschrieben, der als Basis dient. Es
wird anschlieend auf einer Tensorpotenz (siehe Bemerkung E[) dieser Trilinearform argumentiert
und dort werden geschickt Variablen nullgesetzt, bis eine disjunkte Menge von MMs entsteht. Fiir
den border rank dieser Trilinearform erhalten wir eine Schranke. Auflerdem ldsst sich die Anzahl
disjunkter MMs abschétzen, sodass wir mit (Satz [7]) eine Schranke fiir w folgern kénnen.

CW wenden diese Vorgehensweise dabei auf eine einfachere und eine kompliziertere Trilinearform
an - wir beschranken uns hier auf die einfachere. Zudem verfeinern sie fiir die Schranke w < 2,376
die Vorgehensweise noch mit einer Idee von Strassen. Da aber Williams dieselbe Idee fiir ihr allge-
meineres Resultat verwendet, gehen wir erst im folgenden Abschnitt darauf ein.

Zunéchst wollen wir folgende Vereinfachung einfiihren:

Bemerkung 9. Seien 11, 15 zwei Trilinearformen. Dann definieren wir fiir diese das tensorielle
Produkt Ty ® To und die direkte Summe T1 @ Ty anhand der Definitionen fiir Tensoren. Das heif$t:
Wir fithren die Operationen auf den korrespondierenden Tensoren durch. Entsprechendes gilt fiir
die Potenz T*.

Der Ausgangspunkt fiir die einfachere Konstruktion von CW ist die folgende Trilinearform:
q
T— Z (x[o]y 112[1 [1]y[0} (1] —|—mm [1] [0})

Die tiefgestellten Indizes sind dabei die tatsédchlichen Indizes, die Eintrége der gegebenen Vektoren
auswéahlen. Die hochgestellten Indizes sind nur eine Hilfsdarstellung. Anhand dieser wird im Folgen-
den die Zerlegung in kleinere Trilinearformen vorgenommen. CW geben folgenden approximativen
Algorithmus fiir T an:

N~y 2 (0] 0, 4,01
T+0()\) ;A (26" +22") () -+ xi”) (=67 +a2)

A7 () 223 al) (a2 (22
+(AP =A@ mb(yé‘”)( o

Die Vorgehensweise, um aus diesem Algorithmus eine Schranke fiir w zu folgern, gliedert sich in
diese Schritte:

1. Bilden der Tensorpotenz 7%3%. Die Indizes werden damit zu Multi-Indizes, die die Auswahl der
Variablen in den verschiedenen Schachtelungstiefen angeben. Zudem Auswéhlen enthaltener
(kleinerer) Trilinearformen, die fiir ein festes s der Berechnung von MMs einer festen Grofie
entsprechen

2. Nullsetzen von Variablen aus T%3¢, sodass die kleineren Trilinearformen paarweise keine ge-
meinsame Variablen verwenden

3. Abschétzen der Anzahl tibriger kleinerer Trilinearformen

4. Folgern einer Schranke fir w mit (Satz

Um die Argumentation fiir die Anzahl iibriger Trilinearformen in Schritt 3 zu vereinfachen bzw.
iiberhaupt zu erméglichen, benétigen wir den Begriff der Salem-Spencer-Menge und einen zugeho-
rigen Satz von Salem und Spencer. Dazu bendtigen wir zundchst den Begriff der arithmetischen
Progression mit drei Termen.
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Definition 20. Eine arithmetische Progression mit drei Termen ist eine Folge a <b<c mita+c=
2b, d.h. die Abstande sind gleich: b—a=c—b.

Satz 8. 2 Seie > 0. Dann gibt es M, ~ 2¢/5* sodass fiir alle M > M. eine Menge B = {b1,...,bp}
existiert mit den Eigenschaften:

1. |B| > M=
2. 0<by <--<bp <%
3. B enthdlt keine arithmetische Progression mit drei Termen, also:

Vi, b, by € B: bi+b; = 2by, < b; = bj = by,

Definition 21. Wir nennen eine Menge wie B in (Satz@ Salem-Spencer-Menge.

Beachte, dass eine solche Menge B auch modulo M keine arithmetische Progression mit drei Termen
enthélt, da die Elemente der Menge < % sind und somit fiir alle b;,b;,b;, € B gilt: b; +b; < M,
2b;, < M.

Wir beginnen nun mit der eigentlichen Konstruktion.

Blocke: Zunéchst wollen wir den Begriff des Blockes einfithren. Mit Blécken meinen wir die hoch-
gestellten Indizes in der obigen Trilinearform. Entsprechend sprechen wir von Block-Tripeln, wenn
wir die Blocke an den drei Variablen eines Produktes x;y;z; meinen. Wir kénnen dann die Zer-
legung in kleinere Trilinearformen anhand der Block-Tripel vornehmen und erhalten so fiir jedes
Block-Tripel (1, J, K) eine Trilinearform, die genau iiber die Produkte summiert, fiir die der z-Block
1, der y-Block J und der z-Block K ist.

Schritt 1: Zunéchst wahlen wir ein festes € > 0. Wir bilden in diesem Schritt die 3s-te Tensorpotenz
T35 der Trilinearform 7. Bevor wir diese genauer betrachten, wihlen wir M = 2( *)+1 und dann
s derartig, dass M > M_, damit wir im Folgenden eine Salem-Spencer-Menge fiir dieses M bilden
kénnen.

Wir untersuchen nun die 3s-te Tensorpotenz. Dazu veranschaulichen wir uns, wie die Potenzen sich
verhalten, indem wir 7%? vollstéindig aufschreiben. Beachte, dass auch die Blocke zu Multi-Indizes
werden, in denen jeder Eintrag durch den jeweiligen Eintrag des tiefgestellten Indizes bestimmt
ist.

0,1] [1,0] [1,1 0,1] [1,1] [1,0
Z Z( Z1,12 21712}—’_ gn] 1[1 0] Z[1 Z2]_‘_ Ew] 2[1,22]z£1,0]
11=110=1

1,00 [0,1] [1,1 1,1 1,1 1,0
L0 Yo s+ T Y00 Z1ys T Y0 240

[1,0] [1 1,101 , .[11] [1 o] [0,1] , _[11] [1,1] [0,0]
+x 110 11,12 012 +x 11 12 21,0 ZO )12 +$z1,12y11 22200 )
Fir unsere Argumentation iiberlegen wir uns nun, wie die Terme in der dritten Tensorpotenz
aussehen. Dort erhalten wir Terme von der Form

0,11] [1,0.1] [1,1,0]
012713%170 i3711,i2,0"

wobei die Blocke und die tiefgestellten Indizes Multi-Indizes mit je drei Eintrégen sind. Wir kénnen
T3 ebenso wie T als Summe von Trilinearformen Ty g schreiben, wobei nun I, J, K Multi-Indizes
sind. In diesen treten wie zuvor fiir T' jeweils genau die Summanden mit I als x-, J als y- und K
als z-Block auf. Dabei ist leicht zu sehen, dass Trilinearformen 77k zu Block-Tripeln (I,J,K), in

12Hier handelt es sich um die von CW verwendete Version, nicht um die Originalversion des Satzes. Allerdings folgt
diese aus der urspriinglichen Aussage
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3.10 Coppersmith und Winograd: Der Coppersmith-Winograd Algorithmus (1987)

denen jeder Block-Multi-Index genau eine Null aufweist, genau dem Problem (q,q,q) entsprechen.
Ein Beispiel fiir eine solche Trilinearform ist

E :E :E :$07i2,i3yi1,07i32i1,i270‘

11 12 13

Wir kénnen dabei, da jeweils einer der Indizes fiir x,y und z ungenutzt bleibt, jeweils zwei Indizes
zusammenfassen: Fur « fassen wir (0,42) zu 2 zusammen, fur y (i1,0) zu i1 und fiir z (i2,0) zu ds.
Anschliefend tauschen wir noch die Reihenfolge der beiden Indizes an der Variable y und erhalten
o)

E :E :E :xi2,i3yi3,ilzi17i2ﬂ

i1 12 13

was genau dem Problem (q,q,q) entspricht.

Beachte, dass die Nullen in den drei Blocken an verschiedenen Stellen stehen miissen, da in der
Basis-Trilinearform fiir jeden Summanden nur einer der drei Blocke Null ist.

Diese Uberlegungen lassen sich direkt auf die 3s-te Tensorpotenz iibertragen. Die Indizes sind dann
Multi-Indizes mit 3s Eintrdgen und wir wihlen die Trilinearformen 77y derjenigen Tripel (1, J, K)
aus, fir die I, J und K jeweils genau s Nullen enthalten. Analog zur abschlieenden Bemerkung zur
Tensorpotenz T®3 ergibt sich hier, dass die Nullpositionen innerhalb eines Block-Tripels paarweise
disjunkt sind, es tauchen also innerhalb eines Block-Tripels nie Nullen an der gleichen Position
in verschiedenen Block-Multi-Indizes auf. Die Berechnung einer dieser Trilinearformen entspricht
dann jeweils der Losung des Problems (¢, ¢%,¢°).

Im Folgenden sprechen wir sinnvollerweise davon, einen Block nullzusetzen, wenn wir alle Variablen
nullsetzen, die diesen Block aufweisen. Wir setzen alle Blocke in 73 Null, die nicht genau s
Nullen enthalten, sodass die Trilinearformen zu allen tibrigen Block-Tripeln dem Problem (¢°,¢°, ¢®)
entsprechen.

Schritt 2: Wir wollen nun Blécke nullsetzen, sodass alle tibrigen Trilinearformen 17 der in Schritt
1 beschriebenen Form disjunkt sind, damit wir diese als disjunkte MMs auffassen kénnen und mit
(Satz[7)) eine Schranke fir w erhalten.

In der Tensorpotenz T3¢ direkt Uberschneidungen zu beseitigen und die Anzahl iibriger Block-
Tripel abzuschétzen wére schwierig und wiirde nicht unbedingt zu sinnvollen Ergebnissen fiihren.
Deshalb werden wir die Blocke auf geschickte Art hashen, um nur noch in kleineren Mengen von
Block-Tripeln nach Uberschneidungen suchen zu miissen und auferdem mit Hilfe stochastischer
Methoden die Anzahl iibriger Block-Tripel abschétzen zu kénnen.

Wir gehen dazu wie folgt vor: Wir bilden eine Salem-Spencer-Menge Mg fiir das M von oben. Dann
bilden wir mit geschickt gewahlten Hash-Funktionen die Block-Multi-Indizes auf Zahlen modulo
M ab. Anschlieflend setzen wir all diejenigen Blocke Null, deren Hash-Werte nicht in Mg liegen.
Nach Wahl der Hash-Funktionen bilden die Hash-Werte der Block-Tripel immer eine arithmetische
Progression mit drei Termen und da sie fiir die Tripel, die wir hier nicht nullsetzen, in einer Salem-
Spencer-Menge liegen, folgt daraus direkt, dass die drei Blocke in einem Tripel jeweils gleich sind.
Damit ist jedem Block-Tripel eindeutig ein einzelner Hash-Wert zugeordnet. Wir bilden dann fiir
jeden moglichen Hash-Wert einzeln - also fiir jedes Element der Salem-Spencer-Menge - die Menge
der Block-Tripel, denen dieser Hash-Wert zugeordnet ist, und miissen nach Uberschneidungen nur
innerhalb der einzelnen Mengen suchen. Dieses Vorgehen soll nun im Detail beschrieben werden.
Wir benennen die Eintrige der Block-Multi-Indizes mit I = (1) e(1,... 35}, J = (Jj)jeq1,...,3s) K =
(Kj)jeq,... 35)- Die Hash-Funktionen fiir die x-, die y- und die 2-Blécke geben wir in Abhéingigkeit
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3 Obere Schranken fiir w

von Zufallsvariablen w,..., w3, an, wobei 0 <w; < M Vj € {0,...,3s}:

3s
bX(I)EZijj mod M
j=1
3s
by(J)Ewo—l—ZJjw]' mod M
j=1
3s
bz(K)= wo—|—2(2—Kj)wj /2 mod M
j=1

Die Division durch 2 ist dabei wohldefiniert, denn M ist ungerade und damit ist die Multiplikation
mit 2 bijektiv und die Division durch 2 ihre Umkehrfunktion. Im dritten Schritt kénnen wir aufgrund
der Zufallsvariablen w; Methoden der Stochastik fiir die Argumentation verwenden.

Da fiir einen einzelnen Index j (also in jeder Verschachtelungstiefe der Tensorpotenz) jeweils genau
einer der drei Indizes I, J;, K; Null ist und die anderen beiden Eins, gilt I; +J; + K; = 2, also

2— Kj = Ij + Jj .
Somit gilt fiir ein beliebiges Block-Tripel (I, J, K) der Trilinearform:
bx (I)+by (J) = 2bz(K),

es handelt sich also um eine arithmetische Progression mit drei Termen. Wir setzen also nun alle
diejenigen Blécke Null, deren Multi-Index nicht in die Salem-Spencer-Menge Mg gehasht wird. Nun
gilt also fiir alle iibrigen Block-Tripel (I,J,K): bx(I),by(J),bz(K) € Mg und damit, wie bereits
einleitend erwéhnt:

bx(I) =by(J) =bz(K),

da es sich um eine arithmetische Progression mit drei Termen in einer Salem-Spencer-Menge han-
delt. Damit ist jedem Block-Tripel jetzt nur noch ein einzelner Hash-Wert zugeordnet (die Hash-
Werte der drei Blocke in diesem Tripel stimmen iiberein). Wir betrachten dann fir jeden potenti-
ellen Hash-Wert, also fiir jedes Element der Menge Mg, die Menge von Block-Tripeln, denen dieser
Hash-Wert zugeordnet ist. Die Trilinearformen zu Block-Tripeln, die in verschiedenen Mengen lie-
gen, konnen nie gleiche Variablen enthalten, da sie verschiedene Hash-Werte fiir alle drei Blocke
haben. Es kénnen nun also fiir jede dieser Mengen einzeln Blocke nullgesetzt werden, sodass nur
noch Block-Tripel mit disjunkten zugehorigen Trilinearformen in den einzelnen Mengen - und damit
auch insgesamt - iibrig bleiben.

Eine Abschétzung fiir die Anzahl der nach diesen verschiedenen Schritten des Nullsetzens iibrigen
Block-Tripel, also auch Trilinearformen, ermitteln wir im letzten Schritt der Konstruktion.

Schritt 3: Auf der Menge der Block-Tripel wurden in Schritt 1 und 2 folgende Einschriankungen
vorgenommen:

1. I, J und K enthalten nie an denselben Stellen Nullen (ergibt sich aus der Basis-Trilinearform).

2. I, J und K enthalten jeweils genau s Nullen (damit die zugehorigen Trilinearformen MMs
(¢°,q°,q°) entsprechen).

3. bx(I),by(J),bz(K) € Mg (daraus folgt bx () =by(J) =bz(K))

4. Fiir jedes b € Mg Bestimmen der Menge von Block-Tripeln, denen dieses b als Hash-Wert
zugeordnet ist (siche Schritt 2) und in jeder dieser Mengen Nullsetzen von Blocken, sodass
sich die zugehorigen Trilinearformen paarweise keine Variablen teilen.
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Wir ermitteln nun fiir eine zuféllige Belegung der Variablen w; den Erwartungswert fiir die Anzahl
von iibrigen Tripeln in jeder der Mengen aus (4.). Da es mindestens eine mogliche Belegung der
Variablen w; geben muss, fiir die dieser Erwartungswert erreicht (oder iibertroffen) wird, ist dieser
eine untere Schranke fiir die Anzahl disjunkter MMs bei optimaler Wahl der w; (jedes iibrig ge-
bliebene Block-Tripel entspricht einer MM (g%, ¢, ¢®), wobei alle diese MMs disjunkt sind).

Wir beginnen mit der Anzahl von Tripeln, die die ersten beiden Bedingungen erfiillen, also die
Anzahl der Elemente in

35 . . . .
I {(LJa K) ‘ I,J,K € {0,1}°%, wobei sie jeweils genau s Nullen enthalten }

und die Nullpositionen zweier Multi-Indizes paarweise disjunkt sind

3s (3s)!
L} = (3 s s) ~ slsls

wobei die Argumentation dhnlich zu der in Schritt 2 von (Satz @ verlauft. Es werden nacheinander
die Positionen der s Nullen in I, der s Nullen in J und der s Nullen in K ausgewahlt. Da aber
alle diese Positionen Nullen sind, sich also nicht unterscheiden, kénnen sie jeweils innerhalb eines
Multi-Indizes permutiert werden.

Wir bestimmen nun den Erwartungswert fiir die Anzahl von Tripeln in der Menge fiir ein festes
b € Mg. Der Ausgangspunkt hierfiir ist obige Menge L. Nach (3.) bleiben diejenigen Tripel iibrig,
deren Block-Multi-Indizes auf den Wert b gehasht werden. Wegen bx () + by (J) = 2bz(K) geniigt
es, wenn bx (I) = by (J) = b. Es folgt dann direkt 20 =bx (I)+ by (J) =2bz(K), also bx (I) =by (J) =
bz(K)=b.

Wir betrachten nun also fiir unser festes b die Menge der Block-Tripel, die nach Schritt 3 iibrig
bleiben:

Diese ist

L':=IL\{(I,J,K) | I,J,K € {0,1}%,bx(I) # b oder by (J) # b}

Sei der Erwartungswert fiir die Anzahl der Elemente dieser Menge bei zufélliger Wahl der wj
bezeichnet mit E(L’).

Es lésst sich zeigen, dass fiir eine zuféllige Wahl der w; die beiden Ereignisse bx () =bund by (J)=b
stochastisch unabhéngig sind und dass die Wahrscheinlichkeit fiir die einzelnen Werte a mit 0 <
a < M gleich ist.!3 Damit erhalten wir als Wahrscheinlichkeit fiir diese Ereignisse jeweils M1
und als Wahrscheinlichkeit fiir bx (I) = by (J) = b aufgrund der Unabhingigkeit M ~!- M~ = M2,
Der Erwartungswert fiir die Elemente in L’ ist die Summe der Erwartungswerte fiir jedes einzelne
Element (dafiir miissen die Ereignisse nicht stochastisch unabhéngig sein), also erhalten wir

E<|L'r>=< 5 )M

$,8,8

Es fehlt nun noch der Erwartungswert fiir die Anzahl von Elementen in der Menge fiir b, nachdem in
(4.) Blocke nullgesetzt wurden, um disjunkte MMs zu erhalten. Dazu iiberlegen wir, wie wir beim
Nullsetzen vorgehen wollen. Es bietet sich an, nacheinander die einzelnen Tripel durchzugehen
und jeweils zu priifen, ob das aktuelle Tripel gemeinsame Blocke mit einem der vorherigen Tripel
aufweist. Ist dies der Fall, so wird nach Méoglichkeit einer der Blocke nullgesetzt, der in keinem
vorherigen Tripel vorkommt. Stimmt jeder der Blocke mit einem Block eines vorherigen Tripels
iiberein, so werden alle Tripel eliminiert, die den Block enthalten, den wir nullsetzen. Wir schétzen
nun die Anzahl der eliminierten Tripel ab. Dazu betrachten wir alle ungeordneten Paare von Tripeln
aus L', also alle Teilmengen der Grofle zwei:

Lpair = {{(I,J,K),(I",J K"} | (I,J,K),(I',J',K') e L'}

13Stothers erliutert dies relativ ausfiihrlich in [Stol0]
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Wir kénnen diese statt der Menge von Tripeln untersuchen, denn:

Tritt ein Block in zwei der Tripel auf, zum Beispiel der Block K in den Tripeln (I,J,K) und
(I',J',K), dann werden wir einen der beteiligten Blocke nullsetzen. Sei dies beispielhaft der Block
J'. Es werden dadurch neben (I’,J/, K') auch alle weiteren Tripel eliminiert, die diesen Block eben-
falls enthalten. Sei die Anzahl dieser Tripel U. Dann werden mindestens alle Paare aus Lp,ir elimi-
niert, die genau aus zweien dieser Tripel bestehen, also (g) Dazu kommt noch das Paar, das wir
eingangs betrachtet haben (in diesem kann J nicht {ibereinstimmen, da schon K iibereinstimmt und
zwei der Blocke ein Block-Tripel bereits eindeutig bestimmen). Infolgedessen werden mindestens

U
1>
(5)+120

Paare eliminiert, also mindestens so viele Paare aus Lpair wie Tripel aus L'.
Wir untersuchen nun die Mengen der ungeordneten Tripel-Paare, die jeweils mindestens einen
gemeinsamen Block haben, also

LK :{{(Iaij)7(I/7J/7K)} | (Iaij)a(Ilaj/aK)GL/}ngair

pair

und analog fir I und J. Diese enthalten insgesamt alle Paare von Tripeln, die gemeinsame Blocke
haben, liefern also die Anzahl von Tripel-Paaren, die eliminiert werden.

Fiir die Erwartungswerte der Anzahlen von Elementen in diesen Mengen gilt offenbar E(|LL ;.|) =

E (\Lgair )=F (|L§air ), da die Mengen vollig symmetrisch gebildet werden. Wir untersuchen deshalb
nur Lffair. Um E (|L§air ) zu erhalten, bestimmen wir zunéchst die Anzahl der geordneten Paare von

Tripeln nach (2.), in denen das zweite Tripel den gleichen K-Block aufweist wie das erste Tripel.
Dies ist die Anzahl aller Tripel, die nach (2.) iibrig sind mal der Anzahl aller weiteren solcher Tripel,
die dasselbe K aufweisen. Die Anzahl der Block-Tripel mit festem K in L ist (82‘;) = (285). Das liegt
daran, dass bereits durch K s Nullpositionen feststehen und somit noch die s Nullpositionen in
(oder in J) ausgewéhlt werden kénnen, um das Block-Tripel eindeutig festzulegen. Eines von diesen
Tripeln ist genau das erste Tripel des Paares, weshalb 1 von der Anzahl subtrahiert wird. Um daraus
die Anzahl ungeordneter Paare zu erhalten, miissen wir nur noch durch zwei teilen, da es jeweils
zwei Moglichkeiten fiir die Reihenfolge innerhalb eines Paares gibt. Die Anzahl ungeordneter Paare

mit gleichem K vor (3.) ist somit
1{ 3s 2s 1
2\s,s,s s i
Da in L

pair @ber nur noch Paare von Tripeln aus L’ (also nach (3.)) enthalten sind, miissen wir
uns noch iiberlegen, wie grof§ der Erwartungswert fiir die Anzahl von Paaren ist, die zudem die
Bedingung
b=0bz(K)=0by(J)=by(J)

erfilllen (wieder ergibt sich der jeweils dritte Hash-Wert - hier bx(I) bzw. bx(I') - bereits aus
den beiden anderen Hashwerten). Da sich auch fir diese drei Gleichheiten zeigen lésst, dass die
Ereignisse stochastisch unabhéngig sind, erhalten wir einen Erwartungswert von M ~3 pro Paar von
Tripeln und damit insgesamt (durch Summieren der Erwartungswerte fiir alle Paare)

1 3s 2s
E(LL. N=E(L..|)=E(LX. )=~ —1) M7
(I Lpairl) = E(|Lpairl) = E(| Lpair]) 2(8@5) <<5> )

Der Erwartungswert fiir die Anzahl eliminierter Tripel von (3.) zu (4.) ist damit kleinergleich
3( 3s 2s
B(ILK V-3
. = — - 1 .
3 (’Lpalr ) 2 <S7S7S> <<8> )
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Sei L” die Anzahl der Tripel, die nach (4.) in der Menge von Tripeln fiir ein einzelnes b {ibrig sind,
dann erhalten wir als Erwartungswert fiir die Anzahl von Elementen in L”:

E(|L")) = E(IL']) = 3B(|Liu)

pair

Der Erwartungswert fiir die Anzahl aller tibrigen Tripel nach (4.) ist dann die Summe der Erwar-
tungswerte fiir die Anzahlen von Elementen in allen diesen Mengen zusammen (also summiert fiir
alle b):

| M| E(|L"]).

Da der Erwartungswert nur zustande kommen kann, wenn er mindestens von einer Belegung auch
erreicht oder tiberschritten wird, gibt es also eine Belegung der w;, sodass wir mindestens

|Mg|- E(]L"|) Tripel erhalten, was nach Konstruktion derselben Anzahl disjunkter MMs der Form
(¢°,4°,¢°) entspricht. Mit (Satz 7)) erhalten CW durch Maximierung (fiir ¢ = 8)

w < logg(4000/27) < 2,40364.

Bemerkung 10. Wie Eingangs erwdhnt liefern Coppersmith und Winograd noch eine komplizier-
tere Variante, mit der sie w < 2,388 erhalten. Zudem geben sie noch eine dritte Variante an, mit
der sie schlieflich die bekannte Schranke w < 2,376 erhalten. Da die Vorgehensweise aber diesel-
be ist, mit der Williams spdter ihr allgemeineres Resultat erhielt, gehen wir nicht ndher auf die
Konstruktion von Coppersmith und Winograd ein.

In Vorbereitung auf die Resultate von Williams kommen wir nun zum Begriff des Values einer
Trilinearform. Dieser wurde von Strassen eingefithrt und auf ihm basiert das Vorgehen von CW fiir
die dritte Konstruktion ebenso wie die Vorgehensweise von Williams.

3.11 Der Value einer Trilinearform in Bezug auf die
Matrizen-Multiplikation

Zuerst eingefithrt wurde der Begriff des Values einer Trilinearform in Bezug auf die MM von Strassen
in [Str87-1]. Diese Publikation beschéftigt sich auf sehr mathematische Weise mit Tensoren und der
MM. Coppersmith und Winograd iibernahmen die Idee des Values und beschrieben ihn durch seine
Eigenschaften, statt ihn klar zu definieren, was ihnen den relativ komplizierten mathematischen
Unterbau ersparte. Auf die gleiche Weise nutzte auch Williams 2010 den Begriff des Values, um eine
bestimmte Art von Algorithmen, zu denen auch der CW-Algorithmus gehort, zu analysieren. Aus
diesem Grund beschrédnken wir uns hier darauf, den Value nur vage zu definieren und anschlieend
durch seine Eigenschaften zu beschreiben.
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Definition 22. Der Value'#einer Trilinearform T in Bezug auf die Matrizen-Multiplikation,

kurz Value von T, trifft eine Aussage tiber Ahnlichkeiten der Trilinearform zu gewissen MMs. Durch
Verbindung mit Schonhages 7-Theorem lassen sich aus dem Value Schranken fir w ableiten. Der
Value ist eine (monoton wachsende) Funktion in T, wir schreiben: V. (T).

Nun beschreiben wir, wie sich der Value einer Trilinearform 7" bestimmen lésst. Dies geschieht mit
folgenden Schranken: Kann die Berechnung mehrerer disjunkter MMs, @7 ; (m;,n;,p;), fiir ein s
in die s-te Tensorpotenz von T, also T®*, eingebettet werden, dann erhalten wir die Schranke

q 1/s
VA(T) > (Z(kimmi)T) :

i=1

Damit wéchst V;(T') monoton fiir wachsende 7 und somit ergeben obere Schranken fiir den Value
auch obere Schranken fiir 7. Dariiber hinaus wird die Idee der Symmetrisierung auf den Value
iibertragen, was folgende Schranke ergibt:

(VAT @7T @n>T))Y? > (Vo (T)Vy (xT)Vy (n2T)) /3

Es lasst sich zudem zeigen, dass sich der Value von Trilinearformen supermultiplikativ und super-
additiv verhélt, also fiir zwei Trilinearformen 77,75 gilt:

Vi(Th @T2) > Vi (T1) V7 (T2)

V(T @ Tz) > VA (T1) + V- (12)

Das entscheidende Resultat, um das Konzept des Values zu nutzen ist folgende Ubetragung von
Schonhages 7-Theorem auf den Value:

Satz 9. Sei T = @}_, T, eine Trilinearform. Sei der Rang von T gegeben als v > q. Dann folgt fiir
T gegeben durch

die Schranke w < 3T.

Dieses Resultat ermoglicht es, aus Schranken fiir den Rang gewisser Trilinearformen zusammen
mit Aussagen lber ihren Value, nicht nur Schranken fir 7, sondern auch fiir w, zu folgern. Es
kann also der Value V,(T') fiir Trilinearformen 7" untersucht werden, anstatt direkt MMs in diese
einzubetten.

3.12 Williams: (p, P)-uniforme Konstruktionen und daraus folgende
Schranken fiir w

Nachdem im Jahr 1987 CW ihren Algorithmus und die Schranke w < 2,376 veroffentlichten, blieb
diese lange Zeit ungeschlagen. Es war jedoch bereits von CW selbst in ihrer Publikation darauf
hingewiesen worden, dass hohere Tensorpotenzen ihrer Trilinearform untersucht werden kénnten,
da sie es fiir moglich hielten, dass diese bessere Resultate liefern. Mit der Untersuchung hoherer
Tensorpotenzen ist hierbei nicht wie iiblich gemeint, dass die s-te Tensorpotenz gebildet und auf

“Der Begriff wurde bewusst nicht tibersetzt, da der Begriff ,,Wert“ mit seiner gewohnlichen Bedeutung relativ haufig
vorkommt und dies zu Verwirrung fithren kénnte
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gewisse Art untersucht wird und anschliefend Resultate fir s — oo betrachtet werden. Stattdessen
ist gemeint, dass als Basis eine Tensorpotenz der urspriinglichen Trilinearform gebildet wird, um
diese geschickt in kleinere Trilinearformen zu zerlegen (wie in der Konstruktion von CW) und an-
schlieflend mit d&hnlichen Betrachtungen wie denen fiir die einfache Konstruktion eine Schranke fiir
w abzuleiten. Bereits CW verwendeten fiir ihre beste Schranke die zweite Tensorpotenz einer ihrer
Trilinearformen, allerdings stellte sich heraus, dass die dritte Tensorpotenz keine bessere Schranke
liefert. Zudem nimmt die Komplexitit in den hoheren Tensorpotenzen stark zu. Vermutlich ist dies
der Grund dafiir, dass erst 2010 durch Untersuchen der vierten Tensorpotenz von Stothers in [Sto10]
eine neue Schranke gefunden wurde. Zudem erschien im gleichen Jahr in [Wil0] auch das allgemei-
nere Resultat von Williams, aus dem sich neben diesem Resultat auch eine noch bessere Schranke
aus der achten Tensorpotenz ableiten lasst. Doch warum ermdoglichte das Resultat so schnell die
Untersuchung so hoher Tensorpotenzen? Die Idee von Williams ist, die Argumentation von CW
im allgemeinen Fall durchzufithren und auf diese Weise gewisse Gleichungssysteme zu bilden, die
es ermoglichen, Schranken, die aus Konstruktionen wie der von CW folgen, direkt mit Computern
berechnen zu lassen, anstatt diese manuell Schritt fiir Schritt herzuleiten. Da sowohl die Beweise als
auch die Resultate sehr technisch sind, wird zwar schrittweise erldutert wie Williams dabei argu-
mentiert, jedoch nicht auf die Korrektheit einzelner Gleichungen im Detail eingegangen. Auch wird
darauf verzichtet, die uniibersichtlichen Algorithmen, die sich ergeben, vollstdndig aufzuschreiben.
Bei Interesse bietet sich deshalb die Lektiire der Arbeit [Wil0] von Williams an.

Zunéchst benotigen wir den Begriff (p, P)-uniformer Trilinearformen und Konstruktionen, da sich
die Resultate auf Trilinearformen bzw. Konstruktionen dieser besonderen Form beschrénken.

Definition 23. Seip: {1,...,n} —{1,...,N} eine Funktion. Sei P € {1,...,N}. Eine Trilinearform
heifit (p, P)-uniform, wenn fir den mit ihr assoziierten Tensor t gilt:

Vtije #0:p(i) +p(j) +p(k) = P

Sei dafiir n so gewdhlt, dass p fiir alle auftretenden Indizes von t definiert ist und sei N € N beliebig.
Auch eine Konstruktion, die eine solche Trilinearform nutzt, heifit (p, P)-uniform.

Die Funktion p lasst sich dabei als Zuweisung von Blécken interpretieren und damit gilt fiir eine
(p, P)-uniforme Trilinearform, dass die Summe der Blocke eines jeden Summanden in der Trili-
nearform P ist. Insofern ist auch die Trilinearform aus der einfacheren Konstruktion von CW
(p, P)-uniform, wobei hierbei p die angegebene Zuordnung von Blocken und P = 2 ist.

Bemerkung 11. Wir kénnen die Trilinearform damit auch in diesem allgemeineren Fall als Sum-
me von Trilinearformen fiir einzelne Block-Tripel (I,J,K) schreiben. Beispielsweise wdre dann

Tr Kk = Z XiYj k-
i,3,k:p(i)=I,p(j)=Jp(k)=K
Zu einer solchen Trilinearform wirden also alle Summanden der wurspringlichen Trilinearform
gehoren, deren Indizes auf die Blocknummern I,J und K abgebildet werden. Die urspringliche Tri-
linearform ist damit die Summe der Trilinearfomen Tt ;i tiber alle Tripel von Blécken.

Williams beschreibt nun algorithmisch eine Vorgehensweise zur Analyse der ¢-ten Tensorpotenz
(p, P)-uniformer Trilinearformen und daraus folgender Schranken fiir w. Diese gliedert sich grund-
legend in zwei Teile: Zuerst wird der Value aller Trilinearformen zu Block-Tripeln bestimmt, die
sich in T®4 finden. Dafiir miissen die Funktion p und die Blocke geeignet auf Tensorpotenzen iiber-
tragen werden. Anschlieflend wird dann aufgrund der Values dieser Teile eine Abschitzung fiir den
Value von Tensorpotenzen von T®7 gegeben. Damit ergibt sich dann mit (Satz @ eine Schranke
fiir w. Wir gliedern unsere Beschreibung hier wie Williams und beginnen deshalb mit dem zweiten
Schritt.
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3 Obere Schranken fiir w

3.12.1 Folgern von Schranken fiir w aus (p, P)-uniformen Konstruktionen

Folgern einer Schranke fiir w in Abhéngigkeit gewisser Variablen a7 x und ajjx:

Gegeben sei eine (p, P)-uniforme Trilinearform 7" von Rang < und aulerdem fiir alle Block-Tripel
(I,J,K) der Tensorpotenz T®4 der Value V;;x der zugehérigen Trilinearform als monoton steigende
Funktion in 7. Auf die folgende Art erhalten wir einen Algorithmus zur Folgerung einer Schranke
fiir w aus den Eigenschaften einer Tensorpotenz T®7 fiir beliebige ¢ > 2 mit Hilfe der gegebenen
Voraussetzungen.

Wir bilden zunichst die zu untersuchende Tensorpotenz T%¢, deren Rang < r? ist. Die Varia-
blen in dieser Tensorpotenz haben Multi-Indizes von Lénge ¢. Da es sich um eine (p, P)-uniforme
Trilinearform handelt, gilt fiir alle Summanden x7y;zx > in T®9:

p(L;) +p(J;) +p(K;) = P Vi.
Definieren wir p(I) := Y, p(I;), so gilt offenbar weiterhin
p(I) +p(J) +p(K) = Pq,

somit ist T4 eine (p, Pq)-uniforme Trilinearform. Wir kénnen 7®9 also analog zur Zerlegung von
T in Trilinearformen der Form

Tryk = > TiY; 2k

aufteilen. Diese werden sich aber - wie auch in der Konstruktion von CW - Variablen teilen, weshalb
wir dhnlich zum Vorgehen von CW in die s-te Tensorpotenz iibergehen und Variablen nullsetzen,
bis wir eine geniigend grofie Anzahl disjunkter Trilinearformen erhalten. AnschlieBend kann mit
(Satz @ eine Schranke fiir w gefolgert werden. Die gegebenen V7 sk sind die Values dieser Ty k.
Die s-te Tensorpotenz (T®%)®$ enthiilt Variablen mit Multi-Indizes der Lénge s, deren Eintrige
einzelne Variablen innerhalb der verschiedenen ineinander geschachtelten Kopien von T®? auswéih-
len. Damit sind die Eintrige Multi-Indizes der Linge q. Wir bilden nun Multi-Indizes in (T%%)®*
folgendermafien auf Blocke ab:

(ila- .- 7i8) = (ﬁ(21)> . 7?(28))

Die Blocke in (T%%)®¢ sind also nun Multi-Indizes von Blocken in T%9.

Wir fiithren nun Variablen A; € [0,1] C Q fur alle Blocke I ein. Diese sollen den Anteil der einzel-
nen Blocke innerhalb eines Block-Multi-Indizes angeben. Da diese Anteile vollstdndig die Blocke
innerhalb der Block-Multi-Indizes beschreiben sollen, muss fiir die A; gelten:

1=> A4
I

Fir grofle s meint das in der s-ten Tensorpotenz, dass in den Multi-Indizes jeder Block I genau
s- Ay mal auftritt, denn fiir grofie s ist s- Ay € Ny, da Aj € Q. Dieser Aufbau der Block-Multi-Indizes
muss zunéchst nicht vorliegen, deshalb erzwingen wir ihn nun: Wir setzen alle Variablen Null, deren
Multi-Index nicht auf einen Block-Multi-Index mit entsprechender Aufteilung der Blocke abgebildet
wird. Diese Vorgehensweise entspricht in der einfacheren Konstruktion von CW dem Nullsetzen aller
Variablen, deren Block-Multi-Index nicht s Nullen und 2s Einsen enthélt.

Es werden weiterhin Variablen ajjx eingefiihrt. Diese verfeinern die Aussage der Ay in dem Sinne,
dass sie die Anteile der einzelnen Block-Tripel in den Block-Tripeln von (7%9)®$ anstatt nur die

I =(1;),J = (Ji), K = (K;) sind dabei wieder Multi-Indizes
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3.12 Williams: (p, P)-uniforme Konstruktionen und daraus folgende Schranken fiir w

Héufigkeit der Blocke in einem einzelnen Block-Multi-Index, angeben. Beachte dazu, dass wir ein
Block-Tripel nach den Positionen der drei Block-Multi-Indizes sortieren kénnen. Damit erhalten
wir fiir jede Position ein Block-Tripel von 7%, wobei dieses das Block-Tripel in der entsprechenden
Verschachtelungstiefe der Tensorpotenz angibt (also in einer Kopie von T®%). Da T®? eine (p, Pq)-
uniforme Trilinearform ist und sich die A; auf alle drei Blocke eines Block-Tripels gleichermafien
beziehen, gilt fir die ajyx:

Ar= ZGIJ(Pq—I—J) = ZGJI(Pq—I—J) = Za(Pq—I—J)JI
J J J

Zudem beschreiben die ajji vollstdndig die Aufteilung der Block-Tripel, deshalb gilt:

1—ZAI— > ank

1,J,K

Wir setzen zur Verkiirzung der folgenden Gleichungen

v 2 ) YT )

ol 1 8- a1K] 7 \[s-arkls

Dabei meinen ([sjlﬂz) und dhnliche Darstellungen die Multinomialkoffizienten, z.B.: ( [s- AI])

IL, (= An! (S “Ap)!

Die Summe in N l4uft iiber alle giiltigen Wahlen der aj;x, wihrend fiir N’ bereits eine feste Bele-
gung der ayyx gewdhlt wurde (s.u.). Wir erhalten - noch ohne eine feste Wahl der a; i - folgende
Darstellung der Anzahl von Block-Tripeln, die unserer Wahl der A; entsprechen:

([s-Aﬂ) N

Wir legen uns nun auf eine Wahl der ayjx fest, setzen aber zunéchst keine weiteren Blocke Null.
Betrachten wir nur die Block-Tripel in (7%%)®% die unserer Wahl der ajjx entsprechen, erhalten
wir fiir die zugehorigen Trilinearformen mindestens einen Value von

ArjK 'S
HVIJK :

Fir die Anzahl von Block-Tripeln, die unserer Wahl der ajjx entsprechen, ergibt sich:

N <[S‘Aﬂ>

Wiirden diese Trilinearformen keine gemeinsamen Variablen enthalten, dann kénnten wir bereits
eine Schranke fir w folgern. Allerdings werden sie i.A. gemeinsame Variablen enthalten, weshalb
nun mit Hilfe einer Salem-Spencer-Menge analog zum Vorgehen von CW in ihrer einfacheren Kon-
struktion durch Nullsetzen weiterer Variablen Uberschneidungen zwischen den verschiedenen Tri-
linearformen entfernt werden.

Es wird also nun eine Primzahl M € ©(N) gewéhlt und dann eine Salem-Spencer-Menge S mit
|S| = M=% gebildet (spéter lassen wir € — 0 laufen). Dies ist wieder méglich, da N durch entspre-
chende Wahl von s beliebig gro3 wird. Anschlielend definieren wir Zufallsvariablen wy,...,ws €
{0,...,M —1} und drei Hash-Funktionen bx (I),by(J),bz(K) fiir Blocke I,J, K der Tensorpotenz
(T®1)®s | die leichte Abwandlungen der Hash-Funktionen aus der einfacheren Konstruktion von
CW sind. Wir wollen diese hier nicht explizit angeben, es soll geniigen, dass sich diese so definie-
ren lassen, dass sie (wie bereits bei der einfacheren Konstruktion von CW) folgende Eigenschaften
haben:
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3 Obere Schranken fiir w

1. Fiir alle Block-Tripel (I,J,K) in (T®9)®% gilt bx (I)+by (J) —2bz(K) = 0.

2. Fiir jedes be S (bzw. sogar b e {1,...,M —1}) sind die Ereignisse bx (1) =b, by (J) =b und
bz (K) = b stochastisch unabhingig.

3. Die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die einzelnen Werte aus M als Hash-Wert auftreten,
sind gleichverteilt

Setzen wir also wie bei CW alle Blocke Null, die nicht auf Elemente der Menge S abgebildet
werden, so gilt aufgrund der Eigenschaften der Salem-Spencer-Menge fiir alle tibrigen Block-Tripel
(1,J,K):

bx(I) =by(J) =bz(K)

Aufgrund der Gleichverteilung und der stochastischen Unabhéngigkeit ergibt sich der Erwartungs-
wert fiir den Anteil tibriger Block-Tripel nach diesem Schritt zu

M= 11
M M MY

Auch bei Beschrankung auf die Block-Tripel, die unserer Wahl der ajjx entsprechen, gilt dieser
Erwartungswert fiir den Anteil tibriger Tripel.

Es folgt, wie in der einfacheren Konstruktion von CW, ein Schritt, in dem fiir jedes Element von
S die Menge der zugehorigen Block-Tripel gebildet wird und dann innerhalb dieser Mengen jeweils
Uberschneidungen beseitigt werden. Wie zuvor ist dies moglich, da jedem iibrigen Block-Tripel
nur noch ein Hash-Wert zugeordnet ist (da alle drei Blocke des Tripels auf denselben Wert gehasht
werden). Zudem kann es keine Uberschneidungen zwischen Elementen verschiedener Mengen geben,
da fiir verschiedene Hash-Werte auch die Blocke des Tripels verschieden sind. Williams passt die
Vorgehensweise dabei leicht an, um statt einer Abschétzung fiir den Erwartungswert der Anzahl
ibriger Tripel insgesamt eine Abschétzung fiir den Erwartungswert der Anzahl von Tripeln, die
unserer Wahl der ajji entsprechen, zu erhalten. Sie erhélt, dass dieser gréflergleich folgendem

Term ist: s ,
([SAI])N
CMl+e
Die w; lassen sich so wéhlen, dass mindestens dieser Erwartungswert erreicht wird.

Sei Npax der grofitmogliche Wert, den N’ fiir eine Wahl der ay;x annehmen kann. Es ergibt sich
(intuitiv leicht nachvollziehbar):

Npax SN < pOly(S) - Nax

Dabei ist poly(s) ein Polynomausdruck in s. Mit dieser Gleichung und M € ©(N) gilt:

([S.ZI])NI cQ s N 1
CM1+e [s-Azr]) Nmax poly(s)-Me
Dies ist eine Abschétzung fiir den Erwartungswert der Anzahl von unserer Wahl der aj i entspre-

chenden Block-Tripeln, zwischen denen sich keine Variablen {iberschneiden und damit auch eine
Abschétzung fiir die Anzahl disjunkter Trilinearformen, die mindestens Value

HVIaf;{K'S haben.
1,J

Aufgrund der Gleichheit des Ranges von Trilinearformen mit permutierten Variablen ergibt sich
direkt auch, dass der Value der Trilinearform eines Block-Tripels unter Permutation der Blocke
gleich bleibt. Auflerdem ergibt sich nach Williams, dass eine beste Wahl der ajji die arjx eben-
falls unter allen Permutationen der Blécke gleich setzt. Deshalb definieren wir uns die Funktionen
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3.12 Williams: (p, P)-uniforme Konstruktionen und daraus folgende Schranken fiir w

sort(IJK) und perm(IJK), wobei sort die Blécke lexikographisch sortiert zurtickliefert und perm
die Anzahl der echt verschiedenen Permutationen der Werte von I,J und K liefert. Damit erhalten
wir mit den vorherigen Ergebnissen nun fiir die s-te Tensorpotenz:

a5 > s N/ 1 ) H perm (IJK)-s-arjk
- [S A[] max pOly( ) Me I<J<K IJK

Anzahl der Trilinearformen Abschitzung des Values je Trilinearform

Seien @y die Belegungen der ajjg, fur die genau N’ = Ny erreicht wird. Dann konnen wir in
der obigen Gleichung Ny .« entsprechend ersetzen. Durch relativ lange Umformungen, fiir die unter
anderem die Stirling-Formel als Abschétzung fiir den Wert einer Fakultéit genutzt wird, ergibt sich

daraus
ALK perm([JK) (TE)
q 1JK perm ‘arjK A
rtz H (aaIJK> VIJK /HA
I<J<K 1JK
Mit der vereinfachenden Annahme'® aj;x =@y - oder anders gesagt Npax = N’ - wird daraus
q perm (IJK)-arjK Ar
iz I Vi HA
I<J<K

Da die Values monoton steigende Funktionen in 7 sind, liefert diese Gleichung eine Schranke fiir 7
und mit (Satz[9) auch fiir w.

Bestimmen der Werte fiir die Variablen aj i und ajyjx von oben:
Es gilt fiir die Variablen nach Definition die Beschrankung

A=Y ax =) aik.
J 7

Auflerdem gilt fiir die passende Wahl der @;;x nach Williams @y jx = Ggore(1.7K), Weshalb sich obige
Gleichung schreiben lésst als

1= ZA[ = Z perm(IJK) “AIJK -
7 I<J<K

Da die ajjp nur noch in geringem Ausmaf} variiert werden kénnen, wenn die ayjx festgehalten
werden, beschrédnken wir uns auf die Bestimmung der ayjx. Offenbar ergibt Ar =3 ;a5 ein
lineares Gleichungssystem in den Variablen ajjx mit Konstanten Aj. Hat dies vollen Rang, so
konnen wir die ayji direkt aus den Ay bestimmen. Dadurch waren dann auch sofort die arjx
bestimmt. Wenn nicht, gehen wir wie folgt vor:

Wir bilden eine minimale Menge X von Variablen @y x, sodass das lineare Gleichungssystem vollen
Rang hat, falls wir alle Variablen in der Menge X als Konstanten auffassen. Dann ergeben sich die
Variablen auflerhalb von X als Losungen dieses Gleichungssystems, also als Linearkombinationen
der A; und der Variablen in X. Wir schreiben dann den zu optimierenden Term als Funktion (da
die Wahl der Variablen @ i gesucht ist, fir die dieser maximal wird):

Dl )

(s @riKla;wex;[8 riKla, e x

6 Williams verwendet diese fiir ihre Anwendungen des Algorithmus, da sie die Berechnung vereinfachen und ihrer
Erfahrung nach nicht deutlich schlechtere Ergebnisse liefern
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3 Obere Schranken fiir w

G ist eine Funktion in den Variablen aus X. Mit analytischen Methoden lésst sich diese maximieren
und wir erhalten schlieBlich mit!”

8aI’J’K’
YU JrK'IJIK) = =
( ) darjx
flir jedes @rsx eine Gleichung
GrjK H (EI/J,K,)ZJ(IIJ/K/UK) — H (EIIJ/K/)_y(I/J/K/IJK)
ap g EXYr g K1) >0 apr gt € XY i 110 <0

Damit haben wir die Moglichkeit, Werte fiir die Variablen, die nicht in X liegen, auszuprobieren und
mit Hilfe dieser Gleichungen die Werte der Variablen in X zu bestimmen, wodurch sich auch die Ay
ergeben. Fiir die Werte der Ay, die sich dabei ergeben, ist die vorliegende Wahl der Variablen @y i
dabei jeweils optimal. Wird unter den giiltigen Mé&glichkeiten, also den Belegungen der Variablen
auflerhalb von X, fiir die sich > ; A7 =1 und nicht-negative Variablen in X ergeben, nach einem
Maximum gesucht, so wird mit dieser Vorgehensweise eine Losung erhalten und damit insgesamt
auch eine Schranke fiir w.

Die Vorgehensweise, die in diesem Abschnitt beschrieben wurde, fasst Williams als Ergebnis in dem
ersten ihrer Algorithmen zusammen.

3.12.2 Analyse der Values V; ;i der Trilinearformen in T%¢ fiir beliebige ¢

Die Idee hierfiir ist, die Values der zu den einzelnen Block-Tripeln gehorigen Trilinearformen in
einer gewissen Tensorpotenz T®Y rekursiv aus den Values der Trilinearformen in kleineren Ten-
sorpotenzen zu berechnen. Dazu stellen wir fest, dass sich die Potenz folgendermaflen aufspalten
lasst:

T4 — 784 g 7®(a—d)

Wir werden deshalb beschreiben, wie unter Verwendung der Values der Trilinearformen in 7%
und T®@~9) die Values der Trilinearformen in T®9 bestimmt werden kénnen. Dafiir definieren wir
uns analog zu P oben die Funktionen p, fiir beliebige Tensorpotenzen, es soll also jeweils fiir einen
Multi-Index I = (I;)(jeq1,...,q}) (also einen Index in der g-ten Tensorpotenz) gelten:

Damit lassen sich die Multi-Indizes der ¢-ten Tensorpotenz auffassen als Paare (I,m) aus einem
Multi-Index [ der ¢’-ten Tensorpotenz und einem Multi-Index m der (¢ — ¢’)-ten Tensorpotenz und
es gilt:
pQ(lvm) = pQ'(l) +p(q—q’)(m)

Wir beginnen jetzt, die Trilinearformen zu einzelnen Block-Tripeln zu untersuchen. Zu jedem Block-
Tripel (I,J,K) in T® sei Trji die Trilinearform, die alle Summanden z;y;z) enthélt, fiir die
pq(i) = I,pq(j) = J,pq(k) = K gilt. Ausgehend von den einzelnen Block-Tripeln (I, J,K) in T®4
definieren wir nun Block-Tripel (i,7,k) der ¢’-ten Tensorpotenz als gute Tripel, wenn (i,j,k) ein
giiltiges Block-Tripel der ¢’-ten Tensorpotenz und auerdem (I —i,J — j, K — k) ein giiltiges Block-
Tripel der (¢ — ¢')-ten Tensorpotenz ist. Damit erhalten wir

Trik = Z Tk @TT—i 7—j, K—ks
gute (4,5,k)

179 ist das Zeichen fiir die partielle Integration
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3.12 Williams: (p, P)-uniforme Konstruktionen und daraus folgende Schranken fiir w

wobei dies keine direkte Summe ist, die einzelnen Summanden also keine disjunkten Trilinearformen
sind. Der Value eines Summanden T, ® T7_; j—j k— ist dabei jeweils mindestens

Viik - Vi—i,g—j K k-

Um disjunkte Trilinearformen zu erhalten, gehen wir nun wieder in die s-te Tensorpotenz iiber,
wobei wir spéter wieder s — oo laufen lassen. Wir wandeln diese Vorgehensweise hier allerdings
leicht ab. So bilden wir fur die drei Trilinearformen 17 x,Txk17,1 7K1 jeweils die s-te Tensorpotenz
und bilden dann ihr tensorielles Produkt, wodurch eine gewisse Symmetrie erreicht und damit das
weitere Vorgehen erleichtert wird. Wir gehen dann fiir die s-te Tensorpotenz der drei Trilinearformen
analog zueinander vor und beschreiben deshalb nur fiir T}?}SK das Vorgehen:

Analog zu den A; aus dem vorherigen Abschnitt, definieren wir Variablen X;,Y};, Zy, wobei 4,j,k
dabei alle Werte annehmen, die in guten Block-Tripeln fiir 175, also Block-Tripeln von 7%
vorkommen. Die X;,Y}, Z), geben nun den Anteil der einzelnen Blocke (i,1 —1),(J —j) bzw. (K —k)
innerhalb der Block-Multi-Indizes von T %SK an, wobei sich X; auf die z-Variablen, Y; auf die
y-Variablen und Zj auf die z-Variablen bezieht. Wir setzen dann alle z-Variablen Null, deren
Block-Multi-Index nicht fiir alle i genau X; - s Blocke (i, —i) enthélt. Analog setzen wir auch y-
und z-Variablen aufgrund der Y; und Z; Null. Es bleiben damit folgende Anzahlen von Blocken

ibrig:
fiir x: <[5‘Xi]i>7 fir y: ([SY]]J>’ fiir z: ([sZk]k>

Wenden wir diese Vorgehensweise entsprechend auf Ty und Tjx 7 an, sodass sich jeweils die X;
auf den Block I, die Y; auf den Block J und die Zj auf den Block K beziehen, ist die Anzahl
iibriger Blocke im tensoriellen Produkt T5 . @ Tiy, @ T5 %, fiir ,y und 2 wieder gleich, nimlich:

o) (o) o)

Wir definieren analog zu den ayjx des vorherigen Abschnitts Variablen oy fiir alle guten Tripel
(4,7,k), wobei diese die Gleichungen X; =37, aijk, Yj = 32, cijr und Z = 3, ajy, erfiillen. Die Be-
deutung soll wieder sein, dass diese Variablen angeben, wie haufig die einzelnen Block-Tripel (4, j, k)
innerhalb der Tripel von Block-Multi-Indizes vorkommen.

Die Anzahl der Block-Tripel, die einen festgelegten z-, y- oder z-Block enthalten und einer be-
stimmten Wahl der o;j;, entsprechen, ist damit

o s-X; 5-Y; s 2y
M= 1:[ <[3'04ijk]j> 1:[ <[3'0éijk]i> 1;[ <[3'0‘U’f]73>'

Die Anzahl der Tripel, die einer bestimmten Wahl der ;) entsprechen, ist I'- N.

Nun folgt wieder die iibliche Vorgehensweise unter Verwendung einer Salem-Spencer-Menge und Zu-
fallsvariablen wy, ..., wss € {0,..., M —1}. Die Besonderheit ist dieses Mal, dass die Hash-Funktionen
fir Block-Paare (7,1 — ) nur auf der vorderen Komponente ¢ definiert werden. Ansonsten verlauft
die Argumentation wie in den vorherigen Abschnitten, weshalb wir diese hier auslassen. Als Ergeb-
nis erhalten wir, dass der Erwartungswert fiir die Anzahl von Block-Tripeln, die einer bestimmten
Wahl der a;jj, entsprechen, nach Beseitigung der Uberschneidungen in

/M)

liegt, es gibt also fiir e — 0 eine Belegung der w;, fiir die ungefdhr I' Block-Tripel, die einer bestimm-
ten Wahl der «j;i entsprechen, iibrig bleiben. Der Value der zu diesen Block-Tripeln gehérenden
Trilinearformen ist dabei jeweils

> [T Vigk-Vicig—jk—x)>*
gute ijk
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3 Obere Schranken fiir w

und wir erhalten insgesamt

Vi = ([s } ]) 11 <[s SY]> I1 <[s Szﬂ) LI (Vigwe Vi rep)

ijk

Die Bedingungen, die von den Variablen «;j;, erfiillt werden miissen, liefern wieder ein Gleichungs-
system. Wie im vorherigen Abschnitt muss dieses nicht vollen Rang haben, wir kénnen aber eine
minimal Menge A von Variablen o, festlegen, sodass das Gleichungssystem vollen Rang hat, wenn
wir diese als Konstanten betrachten. Da damit alle Variablen a;;; Linearkombinationen der Varia-
blen in A und der Variablen X;,Y;,Z}, sind, konnen wir fiir jedes o, eine Darstellung folgender

Form angeben:
O,
Qijk = Z Yy 6;]

yEAU{XZ-/,Y]-/,Zk/}i/’j/’k/

Damit konnen wir in obiger Gleichung fiir den Value die o3, in Summanden zerlegen. Setzen wir

Wik = Vijk - Viei g—j K—k»

ok Oojk Bayjp

3—w— 3——
0X Y, dZ
nxy = I I Wz’jk £ onyp = | | Wijk £ onzpi= | I ¢

ijk ijk ijk

so ergibt sich obige Gleichung zu:

= (S T T T o)

ijk

Williams zeigt zudem, fiir welche Belegung der X; Terme von der Form ([s&i}) IL anXZ maximiert

werden und gibt als Abschitzung fiir den maximalen Wert eines solchen Terms (3°,nxz/)®/poly(s)
an. Damit ergibt sich durch Umformungen (Stirling-Formel, s — oo, ziehen der 3s-ten Wurzel)

schliefilich
1/3 1/3 1/3 35( GAyac;zyjk)
Viok > (Z m‘ﬁ) (Z nyé) <Z nze) H Wik ! .
¢ ¢ ¢

ijk

Dabei sind die Xy, Yy, Zy bereits durch die vorhergehende Maximierung festgelegt. Dies ist fir A = &
bereits eine vollstandige Formel fiir Vs . Falls A # &, so werden einfach die Variablen in A, fir die
die Variablen auflerhalb von A nicht-negative Werte annehmen, durchprobiert und so das Maximum
bestimmt.

Auf diese Weise lassen sich also rekursiv die Values der Trilinearformen in der ¢-ten Tensorpotenz
bestimmen. Williams fasst diese Vorgehensweise in ihrem zweiten Algorithmus zusammen. Zudem
stellt sie fest, dass fiir die g-te Tensorpotenz der Algorithmus O(g?) Mal angewendet werden muss,
wenn wir jeweils ¢/ = |¢/2| und somit ¢ — ¢’ = [¢/2] setzen.

3.12.3 Sonstiges

Neben diesen beiden Hauptergebnissen zeigt Williams auch noch, inwiefern sich der zweite Algo-
rithmus vereinfachen lésst, wenn als Exponent der Tensorpotenz eine Zweierpotenz betrachtet wird.
Dass dies moglich ist, leuchtet auf den ersten Blick ein, da |¢/2] und [¢/2] damit fir alle Stufen
der Rekursion gleich werden und somit die Values fiir beide Teile auf einmal erhalten werden.
Auflerdem wendet sie die Verfahren auf verschiedene Tensorpotenzen des Algorithmus von CW an
und erhélt damit fiir die 8te Tensorpotenz die derzeitig beste Schranke w < 2,3727.
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4 Andere Resultate

Neben den vorgestellten Resultaten gibt es noch viele weitere. Dazu gehoren zum einen teilweise
andere Algorithmen, die die groflen Resultate angewendet und damit bessere Schranken erreicht
haben, als die in den Originalpublikationen erreichten. Zum anderen gehoren auch Ideen dazu, die
nicht zu einer besseren Schranke gefiihrt haben, die aber auch vielversprechend aussehen, so zum
Beispiel einige alternative Ideen von Coppersmith und Winograd, die sie in derselben Publikation
veroffentlichten wie den CW-Algorithmus, also in [CWS&T].

Daneben wurde auch versucht, sich dem Problem der Bestimmung von w von der anderen Seite aus
zu ndhern, also untere Schranken zu suchen. Allerdings gelang es dabei nicht, die triviale untere
Schranke w > 2 zu iibertreffen!. Zwar gab es auch in Bezug auf die Mindestanzahl von benétigten
Operationen Fortschritte, aber diese hatten asymptotisch keine Verbesserung zur Folge.

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse stiitzen sich auf die Beschreibung der MM als Triline-
arform oder Menge von Bilinearformen bzw. mittels Tensoren. Neben diesem Ansatz gibt es jedoch
auch noch andere. Zum einen gibt es eine gruppentheoretische Beschreibung der MM, siehe dafiir
[CUO3] und [CKSUOQ5]. Auf diese Art lassen sich ebenfalls Algorithmen konstruieren und Schranken
fiir w folgern. Obwohl dieser Ansatz bisher noch nicht die besten Schranken unterbieten konnte,
ist er dennoch sehr aussichtsreich: In den wenigen Jahren, in denen dieser Ansatz verfolgt wurde,
wurde bereits ein bester Exponent von 2,41 erreicht, was schon sehr nahe an die besten Exponenten
der anderen Verfahren herankommt. Zum anderen gibt es noch einen geometrischen Ansatz, der
von Landsberg in [Land08|] beschrieben wird.

Es gab zumindest auf Basis der ersten beiden Ansétze auch héufig Versuche, direkt w =2 zu be-
weisen. Gerade auf Basis des gruppentheoretischen Ansatzes gibt es hier - relativ zur Anzahl der
Publikationen insgesamt - zahlreiche Versuche. Diese Beweisideen wurden jeweils mit Vorausset-
zungen verdffentlicht, die sich bislang nicht beweisen lielen.

I'Diese ergibt sich daraus, dass das Problem (n,n,n) 2n? Eingaben und n? Ausgaben hat, was intuitiv die Schranke
w > 2 nachvollziehbar macht
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Die Geschichte des Exponenten der Matrizen-Multiplikation, w, ist eine lange und viele verschiede-
ne Ideen haben immer wieder Verbesserungen herbeigefiihrt. Besonders die Verbindung der Ideen
waren dabei sehr effektiv, zudem fanden auch immer wieder Resultate, die sich nicht direkt auf
die Matrizen-Multipliation beziehen, Einzug in die Beweise - so zum Beispiel die Salem-Spencer-
Mengen.

Die verschiedenen Resultate zwischen 1968 und 1987 - abgesehen vom trilinearen AUC von Pan
- ermoglichten mit der Zeit die Konstruktion von Algorithmen fiir Probleme, die immer weniger
mit der eigentlichen Matrizen-Multiplikation bzw. der Darstellung als Menge von Bilinearformen
zu tun hatten, der Suchraum fiir Algorithmen wurde also immer gréfier. Dabei kommt es héufig
vor, dass sich selbst aus vergleichsweise einfachen Algorithmen mit Hilfe der allgemeinen Resultate
bereits sehr niedrige obere Schranken fiir w ergeben. Als Beispiele sind zum einen eine Publikation
von Romani, siche [Rom82], und zum anderen Skizzen fiir Algorithmen am Ende von [Pan81] und
[Scho81] zu nennen. Seit 1987 kam es dann fiir lange Zeit nicht mehr zu weiteren Verallgemei-
nerungen und auch nicht zu neuen und besseren Algorithmen. Erst 2010 gelang es Stothers und
Williams die obere Schranke fiir w, die 1987 von Coppersmith und Winograd gefunden wurde, zu
unterbieten - aber auch diese Resultate fanden dafiir keinen vollig neuen Algorithmus oder starke
Verallgemeinerungen, sondern untersuchten lediglich weitergehend, welche Schranken sich auf Basis
des CW-Algorithmus ableiten lassen. Dabei verallgemeinerte Williams ein Stiick weit die Idee des
CW-Algorithmus.

Aufgrund der bisher aus dem CW-Algorithmus abgeleiteten Schranken lésst sich vermuten, dass sich
keine drastisch besseren Schranken mehr daraus ableiten lassen, sondern wenn iiberhaupt nur noch
minimale Verbesserungen méglich sind. Da andererseits die unteren Schranken fiir w immer noch
sehr weit von den oberen Schranken entfernt sind, stellt sich damit die Frage, ob sich noch weitere
Verallgemeinerungen - wie die der Suche nach Basisalgorithmen fiir eine rekursive Konstruktion, das
Erlauben von approximativen Algorithmen, die Berechnung partieller Matrizen-Multiplikationen
an Stelle von vollstdndigen, die Berechnung mehrerer disjunkter Matrizen-Multiplikationen durch
einen einzelnen Algorithmus und schliefilich die Verwendung von Trilinearformen, die gar nicht
mehr direkt die Struktur von MMs aufweisen - ergeben werden. Speziell stellt sich fiir die Verwen-
dung von Trilinearformen, die nicht mehr direkt die Struktur von MMs aufweisen (wie zum Beispiel
im CW-Algorithmus zu sehen) die Frage, ob sich diese Idee noch weiter verallgemeinern lasst, als
durch Williams geschehen.

Die Hauptfrage, die hinter und {iber all diesen Fragen steht, bleibt aber, wie grofl der Exponent
der Matrizen-Multiplikation, w, tatséchlich ist.
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