INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK

LEIBNIZ UNIVERSITAT HANNOVER
Bachelorarbeit

Ein Programm fiur affine
modallogische Formeln

Timon Barlag
Matrikelnummer: 3077970

4. August 2016

Erstprifer: Prof. Dr. Heribert Vollmer
Zweitpriifer: Dr. Arne Meier
Betreuer: M. Sc. Maurice Chandoo



Selbststandigkeitserklarung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Arbeit selbststandig und ohne fremde
Hilfe verfasst habe und keine anderen Hilfsmittel und Quellen als angegeben ver-
wendet habe.

Timon Barlag



Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung

2 Grundlagen der Modallogik

2.1 Semantik . . . . ...
2.2 Erfullbarkeit . . . . . . . . . .
2.3 Rahmenklassen . . . . ... . ... ...
2.4 Modale Tiefe . . . . . . . . . . .

3 Programm
3.1 Aufbau und Struktur . . . . ... ...
3.2 SyntaxTree . . . . . . ..
3.3 Parser . . . . . ..
3.4 TreeGenerator . . . . . . . . . ... e
3.5 KripkeFrame . . . . . ...
3.6 GraphGenerator . . . . . . . .. ...
3.7 FrameLabeler . . . . . . . . ...

3.7.1 Backtracking . . . ... ... ...
3.7.2 Bruteforce . . . . . ... ...

3.8 FormulaGenerator . . . . . . . . ...
3.9 FormulaChecker . . . . . . . . . . . .
3.10 Ausfithrung und Anwendungshinweise . . . . . . . . .. .. ... ..

4 Ergebnisse

5 Zusammenfassung und Ausblick

6 Quellenverzeichnis
6.1 Literatur . . . . . . . . .
6.2 Weitere Quellen . . . . . . . . .. ...



1 Einleitung

Die theoretische Informatik beschéftigt sich mit einer Vielzahl von unterschied-
lichen Inhalten. Neben Themen wie der Komplexitdtstheorie oder den formalen
Sprachen ist auch die Logik ein viel behandelter Teil der theoretischen Informatik.
Eines der wichtigsten Probleme der Logik ist das sogenannte Erfiillbarkeitsproblem
der Aussagenlogik SAT, welches fragt, ob eine iibergebene aussagenlogische For-
mel erfillbar ist oder nicht. Damit verwandt ist das etwas weniger bekannte
Erfillbarkeitsproblem der Modallogik ML-SAT.

Die Modallogik selbst ist ein relativ altes Konzept, fiir welches Ansétze schon
in Begriffen wie der von Leibniz gepragten ,moglichen Welt “ zu finden sind. Im
Wesentlichen erweitert sie die Aussagenlogik um die modalen Begriffe ,moglich®
(¢) und ,notwendig“ () und bietet so zusétzliche Moglichkeiten, logische Aus-
sagen zu charakterisieren. So erlaubt sie beispielsweise fiir Zustdnde eines Pro-
gramms mogliche und notwendige Eigenschaften von zukiinftigen Zustédnden zu
beschreiben. Definiert ist die Modallogik iiber sogenannte Kripke-Rahmen, welche
wiederum in unterschiedliche Rahmenklassen unterteilt sind. Diese Rahmenklassen
separieren Kripke-Rahmen anhand ihrer Eigenschaften. Die Rahmenklasse T bei-
spielsweise enthélt alle reflexiven Kripke-Rahmen, also alle Kripke-Rahmen, in de-
nen jede Welt in ihren eigenen Nachfolgerwelten enthalten ist. Wéahrend SAT in NP
liegt, ist ML-SAT PSPACE-vollstandig [Ladner 1977]. Aufgrund dieser erhohten
Komplexitat wurde in [Hemaspaandra et al. 2010] die Komplexitit von sogenann-
ten booleschen Fragmenten der Modallogik untersucht. Diese Fragmente bestehen
jeweils aus einer Menge von booleschen Funktionen und gegebenenfalls Konstan-
ten in Kombination mit den Teilmengen der modallogischen Operatoren {(J, {}.
Besondere Schwierigkeiten macht hier unter anderem das Fragment {®, T}, also
das ,exklusive Oder* mit der Konstanten ,,wahr* in den Rahmenklassen T, S4 und
S5.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Frage nach der Existenz bestimmter For-
meln iiber dem zuvor genannten Fragment der Modallogik. Explizit setzt sich diese
Arbeit mit der Suche nach zwei erfiillbaren modallogischen Formeln ¢ und v unter-
schiedlicher modaler Tiefe auseinander, sodass @@ unerfiillbar ist. Diese Formeln
werden in Kripke-Rahmen der Rahmenklassen T und S4 gesucht.

Aufgrund des wenig intuitiven Verhaltens von @ steht in dieser Arbeit die Erstel-
lung eines Programms im Vordergrund, welches systematisch nach Formeln solcher
Art sucht.

Diese Arbeit ist wie folgt strukturiert. Zu Beginn wird in Kapitel 2 die Modallo-
gik in der Form, wie sie hier verwendet wird, eingefiithrt. Danach wird in Kapitel 3
zunéchst die Programmstruktur erlautert und anschliefend werden die einzelnen
Programmteile vorgestellt. Darauf folgend werden in Kapitel 4 die Ergebnisse, die
mit dem Programm erzielt wurden, vorgestellt und zum Schluss folgt in Kapitel 5



eine Zusammenfassung und ein Ausblick basierend auf den Ergebnissen dieser Ar-
beit.



2 Grundlagen der Modallogik

~Modal languages are simple yet expressive languages for talking about relational
structures. [...J

Modal languages provide an internal, local perspective on relational structures. [...]
Modal languages are not isolated modal systems.“

- [Blackburn et al. 2001]

Die Modallogik erweitert die bekannten Wahrheitsbegriffe der Aussagenlogik
ywahr* und ,falsch® um die modalen Begriffe ,moglich® und ,notwendig”.
Zusatzlich zu den aussagenlogischen Operatoren enthélt die Modallogik damit die
modalen Operatoren ¢ und [, mit

QOp = v ist moglicherweise wahr und
L =~ ,p ist notwendigerweise wahr*

fiir aussagenlogische Formeln .

Hierfiir gelten dann auch ¢ = —[O-¢ und Oy = ~0—¢p.

Die nachfolgenden Ausfiihrungen basieren zum Grofiteil auf dem Skript Logik und
formale Systeme von Vollmer und Kluge aus dem Sommersemester 2015. [Vollmer
& Kluge 2015]

2.1 Semantik

Die Semantik der Modallogik ist definiert iiber sogenannte Kripke-Rahmen. Ein
Kripke-Rahmen ist ein Paar F' = (W, R) mit

W ist eine nichtleere Menge von Welten und

R ist eine bindre Relation auf W.

OO,

Abbildung 2.1: Graphische Reprisentation von Kripke-Rahmen
F = ({wo, wi, wa}, { (wo, wr), (wo, wa), (wa, w1)})



Eine Kripke-Struktur oder ein Modell der Modallogik ist ein Paar K = (F, V') mit:

F = (W, R) ist ein Kripke-Rahmen

V :Var — P(W) ist eine Abbildung, die jeder Variablen p eine Menge V (p)
von Welten zuordnet. In diesen Welten ist p wahr.

(Var bezeichnet hier die Menge aller Variablen, P(W) bezeichnet die
Potenzmenge von W)

Fiir eine Kripke-Struktur K = (F, V) mit Kripke-Rahmen F' = (W, R) wird die
Kurzschreibweise K = (W, R, V') benutzt.

D, q D

()

Abbildung 2.2: Graphische Reprdisentation von Kripke-Struktur K =

({UJO, w17w2}7 {(wmwl)’ (w07 w2)7 (w27 w1>}7 {p — Wp, P — Wi,
q — wo,q — wa})

2.2 Erfillbarkeit

Fiir aussagenlogische Formeln ¢ und v, ein Modell M = (W, R, V') und eine Welt
w € W schreiben wir M, w = ¢, falls ¢ in Welt w erfillt ist.

Es gilt:
M,wpET immer,
M,wE L nie,
M,w=p falls w € V(p),

M,w = —p falls nicht M, w = ¢,

M,wlE Ay falls M,w = ¢ und M, w = 1,

M,wlE pVvy falls M,w | ¢ oder M, w =,

M,w = Op falls fiir mindestens ein v € W mit (w,v) € R gilt,
dass M, v = ¢,

M, w = Op falls fir alle v € W mit (w,v) € R gilt, dass M, v |= ¢



Fiir diese Arbeit ist zusatzlich noch erwédhnenswert, dass gilt:

M,wlE @1 falls entweder M, w = ¢ und nicht M, w =1
oder nicht M, w = ¢ und M, w =1

Wir nennen eine modale Formel ¢ erfiillbar, wenn es eine Kripke-Struktur M =
(W, R, V) und eine Welt w € W gibt, sodass M, w |= ¢.

Die Formel ¢ = OOp@ g ist beispielsweise erfiillbar, da sie in der Kripke-Struktur
K aus Abbildung 2.2 in der Welt wy erfiillt ist, also K, wq |= ¢ gilt.

2.3 Rahmenklassen

Kripke-Rahmen in der Modallogik konnen verschiedene Eigenschaften haben. Um
sie dementsprechend zu klassifizieren, werden sie in Rahmenklassen unterteilt.
Fir diese Arbeit wichtig sind vor allem die Rahmenklassen T und S4.

T — reflexive Rahmen

T ist die Klasse aller reflexiven Kripke-Rahmen, das heifit aller Kripke-Rahmen
F = (W, R) mit der Eigenschaft, dass R reflexiv ist.
Ein Rahmen F' ist also genau dann in T, wenn fiir alle Formeln ¢ gilt:

FEp—=0p

Abbildung 2.3: Graphische Reprdisentation von reflexivem Kripke-Rahmen
F= ({U]o, wy, w2}7 {(’U}o, wO)? (w07 w2)7 <w17 w1)7 (w27 w1)7 (w27 wZ)})



S4 — reflexive und transitive Rahmen

S4 ist die Klasse aller reflexiven und transitiven Kripke-Rahmen, das heifit aller
Kripke-Rahmen F' = (W, R) mit der Eigenschaft, dass R transitiv und reflexiv ist.
Ein Rahmen F' ist also genau dann in S4, wenn fiir alle Formeln ¢ gilt:

FEOOp —0p und Fl=p— Op

Abbildung 2.4: Graphische Reprdisentation von reflexivem und transitivem
Kripke-Rahmen F= ({w(), w1, UJQ}, {(wo, wo), (UJQ, wl), (wo, wz),
(wb wl)a (w27 w1)7 <w27 w2)})



2.4 Modale Tiefe

Die modale Tiefe einer modallogischen Formel bezeichnet die gréfite Anzahl an
modalen Operatoren, also ¢ und [J, die auf eine einzelne atomare Formel ange-
wendet werden. Sie reprasentiert also die maximale Schachtelungstiefe der modalen
Operatoren einer Formel.

Die modale Tiefe einer Formel ¢ wird bezeichnet mit md(y). Sei p eine atomare
Formel, also p € VarU{T, L} mit Var der Menge aller Variablen. Seien aulerdem
¢ und 1 modallogische Formeln. Dann ist die modale Tiefe wie folgt definiert:

md(p) =0,

md(—p) =0,

md (e V 1) = maz(md(p), md(1))),
md(Qep) =md(p) + 1

Fir die Belange dieser Arbeit sind auflerdem folgende Félle erwéhnenswert:

md(p © ) = max(md(p), md(i),
md(Oy) =md(p) + 1

Des Weiteren wird in dieser Arbeit eine Anderung an der obigen Definition vorge-
nommen. Im Folgenden kennzeichnet die modale Tiefe nur die groBite Anzahl an
modalen Operatoren, die auf eine Variable angewendet werden. Damit gilt also fiir
ce{T,L}:

md(Oc) = 0,
md(Oe) = 0,
L 0, falls p € {T, L} und ¢p € {T, L},
mdlp © ) = {maw{md(cp), md(1)}, sonst
Folglich gilt also beispielsweise:

md(z @ Qy) =1

md(O(x & Qy)) =2

md(d(z @ OT)) =1



3 Programm

3.1 Aufbau und Struktur

Das im Verlaufe dieser Arbeit entwickelte Programm ist in unterschiedliche Tei-
le unterteilt, welche zusammenarbeiten, um Formeln der gewiinschten Form zu
suchen. Eine vereinfachte Visualisierung der Funktionsweise ist in Abbildung 3.1
dargestellt.

Um die modallogischen Formeln, die benutzt werden, moglichst einfach vom
Computer bearbeiten zu lassen, werden sie hier in der Form von sogenannten
Syntaxbdumen dargestellt. Um diese Reprasentation zu erreichen wird der Pro-
grammteil um die Klasse SyntaxTree verwendet. Er dient dazu, die Arbeit mit
Formeln der Modallogik intern einfacher zu gestalten und Formeln abzuspeichern,
also aus einem Syntaxbaum wieder eine Formel in Stringform zu erstellen.

Die Umkehrung davon, also aus einem String einen Syntaxbaum zu erzeugen,
ist etwas schwieriger als das Abspeichern eines Syntaxbaumes als String. Daher
gibt es dafir die Klasse RecursiveDescentParser, welche mithilfe eines Parsers
eine valide modallogische Formel in String-Form zu einem Syntaxbaum parst und
bei invaliden Eingaben abbricht.

Der Programmteil TreeGenerator generiert alle Syntaxbdume mit bestimmten
Eigenschaften. Im Programm dient er dazu, alle Formeln bestimmter Eigenschaften
zu erzeugen, um diese spater zu tiberpriifen.

Um Kripke-Rahmen und Kripke-Strukturen im Programm darzustellen, wurde
die Klasse KripkeFrame implementiert. Zusatzlich zur internen Représentation
eines Kripke-Rahmens dient dieser Teil aulerdem zum Priifen, ob einzelne Formeln
in einzelnen Welten des Rahmens erfiillt sind.

Der Programmteil um die Klasse GraphGenerator dient dazu, alle nicht-
isomorphen Graphen mit bestimmten Eigenschaften zu generieren. Diese werden
dazu verwendet, alle moglichen Kripke-Rahmen mit diesen Eigenschaften zu er-
stellen, um spater moglichst schnell zu priifen, ob einzelne Formeln erfiillbar sind
oder nicht.

Die Klasse FrameLabeler diente urspriinglich dazu, Variablen in Kripke-Rahmen
mithilfe eines Backtracking-Algorithmus’ so auf die einzelnen Welten zu verteilen,
dass eine tiibergebene Formel in dem Rahmen erfiillt ist. Da der verwendete Algo-
rithmus jedoch zu tief rekursiv gearbeitet und so schon recht schnell | Stackover-
flow“-Fehler verursacht hat, wurde hier auf eine simplere Methode zurtickgegriffen.
Anstelle eines Labeling-Algorithmus’ durch Backtracking wurde hier mit der Klas-
se BruteForceLabeler ein Bruteforce-Algorithmus zur Variablenbelegung der
Kripkerahmen entwickelt. Dieser dient im Programm dazu, herauszufinden, ob
zu einer gegebenen Formel und einem gegebenen Graphen irgendeine Variablen-
belegung des Graphen existiert, sodass dieser als KripkeFrame die Formel erfiillt.



Der Programmteil um FormulaGenerator umfasst den ersten Teil des Zusam-
menarbeitens der bisher genannten Programmteile mit dem Ziel, alle moglichen
modallogischen Formeln bestimmter Grofle zu generieren. Da dies bei grofieren
Formeln ziemlich viel Zeit in Anspruch nehmen kann, wurde durch regelmaflige
Abspeicherung aller benotigten Daten auch die Moglichkeit, dass Programm zu
unterbrechen und fortzusetzen, implementiert.

Der zweite Teil der Zusammenarbeit aller anderen Programmteile ist der Pro-
grammteil um FormulaChecker. Dieser dient dazu, mit allen generierten Formeln
nach einer Formel der in dieser Arbeit gewiinschten Form zu suchen. Ahnlich wie
bei FormulaGenerator ist auch hier die Moglichkeit implementiert, abzubrechen
und wieder fortzusetzen.



FormulaGenerator

write to file
sat_md X.dat

’TreeGenerator‘

getNextTree ()

getModalDepth ()

if (isSatisfiable())

SyntaxTree tree.isSatisfiable()

’Grathenerator‘

g:=getNextGraph()

l

KripkeFrame (g) ) if (satisfies(tree))

\

FormulaChecker

for 1<i<j<maximum generated modal depth

parse

SyntaxTree t;

formulas

sat_md_i.dat

’SyntaXTree t1 P to if (1isSatisfiable())

satmd_j.dat

formulas

write to file

possResults.dat

parse

SyntaxTree 12

Abbildung 3.1: Vereinfachte Visualisierung der Funktionsweise des in dieser
Arbeit erstellten Programms
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3.2 SyntaxTree
Syntaxbdaume

Syntaxbdume, wie sie in dieser Arbeit verwendet werden, sind Baume, die logische
Formeln représentieren. Es werden logische Operationen, Konstanten und Varia-
blen als Knoten dargestellt, wobei eine logische Operation jeweils die Knoten als
Nachfolger hat, auf welche sie angewendet wird. Konstanten und Variablen sind

die Bléatter des Baumes.

Abbildung 3.2: Syntazbaum-Reprdisentation der Formel x & T & Qy @ z

Mit Syntaxbdumen lasst sich besser arbeiten als mit Formeln im String-Format,
da sie direkt die logische Struktur der Formel reprasentieren und so erlaubten,
durch Durchlaufen des Baumes beispielsweise direkt Aussagen tiber die modale
Tiefe einer modallogischen Formel zu machen. Diese ist namlich hier die grofite
Anzahl an modalen Operatoren in einem Pfad von der Wurzel des Syntaxbaumes
bis zu einem Variablenknoten. In dem obigen Beispiel in Abbildung 3.2 kann man
also die modale Tiefe von 1 direkt ablesen.

Implementierung

Syntaxbdume wurden in SyntaxTree in Form von Knoten und Nachfolgern im-
plementiert. Ein SyntaxTree-Objekt besteht also im Wesentlichen aus einer Re-
ferenz auf den Wurzelknoten des Baumes, welcher selbst Referenzen auf seine
Nachfolger enthélt. Dies macht es vor allem einfach, Teilformeln aus einzelnen
Syntaxbdumen zu generieren. Dazu muss lediglich der Knoten des ,als letztes
auszufiithrenden Operators®, oder bei einer einelementigen Formel der Knoten
der Variablen/Konstanten, als Wurzel gewéhlt werden. Mit dem ,als letztes aus-
zufithrenden Operator® ist hier der Operator gemeint, der am schwéchsten bindet
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und am weitesten rechts in der Formel steht. Um zum Beispiel in dem Syntaxbaum
aus Abbildung 3.2 die Teilformel x ® T & Oy zu erhalten, wahlt man als Wurzel den
Knoten des & vor dem Qy, da zwar alle @ gleich stark binden, das & weiter rechts
aber durch die Formelauswertung von links zuletzt aufgerufen werden wiirde.

Um die Syntaxbaume intern darstellen zu kénnen, wurden bestimmte Symbole
gewahlt, um die einzelnen modallogischen Symbole zu reprédsentieren. Die Sym-
bole, die bei dem betrachteten Fragment der Modallogik relevant sind, wurden
folgendermaflen zugeordnet:

wird dargestellt als
wird dargestellt als
wird dargestellt als
wird dargestellt als

0<S6
= O3k +

In der Klasse SyntaxTree selber sind als niitzliche Methoden getModalDepth(),
toFormula() und isSatisfiable(int) implementiert.

Die Methode getModalDepth() sucht mit Durchlauf des Baumes durch Tiefen-
suche den langsten Pfad vom Wurzelknoten bis zu einem Variablenknoten und gibt
so die modale Tiefe des Syntaxbaumes zurtick.

Die Methode toFormula() generiert rekursiv eine zu dem Syntaxbaum
aquivalente Formel im String-Format.

Die Methode isSatisfiable(int) sucht nach einer Kripke-Struktur, welche
den Syntaxbaum erfillt. Der {ibergebene Parameter ist die maximale Grofie von
Kripke-Rahmen, in denen gesucht werden soll. Falls unter den gegebenen Bedin-
gungen keiner gefunden wird, wird falsch zuriickgegeben, ansonsten wird wahr
zurlickgegeben. Gesucht wird mithilfe der Klasse GraphGenerator, welche alle
moglichen nicht-isomorphen Graphen mit bestimmten Parametern generiert. Hier
wird jeweils die maximale Grofle der generierten Graphen eingeschrankt, der grofite
erlaubte Durchmesser wird auf die modale Tiefe der Formel gesetzt und der grofite
erlaubte Knotengrad wird auf die Anzahl an Diamanten! in der Formel + 1 gesetzt.

Der maximale Durchmesser wird auf die modale Tiefe gesetzt, da die am wei-
testen von der zu iiberpriiffenden Welt entfernte fiir die Formel relevante Welt
maximal die modale Tiefe von der zu iiberpriifenden Welt entfernt sein kann. Dies
liegt daran, dass nur maximal so viele modale Operatoren auf einzelne Variablen
der Formel angewendet werden. Da in dieser Arbeit nur reflexive Kripke-Rahmen
betrachtet werden, macht die hier verwendete Abwandlung der modalen Tiefe auch
keinen Unterschied, da jede Welt mindestens sich selbst als Nachfolgerwelt hat und
somit in allen Welten 0T = T gilt.

IFiir die Suche nach Formeln der der Aufgabenstellung entsprechenden Form wurden hier von
den modallogischen Operatoren nur ¢ in den Bdumen benutzt, da mit Oy = =0—p und
- = ¢ & T alle modalen Formeln, die O enthalten, iiber {&, T} auch ohne O dargestellt
werden koénnen.
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Der maximale erlaubte Knotengrad wird auf die Anzahl an Diamanten in der
Formel + 1 gesetzt, da es, um eine Formel ¢ zu erfiillen, reicht, wenn es eine Nach-
folgerwelt gibt, in der ¢ erfiillt ist. Damit muss die Anzahl der Nachfolgerwelten
einer Welt, abgesehen von sich selbst, maximal gleich der Anzahl der Diamanten
sein, die hochstens auf eine Teilformel in ihr angewendet werden kénnen. Dafiir ist
die Anzahl an Diamanten in der Formel 4 1 eine obere Grenze.

Fiir diese Graphen wird dann jeweils ein Kripke-Rahmen erstellt, fiir welchen
eine Variablenbelegung gesucht wird, die die Formel erfiillt.

3.3 Parser

Fiir das Parsen von Formeln im String-Format zu Syntaxbaumen wurde ein Top-
Down-Parser nach der Methode des rekursiven Abstieges verwendet. Die Funkti-
onsweise und die Erstellung dieses Parsers sind [Parchmann 2011 entnommen.
Fiir den Parser wurde die folgende LL(1)-Grammatik gewihlt:

{{S,5", V}{(,),0,0,var, 1,3},
IS5 (9)8",
S — 08,

S — s,

S — varVs’,
S — 15,

S — @S,

S — e,

V — varV,
V — e},

S}

Hierbei steht das Terminal 1 fiir die Konstante T, das Terminal var fiir ein Sym-
bol, das in einem Variablennamen vorkommen kann und das Terminal ¢ fir das
leere Wort. Diese Grammatik erzeugt alle Formeln des gewiinschten Fragments der
Modallogik mit den Einschrénkungen, dass ein Variablenname nicht mit 1 begin-
nen darf und keines der anderen Terminalsymbole enthalten darf. Auflerdem muss
hier noch eingeschriankt werden, dass das Symbol $ nicht in den Formeln enthalten
sein darf, da $ einerseits im Parsing-Algorithmus benotigt wird und andererseits
an spaterer Stelle verwendet wird, um Formeln sicher in eine Datei abzuspeichern.
Im Programm wird der Parser mit der Klasse RecursiveDescentParser initia-
lisiert und erlaubt den Aufruf der Methode parse(String), welche einen String
iibergeben bekommt und, sofern der tibergebene String eine fiir das gewiinschte
Fragment valide Formel unter den gegebenen Einschrankungen ist, einen reprasen-
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tativen Syntaxbaum zuriickgibt. Ist der ibergebene String keine valide Formel, so
wird null zuriickgegeben.

3.4 TreeGenerator

Die Klasse TreeGenerator dient dazu, alle nicht-isomorphen Baume mit bestimm-
ten Eigenschaften zu erzeugen. Hierfiir wird das Programm gentreeg aus [nauty
& Traces| aus dem Paper [McKay, Piperno 2014] verwendet, welches alle unge-
richteten, ungewurzelten, nicht-isomorphen Bidume mit bestimmten Eigenschaften
generiert. Der Algorithmus aus Abbildung 3.3 ist eine vereinfachte Form des Al-
gorithmus’, der im Programm zur Generierung von fiir die Belange dieser Arbeit
brauchbaren Bédumen verwendet wird.

1 Rufe gentreeg mit gewiinschten Parametern auf;

2 forall von gentreeg erzeugte, ungerichtete, ungewurzelte Biume t do

3 forall mdgliche gewurzelte Varianten t, von t do

4 Weise jedem Knoten mit Ausgangsgrad 1 das Symbol ¢ zu und
jedem Knote mit Ausgangsgrad 2 das Symbol &;

5 (Teile die Blattknoten von ¢, in Variablen und Konstanten ein)
forall Einteilungen der Blattknoten in die Mengen V (Variablen)
und K (Konstanten) do

6 forall unterschiedliche Mengenpartitionen Py = {p1,...,pn} der

Knoten in V do
7 for i =1,...,ndo
weise allen Knoten aus p; die Variable x; zu;
return ¢,;
10 end
11 end
12 end
13 end
14 end

15 return null;

Abbildung 3.3: Algorithmus: Generiere brauchbare Biume (vereinfacht).

Der Algorithmus in der Implementierung funktioniert analog zum Algorithmus
aus Abbildung 3.3 mit dem Unterschied, dass er sich seinen Zustand bei einem
return merkt und dann beim néchsten Aufruf da weitermacht, wo er zuvor auf-
gehort hat. Man kann sich vorstellen, dass der Algorithmus im Programm genau-
so funktioniert wie der Algorithmus aus Abbildung 3.3 mit dem Zusatz, dass er
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anstatt bei return ¢, in Zeile 9 zu terminieren, dort lediglich anhalt und beim
nachsten Aufruf dort weitermacht.

Um in Zeile 3 alle moglichen gewurzelten Varianten eines ungerichteten, un-
gewurzelten Baumes zu erhalten, wird iiber alle Knoten des Baumes iteriert. Da
sowohl @ als auch ¢ als Wurzel in Frage kommen, kénnen alle Knoten mit Grad
1 oder 2 als Wurzel angenommen werden. Also wird fiir jeden solchen Knoten der
ungerichtete Baum gewurzelt.

Fiir die Einteilungen der Blattknoten in Variablen und Konstanten in Zeile
5 wird jede mogliche solche Einteilung vorgenommen. Dies geschieht tiber das
Hochzéhlen einer Bindrzahl, deren Léange gleich der Anzahl der Blattknoten des
Baumes ist. Jedem Blattknoten wird dann ein Index zwischen 0 und der Lénge
der Binarzahl - 1 zugeordnet. AnschlieBend werden fiir jeden Wert der Binérzahl
von 000...0 bis 111...1 jeweils die Werte an den einzelnen Stellen der Binéarzahl
ausgelesen. Ist an Stelle i der Wert 0, so wird der Blattknoten mit dem Index i
den Variablen zugeordnet. Ist er 1, so wird der Blattknoten den Konstanten zuge-
ordnet.

Um in Zeile 6 alle unterschiedlichen Mengenpartitionen der Variablen zu erhal-
ten, wird der dafiir vorgesehene Algorithmus aus [Knuth 2004] verwendet.

3.5 KripkeFrame

Die Klasse KripkeFrame dient dazu, Kripke-Rahmen und Kripke-Strukturen im
Programm zu représentieren. Dies wird im Wesentlichen durch

- einen Graph in Form einer Adjazenzmatrix,
- einer Liste von Variablen und

- einer Map mit den Variablen als Schliissel und den Welten, in denen
sie gesetzt sind, als Werte

realisiert.

Abgesehen von Helfer-Methoden ist in der Klasse KripkeFrame noch die Metho-
de evaluate(SyntaxTree, int) implementiert. Sie tiberpriift, ob der iibergebene
Syntaxbaum in der iibergebenen Welt erfiillt ist. Dies geschieht tiber den Algorith-
mus aus Abbildung 3.4.
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Algorithmus: evaluate
Umgebung: Kripke-Struktur K = (W, R, V)
Parameter: Syntaxbaumknoten Node, Integer World

© 0 N 0 ok W =

W W ON N NNDNDNNDNNDNNDNNDN R B R e e e e e e e
= © © ® N 6 KA W N R O © W N O A W N = O

Definiere Tree := der Syntaxbaum mit Node als Wurzel;
Definiere Root := die Wurzel von T'ree;
switch Symbol von Root do

case ¢ do
forall Welten w mit (World,w) € R do
if evaluate(Nachfolger von Root, w) gibt wahr zurick then
‘ return wahr;
end
end
return falsch,;
end
case [l do
forall Welten w mit (World,w) € R do
if evaluate(Nachfolger von Root, w) gibt falsch zurick then
‘ return wahr;
end
end
return wahr;
end
case @ do
Definiere N; := der linke Nachfolger von Root;
Definiere N, := der rechte Nachfolger von Root;
if (evaluate(N;, world) gibt wahr zurick und
evaluate(N,, world) gibt falsch zurick) oder
(evaluate(N;, world) gibt falsch zurick und
evaluate(N,, world) gibt wahr zurick) then
‘ return wahr;
else
‘ return falsch;
end
end
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32 case Variable do

33 if Root ist gesetzt in world then
34 ‘ return wahr;

35 else

36 ‘ return falsch;

37 end

38 end

39 case Konstante do

40 if Root ist wahr then
a1 ‘ return wahr;

42 else

43 ‘ return falsch;

44 end

45 end

46 end

Abbildung 3.4: Algorithmus: Priife, ob Formel ¢, reprasentiert durch
Syntaxbaum T'ree in Kripke-Struktur K erfiillt ist.

3.6 GraphGenerator
Implementierung

Die Klasse GraphGenerator dient dazu, alle nicht-isomorphen Graphen mit be-
stimmten Eigenschaften zu generieren. Diese werden dazu verwendet, Kripke-
Rahmen zu erzeugen, um spéter herauszufinden, ob bestimmte modallogische For-
meln erfiillbar sind. Um diese Graphen zu generieren, werden die Programme geng
und watercluster?2 aus [nauty & Traces| aus dem Paper [McKay, Piperno 2014]
verwendet. geng generiert nicht-isomorphe Graphen mit bestimmten Eigenschaften
und watercluster2 generiert alle nicht-isomorphen gerichteten Versionen dieser
Graphen mit bestimmten Eigenschaften. Insgesamt funktioniert die Graphgenerie-
rung von GraphGenerator nach folgendem Algorithmus:
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Rufe geng mit den gewiinschten Parametern auf;

-

2 while es gibt noch unbenutzte, von geng generierte Graphen g, do

3 Rufe watercluster2 mit den gewiinschten Parametern auf und
iibergebe g,;

4 while es gibt noch unbenutzte, von watercluster2 generierte Graphen
g do

5 mache g, reflexiv;

6 if g, hat alle gewiinschten Figenschaften then

7 return g,

8 end

9 end

10 end

11 return null;

Abbildung 3.5: Algorithmus: Generiere alle nicht-isomorphen Graphen mit
bestimmten Eigenschaften. (vereinfacht)

Um Graphen in Zeile 5 des Algorithmus’ reflexiv zu machen, wird von jedem
Knoten eine Kante zu sich selbst hinzugefiigt. geng generiert Graphen durch obere
Dreiecksmatrizen von Adjazenzmatrizen und damit nur ungerichtete Graphen ohne
Kanten zu sich selbst. Daher haben die von watercluster2 generierten Graphen
auch keine Knoten mit Kanten zu sich selbst. Somit entsteht hierdurch auch keine
Redundanz.

Die in Zeile 6 gewiinschten Eigenschaften hdngen von der Eingabe ab, also von
den Parametern, mit denen der Algorithmus aufgerufen wird. Wenn beispielswei-
se Kripke-Rahmen der Rahmenklasse S4 untersucht werden sollen, dann muss an
dieser Stelle auf Transitivitdt der Graphen gepriift werden. Dies geschieht iiber
eine Matrizenmultiplikation der Adjazenzmatrix des Graphen mit sich selbst. Da
die Adjazenzmatrix die Erreichbarkeit von Knoten in einem Schritt darstellt, re-
préasentiert ihr Quadrat die Erreichbarkeit von Knoten in zwei Schritten. Der be-
trachtete Graph ist genau dann transitiv, wenn an jeder Stelle im Quadrat der
Adjazenzmatrix des Graphen nur genau dann ein Wert ungleich Null steht, wenn
an der gleichen Stelle in der Adjazenzmatrix selber ein Eintrag ungleich Null steht.
Eine andere Eigenschaft, die an dieser Stelle iberpriift werden kann, ist der Durch-
messer des Graphen. Falls an GraphGenerator ein Maximum fiir den erlaubten
Durchmesser iibergeben wurde, so werden mit dem All-pairs shortest path Al-
gorithmus [APSP/wiki| die kiirzesten Pfade zwischen allen Knoten des Graphen
berechnet, wovon der léngste gleich dem Durchmesser des Graphen ist.
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Schwierigkeiten

Die Klasse GraphGenerator macht bei der Ausfiihrung des gesamten Programms
leider einige Probleme. Dies hédngt damit zusammen, dass das Programm
watercluster2 bei manchen Eingaben allem Anschein nach nicht einwandfrei
funktioniert.

Bei der verwendeten Windows-Kompilation des Programmes tiber [cygwin]
fiihren einige Eingaben (z.B. CU oder @') zu Fehlern. Diese haben zur Folge,
dass unter Windows nicht alle nicht-isomorphen Graphen generiert werden.

Ein Problem, das sowohl bei der Linux- als auch bei der Windows-Kompilation
entsteht, ist, dass das Programm watercluster2 bei einigen Folgen von Einga-
ben (z.B. CE gefolgt von @!) eine volle CPU-Auslastung hervorruft und nichts
ausgibt. Das fiihrt dazu, dass das hier erstellte Programm vor allem bei der Linux-
Kompilation an einigen Stellen anhalt und nicht weiterlauft. Dies lasst sich zwar
durch Terminieren und Wiederstarten des Programmes umgehen, ist aber trotz
allem nicht wiinschenswert.

Um diese Probleme zu losen muss ein anderes Programm als watercluster?2
gefunden oder entwickelt werden, welches die Aufgabe l6sen kann, alle nicht-
isomorphen gerichteten Varianten eines ungerichteten Graphen zu generieren.

3.7 FramelLabeler

Der Programmteil FrameLabeler dient dazu, einen Kripke-Rahmen so mit Varia-
blenbelegungen zu ergéinzen, dass die daraus resultierende Kripke-Struktur eine
iibergebene modallogische Formel erfiillt, falls das moglich ist. Zu diesem Zweck
wurde zunéchst ein Backtracking-Algorithmus entwickelt, welcher die iibergebene
Formel durch gezielte Variablenbelegungen auf dem Kripke-Rahmen zu erfiillen
versucht. Es hat sich herausgestellt, dass die Rekursionstiefe des Algorithmus’ zu
hoch war, um in dem in dieser Arbeit erstellten Programm zu funktionieren. Im
Folgenden wird erlautert, wie der urspriingliche Algorithmus funktioniert, warum
er hier nicht anwendbar ist und wie der dann verwendete BruteForce-Algorithmus
funktioniert.

3.7.1 Backtracking

Die Idee dieses Algorithmus’ war es, eine gegebene Formel in einer gegebenen
Welt eines gegebenen Kripke-Rahmens durch geschickte Variablenbelegungen des
Rahmens zu erfiillen.

1CU und @ sind hier Kodierungen von ungerichteten Graphen im in [nauty & Traces] verwen-
deten graph6-Format.
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Er sollte den Syntaxbaum der iibergebenen Formel in Praordnung (also jeweils
zuerst die Wurzel und dann deren Nachfolger von links nach rechts) durchgehen
und in Abhangigkeit der Knoten Variablen im Kripke-Rahmen in einzelnen Welten
setzen oder verbieten. Die Herausforderung bei diesem Algorithmus war es, Va-
riablen fiir ¢ und [0 Knoten des Syntaxbaumes korrekt zu setzen. Grundsétzlich
funktionierte der Algorithmus wie in Abbildung 3.6 dargestellt.

Parameter: Syntaxbaumknoten Node, KripkeFrame Frame, Integer World

1 if Frame ist null then
2 ‘ return null;
3 end
a switch Symbol von Node do
5 case © do
Mache linken Nachfolger von Node wahr und rechten falsch in
World;
if es gibt einen KripkeFrame F der das erfillt then
‘ return F;
end
10 Mache rechten Nachfolger von Node wahr und linken falsch in
World,
11 if es gibt einen KripkeFrame F der das erfillt then
12 ‘ return F;
13 end
14 return null;
15 end
16 case [l do
17 Mache Nachfolger von Node in allen benachbarten Welten von
World wahr;
18 if es gibt einen KripkeFrame F, der das erfillt then
19 ‘ return F'
20 end
21 return null;
22 end
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23
24

25
26
27
28
29
30
31
32

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

43
44
45
46
47
48
49

case ¢ do
Mache Nachfolger von Node in mindestens einer benachbarten Welt
von World wahr;
if es gibt einen KripkeFrame F, der das erfillt then
‘ return F'
end
return null;
nd
ase Variable do
if Node ist in World nicht als falsch markiert then
Mache Node in World wahr und fithre den Algorithmus beim
nédchsten Syntaxbaumknoten in Préordnungsdurchlauf aus;
Sei F' der dadurch entstandene KripkeFrame;
if F' ist ungleich null then
‘ return [
end

o O

end
return null;

end

case Konstante do

if Node ist wahr in World then

Fiithre den Algorithmus beim nachsten Syntaxbaumknoten in
Préordnungsdurchlauf aus;

Sei F' der dadurch entstandene KripkeFrame;

if F' ist ungleich null then
‘ return [

end

end
end

end

Abbildung 3.6: Algorithmus label: Belege KripkeFrame Frame so mit

Variablen, dass der Syntaxbaum mit Node als Wurzel in Welt
World erfillt ist.

Da in diesem Algorithmus auch Teilformeln nicht erfillt werden mussten, wurde
zusétzlich der Algorithmus aus Abbildung 3.7 benétigt.
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Parameter: Syntaxbaumknoten Node, KripkeFrame Frame, Integer World

© 00 N O Uk W N =
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S - S N R -

18
19
20
21
22
23
24

25
26
27
28
29

if Frame ist null then

| r
end
swit
C

e
(&

o O

e

eturn null;

ch Symbol von Node do
ase @ do
Mache linken und rechten Nachfolger von Node wahr in World;
if es gibt einen KripkeFrame F der das erfillt then
‘ return F;
end
Mache linken und rechten Nachfolger von Node falsch in World,
if es gibt einen KripkeFrame F der das erfillt then
‘ return F
end
return null;
nd
ase [J do
Mache Nachfolger von Node in mindestends einer benachbarten
Welt von World falsch;
if es gibt einen KripkeFrame F, der das erfillt then
‘ return F;
end
return null;
nd
ase ¢ do
Mache Nachfolger von Node in allen benachbarten Welten von
World falsch;
if es gibt einen KripkeFrame F, der das erfillt then
‘ return F;
end
return null;
nd
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30 case Variable do

31 if Node ist in World nicht gesetzt then

32 Markiere Node in World als falsch und fithre den Algorithmus
beim néchsten Syntaxbaumknoten in Praordnungsdurchlauf
aus;

33 Sei F' der dadurch entstandene KripkeFrame;

34 if F' ist ungleich null then

35 ‘ return [

36 end

37 end

38 return null;

39 end

40 case Konstante do

41 if Node st falsch in World then

42 Fiihre den Algorithmus beim néchsten Syntaxbaumknoten in
Praordnungsdurchlauf aus;

43 Sei F' der dadurch entstandene KripkeFrame;

44 if F' ist ungleich null then

45 ‘ return F’;

46 end

a7 end

48 end

49 end

Abbildung 3.7: Algorithmus label: Belege KripkeFrame Frame so mit
Variablen, dass der Syntaxbaum mit Node als Wurzel in Welt
World nicht erfiillt ist.

Mit der Formulierung, einen Knoten wahr zu machen, wie beispielsweise in Zeile
3 des Algorithmus’ aus Abbildung 3.6, ist gemeint, dass der Teilbaum mit dem
Knoten als Wurzel in der gegeben Welt des Kripke-Rahmens erfiillt werden soll.
Dies wird durch einen rekursiven Aufruf des Algorithmus’ erledigt. Analog funk-
tioniert das natiirlich fiir das falsch-Machen eines Knotens und dem Algorithmus
aus Abbildung 3.7, indem der Teilbaum nicht erfiillt wird.

Um beispielsweise in Zeile 14 eine Teilformel in allen benachbarten Welten wahr
zu machen, reicht eine einfache Schleife, welche diese Teilformel nacheinander in
den einzelnen benachbarten Welten wahr macht, leider nicht aus. Das liegt dar-
an, dass beispielsweise die Funktionsweise, mit der die gegebene Teilformel in der
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ersten Welt wahr gemacht wird, einen Einfluss auf die Moglichkeiten haben kann,
sie in den iibrigen Welten wahr zu machen. Wenn die Teilformel in der ersten
Welt auf irgendeine Weise wahr gemacht wird, so kann es sein, dass sie in anderen
Welten nicht mehr wahr gemacht werden kann. In einer Schleife wiirde sich das
Programm nicht merken, wie diese Formel in Welt 1 wahr gemacht wurde und so
annehmen, dass die Teilformel nicht erfillbar ist, selbst dann, wenn es eine andere
Moéglichkeit gabe, die Teilformel in Welt 1 wahr zu machen, mit welcher es fiir
die restlichen Welten vielleicht doch moglich gewesen ware. Um dieses Problem
zu 16sen, wurde ein Stack implementiert, welcher speichert, in welchen Welten die
Formel noch wahr gemacht werden soll. Mit einem Stack lasst sich nun wieder
mit dem Backtracking-Verfahren arbeiten. Wenn sich also erst in einer spéteren
Nachbarwelt herausstellt, dass die Formel nicht mehr wahr zu machen ist, so kann
das Programm nach dem Backtracking-Schema wieder nach hinten ,durchreichen*
und an der letzten Stelle, an der alles funktioniert hat, weitermachen.

Diese Herangehensweise hat zwar das Problem gelost, welches durch die Ver-
wendung von Schleifen entstanden ist, allerdings erzeugt der implementierte Stack
eine starke Erhohung der Rekursionstiefe, da bei jedem modalen Operator im
unglinstigsten Fall der gesamte folgende Teilbaum fiir jede Teilmenge aller Men-
gen aus der Potenzmenge der Nachfolgerwelten iiberpriift werden muss. Die da-
durch entstehende Rekursionstiefe ist leider fiir die Belange dieses Programms zu
grof}, weshalb auf eine weniger zeiteffiziente, aber dafiir platzeffizientere Bruteforce-
Methode zuriickgegriffen wurde.

3.7.2 Bruteforce

Die Bruteforce-Variante des FrameLabeler funktioniert relativ simpel. Es wird
fiir jede mogliche Variablenbelegung des Kripke-Rahmens mit den Variablen des
gegebenen Syntaxbaumes ausprobiert, ob der Syntaxbaum in der nun mit Varia-
blen belegten Kripke-Struktur erfiillt ist. Es wird zu diesem Zweck eine Binérzahl
erstellt, deren Lénge gleich der Anzahl von Welten des Kripke-Rahmens multipli-
ziert mit der Anzahl von Variablen des Syntaxbaumes ist. Auflerdem werden die
Welten des Kripke-Rahmens und die Variablen des Syntaxbaumes jeweils nume-
riert. AnschlieBend wird die Binérzahl von 0 beginnend hochgezédhlt und bei jedem
Inkrement tiber diese iteriert. Ist der Wert der Bindrzahl an Stelle ¢ eine 1, so wird
die Variable mit dem Index (i mod (Anzahl an Variablen)) in der Welt mit dem
gesetzt.

i
Index |~Anzahl an Vam'ablenJ

Hat der Kripke-Rahmen drei Welten und der Syntaxbaum zwei Variablen, so sdhe
eine mit der Binarzahl 010111 entstehende Kripke-Struktur beispielsweise folgen-
dermaflen aus:
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X1 X1

Oan©.
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Abbildung 3.8: Kripke-Struktur, entstanden durch Anwendung des
BruteForce-Algorithmus’ auf den Kripke-Rahmen F =
({wo, wr, wa}, {(wo, wy), (wo, ws), (wa, w1)}) und einen
Syntazxbaum mit den Variablen xy und xq bei der Bindrzahl
010111.

3.8 FormulaGenerator

Die Klasse FormulaGenerator dient dazu, alle erfiillbaren Formeln mit bestimmten
Eigenschaften zu generieren. Dies findet statt, indem TreeGenerator-Objekte mit
gewiinschten Parametern erstellt werden, welche Syntaxbaume erzeugen. Diese
Syntaxbdume werden dann auf Erfillbarkeit iiberpriift und abgespeichert, falls
sie erfilllbar sind. Um alle Formeln bis zu einer gegebenen Grofie (also bis zu
einer bestimmten Anzahl an Knoten) zu generieren, wird der folgende Algorithmus
verwendet:
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Parameter: Maximale Baumgrofle Size

1 for i = 1,...,5ize do

2 erstelle TreeGenerator 7'G mit Parametern maximaler Knotengrad: 3
und maximale Grofle: i;

3 forall durch TG generierte Biume T do

4 if T ist erfiillbar then

5 Definiere M D := modale Tiefe von T7;

6 Definiere Formula := Formel, welche T représentiert;

7 if sat_md_M D.dat enthdlt $Formula$ noch nicht then

8 ‘ Schreibe $Formula$ nach sat_md_M D.dat;

9 end

10 end

11 end

12 end

Abbildung 3.9: Algorithmus: Generiere alle Formeln bis zu einer iibergebenen
Grofe.

Die $-Symbole, die in Zeile 7 vor und nach der Formel stehen, dienen dazu, zu
erkennen, ob eine Formel vollstédndig in die Datei geschrieben wurde. Das imple-
mentierte Programm hat die Funktion, abzubrechen und spéter weiterzumachen;
wenn es also abgebrochen wird, wiahrend gerade in die Datei geschrieben wird,
dann gibt es in der Datei eine Zeile, welche nicht mit $ beginnt und endet. Da diese
Formel aller Wahrscheinlichkeit nach nicht korrekt in die Datei geschrieben wur-
de, wird vor dem Wiederaufruf des Algorithmus zunéchst die cleanup ()-Methode
ausgefithrt. Diese iiberpriift in allen Dateien, in denen Formeln gespeichert sind, ob
jede Zeile mit $ beginnt und endet. Ist das in einer Zeile nicht der Fall, wird diese
Zeile geloscht. Nach dem Aufruf von cleanup() werden dann zuerst alle iibrigen
Formeln des letzten benutzen TreeGenerator generiert, bevor dann analog zu dem
Algorithmus aus Abbildung 3.9 weitergeneriert wird. Um das Weitermachen des
Programms zu erméglichen, wird das FormulaGenerator-Objekt alle fiinf Sekun-
den serialisiert, es werden also alle relevanten Informationen des Objektes abge-
speichert. Dies wird abwechselnd in zwei Dateien gemacht, da so auch bei einem
Programmabbruch wahrend des Serialisierens noch eine valide Datei vorhanden
ist.
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3.9 FormulaChecker

Die Klasse FormulaChecker dient dazu, in allen generierten Formeln nach Formeln
der gewiinschten Form zu suchen, also nach erfiillbaren Formeln ¢ und v mit
md(p) # md(y) und ¢ @ 9 ist unerfillbar. Dies geschieht folgendermaflen:

1 Definiere max M D := die maximale modale Tiefe, fiir die schon Formeln
generiert wurden.;

2 for i = 1,....mazMD do

3 Sei f1 die Datei sat_md_i.dat;

4 if f1 existiert then

5 for j = i+1,....maxMD do

6 Sei f2 die Datei sat-md_j.dat;

7 if f2 existiert then

8

9

forall Formeln ¢ aus f1 do
forall Formeln v aus f2 do

10 if o ® ¢ ist unerfillbar then
11 ‘ Schreibe $¢ + ¥$ nach possResults.dat;
12 end
13 end
14 end
15 end
16 end
17 end
18 end

Abbildung 3.10: Algorithmus: Suche in allen generierten Formeln nach Formeln
der gewiinschten Form.

Ahnlich wie bei der Klasse FormulaGenerator ist auch hier die Funktionalitét
implementiert, die Uberpriifung der Formeln anzuhalten und dort, wo zuletzt an-
gehalten wurde, weiterzumachen. Dazu werden alle relevanten Daten wieder ab-
wechselnd in zwei unterschiedliche Dateien geschrieben, sodass immer zumindest
die &ltere der beiden Dateien valide Daten enthélt.

Die in Zeile 11 in die Datei possResults.dat geschriebenen Formeln erfiillen
die bisher programmatisch vorausgesetzten Bedingungen. Jedoch sind durch die-
se Bedingungen nicht unbedingt alle gewtinschten Eigenschaften erfiillt. Wegen
md(x®xz) =1, 2@z = L und md(L) = 0 gibt es Formeln, die zwar formal die
gegebenen Eigenschaften erfiillen, tatsdchlich aber nicht der gewtinschten Form
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entsprechen.

Um dieses Problem zu lésen kénnte man ein Unterprogramm entwickeln, wel-
ches nach Uberpriifung aller generierten Formeln iiber alle in possResults.dat
gespeicherten Formeln der Form ¢ @ 1 iteriert, und tiberpriift, ob die Formeln der
gewlinschten Form entsprechen. Dies konnte realisiert werden, indem jeweils die
Syntaxbdume der Formeln ¢ und i generiert werden und anschlieBend versucht
wird, beide zu minimieren. Diese Minimierung konnte beispielsweise umgesetzt
werden, indem zunachst iiber alle schwach zusammenhédngenden, nur aus &-Knoten
bestehenden Teilgraphen der einzelnen Syntaxbdume iteriert wird. Dabei konnte
man jeweils die Vereinigung aller Nachfolger der Knoten eines Teilgraphen bilden,
welche keine @-Knoten sind. Die durch die Elemente dieser Teilmenge gewurzel-
ten Teilbaume miissten dann paarweise auf Gleichheit tiberpriift werden. Falls zwei
dieser Teilbaume sich gleichen, miissten diese beiden dann aus der Vereinigung ent-
fernt werden und durch einen neuen Knoten mit dem konstanten Wert L ersetzt
werden. Aufgrund der in Kapitel 3.6 genannten Schwierigkeiten war ich zeitlich
leider nicht mehr in der Lage, diesen Algorithmus noch zu implementieren.

Man koénnte auflerdem noch mehrere bessere Reihenfolgen, in denen Formeln
iiberpriift werden, implementieren. Im zeitlich beschrankten Rahmen dieser Arbeit
habe ich dafiir bisher nur die Methode checkAddedDiamonds() implementieren
konnen, welche bei allen generierten Formeln ¢ priift, ob ¢ & Q¢ unerfiillbar ist. Da
die erzeugten Formeln ¢ erfiillbar sind, sind auch jeweils die Formeln (¢ erfillbar,
somit wére ein unerfillbares ¢ & Q¢ ein Ergebnis der gewiinschten Form.

3.10 Ausfithrung und Anwendungshinweise
Anwendung

Das erstellte Programm kann mit unterschiedlichen Parametern aufgerufen wer-
den. Um es iiber die Konsole zu starten, muss man sich im Ordner bin befinden
und das Programm dort folgendermaflen aufrufen:

java io.I0 <Parameter>

Ein Aufruf des Programms mit dem ersten Parameter gen generiert Formeln, wel-
che dann im Ordner serlializationFiles gespeichert werden. Zuséatzlich miissen
hier noch die maximale Grofle der zu generierenden Formeln, die maximale Grofle
der Kripke-Rahmen, auf denen die Erfiillbarkeit der Formel iiberpriift werden soll,
und die Rahmenklasse (T oder S4), in der die generierten Formeln erfiillbar sein
sollen, angegeben werden. Ein Beispiel fiir die Parameter eines Aufrufs fiir maxi-
male Formelgrofle 5, maximale Rahmengrofie 6 und die Rahmenklasse T wiére:
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gen 5 6 t

Wenn in schon generierten Formeln nach Formeln der gewiinschten Form gesucht
werden soll, dann muss das Programm mit dem ersten Parameter check aufgerufen
werden. Falls Formeln, die unter den gegebenen Parametern die gewiinschte Form
erfiillen, gefunden werden, so werden sie im Ordner serializationFiles in der
Datei possResults.dat gespeichert. Hier miissen dann als zusétzliche Parame-
ter nur noch die maximale Grofle von Kripke-Rahmen, in denen die Erfiillbarkeit
iiberpriift werden soll, und die gewiinschte Rahmenklasse tibergeben werden. Ein
Beispiel mit maximaler Rahmengrofie 4 und Rahmenklasse S4 ware:

check 4 s4

Sowohl bei der Generierung als auch bei der Uberpriifung von Formeln tiberpriift
das Programm zunéchst, ob es schon vorher einen Aufruf mit dem angegebenen
Zweck (check oder gen) gab. Ist das der Fall, so wird aus dieser Datei das ab-
gespeicherte Objekt geladen und es wird an der Stelle, an der es aufgehort hat,
weitergemacht. Ist dies nicht der Fall, so startet das Programm von vorne mit der
Formelgenerierung oder -iiberpriifung unter den angegebenen Parametern.

Da das Programm zunéchst iberpriift, ob noch Dateien von bisherigen Aufru-
fen existieren, ist es erforderlich, wenn das Programm von vorne laufen soll, die
Dateien checkerData0.dat, checkerDatal.dat, FormulaGenerator0.dat und
FormulaGeneratorl.dat aus dem Ordner serlializationFiles zu loschen.

Schnittstellen zu Hilfsprogrammen

Fiir diese Arbeit wurden Hilfsprogramme aus [nauty & Traces] und das Programm
[showg] verwendet. [showg] dient dazu, die in [nauty & Traces] verwendeten For-
mate zu dekodieren, wihrend [nauty & Traces] fir Berechnungen von Graphen
und Baumen benutzt wird.

Die verwendeten Programme aus |[nauty & Traces| sind gentreeg, geng und
watercluster2.

Um das Programm auf einem bestimmten Betriebssystem benutzen zu koénnen,
miissen die fiir dieses Betriebssystem kompilierten Programme jeweils im Ober-
ordner src und bin in dem Ordner nauty sein. Fiir 64-Bit Linux sollte der Inhalt
von nauty also folgendermaflen aussehen:

geng, gentreeg, showg_linux64, watercluster?

Im Code muss in der Datei TreeGenerator. java in der Methode decodeSparse6
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bei der FErstellung des Process-Objektes show in der Zuweisung von
rt.exec("nauty/showg linux64 -a") der Teilstring showg linux64 durch den
Namen des jeweils benutzten showg-Programmes ersetzt werden.
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4 Ergebnisse

S4 — transitiv und reflexiv

Fiir Kripke-Rahmen der Klasse S4 wurden schon relativ friih erfiillbare Formeln
¢ und ¥ unterschiedlicher modaler Tiefe mit ¢ @ 1 ist unerfiillbar gefunden. Ein
einfaches Beispiel dafur sind die Formeln

= Qa und ¥ := O0a
und damit

© @Y = Qad Ola.

Eine Formel ¢ @ 1 ist genau dann unerfiillbar, wenn ¢ und % in allen Rah-
men_aquivalent sind. Mit den Eigenschaften von 5S4 aus Kapitel 2.3 kann man
die Aquivalenz von ¢a und OQa in S4 wie folgt zeigen.

Wegen
F = 0O0p = Op
folgt mit ¢ :=a
O0a — Oa.
Wegen
FlEe—=0p

folgt mit ¢ := Qa
(Oa) = O(Qa).

Insgesamt folgt also
Oa < OQa
und damit, dass Qa @ QOQa unerfillbar ist.

Wegen md(Qa) = 1 und md(OOa) = 2, ist dies also offenbar eine Formel der
gesuchten Form.

T — transitiv

Fir die Rahmenklasse T wurde bei den Durchldufen des Programms mit unter-
schiedlichen Parametern bisher keine Formel der gesuchten Form gefunden.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Programm erstellt, welches systematisch nach erfiill-
baren Formeln ¢ und @ unterschiedlicher modaler Tiefe aus dem Fragment der
Modallogik iiber {, T} sucht, welche die Eigenschaft haben, dass ¢®1) unerfiillbar
ist.

Zu diesem Zweck wurde neben Représentationen von Syntaxbédumen und Kripke-
Rahmen bzw. Kripke-Strukturen ein Parser implementiert, welcher modallogische
Formeln im String-Format in Syntaxbdume konvertiert. Des Weiteren wurde ein
Algorithmus entwickelt, welcher mithilfe von Programmen aus [nauty & Traces| al-
le nicht-isomorphen Graphen mit bestimmten Eigenschaften erzeugt. AnschlieSend
wurde dann ein Algorithmus entwickelt, welcher die erstellten Graphen mit Varia-
blen belegt, um Kripke-Strukturen zu erhalten, in denen gegebene Formeln erfiillt
sind. Aulerdem wurde ein Algorithmus entwickelt, welcher mithilfe von Program-
men aus [nauty & Traces] alle Formeln mit bestimmten Eigenschaften generiert.
Mit all diesen Programmteilen wurde dann schliellich ein Algorithmus entwickelt,
welcher systematisch die erstellten Formeln tiberpriift und so nach Formeln der
gewiinschten Form sucht.

Probleme gab es bei der Erstellung des Programms unter anderem dadurch, dass
der Backtracking-Algorithmus zur Variablenbelegung eines Kripke-Rahmens, um
eine gegebene Formel zu erfiillen, zu tief rekursiv war und somit in dem hier ent-
wickelten Programm nicht angewendet werden konnte. Aus diesem Grund wurde
auf einen simpleren Bruteforce-Algorithmus zu diesem Zweck zuriickgegriffen. Ein
weiteres Problem trat beim Aufruf des verwendeten Programms watercluster?2
aus [nauty & Traces| auf. Bei bestimmten Eingaben funktionierte dies nicht wie
gewlinscht. Dieses Problem konnte nur behelfsmaflig gelost werden, indem das
Programm neu gestartet wird, wenn ein solcher Fehler auftritt.

Bisher wurden fiir die Rahmenklasse S4 Formeln der gewtnschten Form gefun-
den. Ein Beispiel dafiir sind ¢ = ¢a und ¢ = {<{Qa. Die beiden einzelnen Formeln
sind in S4 erfillbar und haben eine unterschiedliche modale Tiefe. In S4 sind die
beiden Formeln auflerdem dquivalent, wodurch deren ,exklusives Oder”, also ¢ &1,
in S4 unerfiillbar ist.

Fir T wurden bisher allerdings keine solchen Formeln gefunden, also ist noch
nicht sicher, ob es sie gibt. Wenn es sie gébe, dann miisste es zwei erfiillbare modal-
logische Formeln ¢ und 1 geben, die eine unterschiedliche modale Tiefe haben und
deren ,exklusives Oder* unerfiillbar ist. Damit miissten ¢ und v in T dquivalent
sein. Ich nehme an, dass solche Formeln fiir T nicht existieren, bin aber bisher
nicht in der Lage, ihre Existenz zu widerlegen.

In Zukunft konnten die in dem hier erstellten Programm noch bestehenden Pro-
bleme dadurch gelost werden, dass ein anderes Programm zur Erstellung von nicht-
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isomorphen gerichteten Varianten eines ungerichteten Graphen verwendet wird.
Des Weiteren kénnte ein Programm entwickelt werden, welches bei allen moglichen
Ergebnissen iiberpriift, ob sie tatsédchlich der gewiinschten Form entsprechen, in-
dem beispielsweise Teilformeln wie ¢ & ¢ zu L minimiert werden.

Das hier erstellte Programm koénnte zukiinftig (ggf. in erweiterter Form) einge-
setzt werden, um Annahmen zur Erfiillbarkeit auf dem modallogischen Fragment
tiber {®, T} genauer zu betrachten und moglicherweise zu bestétigen oder zu wi-
derlegen. Des Weiteren konnte das Programm auch um weitere logische Operato-
ren erweitert und so auch fiir weitere Bereiche der Modallogik angewendet werden.
Auflerdem konnte das Programm in Abhéngigkeit der jeweiligen Fragestellung um
bessere Reihenfolgen, in denen die generierten Formeln iiberpriift werden, erweitert
werden.
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