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1 Einleitung

Die Frage, ob die Komplexititsklassen P und NP gleich sind, ist eines der groiten ungelosten
Probleme in der theoretischen Informatik. Um Gleichheit zu zeigen wiirde es reichen, dass
ein NP-schweres Problem (ein Problem, dass mindestens so schwer ist, wie alle anderen
Probleme in NP) in Polynomialzeit, das heif3t effizient, 16sbar ist. Gleichheit dieser Klassen
wiirde bedeuten, dass alle Probleme aus NP in Polynomialzeit 16sbar wiren [13]. Da diese oft
praktische Anwendung haben, konnte das moglicherweise zu gro3en Effizienzsteigerungen
fiihren. Aber auch zu Problemen, da wichtige Kryptographieverfahren wie das RSA-Verfahren
[11]] darauf basieren, dass bestimmte Probleme in NP, nicht effizient 16sbar sind.

Im Jahr 2021 zeigten Sagnik Saha und Erik D. Demaine, dass das Puzzlespiel ZHED [35]
NP-vollstindig ist, in dem sie das Problem Planar Monotone Rectilinear 3SAT (RPM-3SAT)
auf ZHED reduzierten [12].

Ziel dieser Arbeit soll sein, die von Saha und Demaine vorgestellte Reduktion nachzuvoll-
ziehen und diese konkret auf ihre Laufzeit und Korrektheit zu untersuchen. Dafiir sollen die in
[12] verwendeten Bausteine, auch Gadgets genannt, vorgestellt und erldutert werden, warum
sich diese in Polynomialzeit bilden und zusammenfiigen lassen.

AuBerdem soll ein Programm geschrieben werden, dass ein gegebenes Problem aus RPM-
3SAT in ein ZHED-Spiel umwandelt. Anhand dessen soll veranschaulicht werden, dass
das entstehende ZHED Spiel genau dann eine Losung hat, wenn die zugrunde liegende
RPM-3SAT Formel erfiillbar ist.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden Definitionen und Fachbegriffe, die fiir diese Arbeit wichtig sind,

eingefiihrt.

2.1 NP-Volistandigkeit

Bevor wir iiber den Begriff der NP-Vollstiandigkeit sprechen, fithren wir zuerst ein paar andere
Begrifflichkeiten ein. Die Definitionen sind angepasst nach Standartliteratur [4, [13]].

Sei X eine endliche Menge von Symbolen und X* die Menge endlicher Aneinanderreihun-
gen, auch Worter genannt, von Symbolen aus 2. Eine Sprache L ist eine Teilmenge von X*, es
wird gesagt L ist eine Sprache iiber das Alphabet X.

Eine deterministische Turingmaschine (DTM) ist wie folgt definiert.

Definition @1. Eine DTM ist ein 6-tuple M = (Z,T, 9, 29, A, V), wobei

e Z — Menge der Zustinde,

I' — Menge der Bandsymbole,

6: ZxT — ZxT x{L,R, N}, die Ubergangsfunktion,

Zo — Startzustand,

A — Menge der akzeptierenden Zustéinde,
e V — Menge der verwerfenden Zustinde.

Eingaben werden von einer DTM genau dann akzeptiert, wenn die Folge von Ubergangs-
funktionen, die sich aus der Eingabe ergeben, zu einem z € A fiihrt.
Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) unterscheidet sich von einer DTM nur

in ihrer Ubergangsfunktion
0: ZXT - P(ZXT x{L,R,N}).

Turingmaschinen, die eine Sprache L entscheiden, halten genau dann, wenn die Eingabe
w ein Element in L ist, auf einem akzeptierenden Zustand. Liegt w nicht in L hilt die

Turingmaschine auf einem verwerfenden Zustand.



Die Anzahl der Schritte, die eine Turingmaschine benétigt um zu halten beschreiben wir

mit der Zeitkomplexitit. Vor dieser fithren wir aber noch die O-Notation ein:

Definition [2}2. Seinen f und g Funktionen mit f, g: N — R*. Dann ist

< 00,

F(n) € O(g(n)) < lim sup - E”)

n—o0 n

Zuriick zur Zeitkomplexitit, fiir die wir eine monoton wachsende Funktion in den natiirli-

chen Zahlen betrachten. Und beschreiben die Komplexititsklasse als:

Definition [2/3. Sei 7: N — N eine monotone wachsende Funktion und n die Léinge der
Eingabe. Die Komplexititsklasse TIME(#(n)) ist die Menge aller Sprachen, die von einer
DTM in maximal O(#(n)) Schritten entschieden wird.

Fiir die NTM existiert eine entsprechende Komplexititsklasse NTIME(#(n)), bei der die
DTM gegen eine NTM ausgetauscht ist.
Eine spezielle Komplexititsklasse ist die Klasse NP.

Definition 4. NP = Uyerr NTIME ().

Eine Sprache liegt in NP, wenn sie in Polynomialzeit von einer NTM entschieden werden
kann.

Fiir die Klasse NP ist auch der Begrift des Verifizierers wichtig.

Definition @S. Ein Verifizierer fiir eine Sprache L C X* ist eine TM M, wobei
L = {w € X" | M akzeptiert (w, ¢) fur ein Zertifikat c}.

Damit kann dann eine alternative Definition fiir die Klasse NP aufgestellt werden.

Satz[2}6. Sei L ein Sprache. Dann gilt
L € NP & L hat einen Verifizierer, der in Polynomialzeit l14uft.

Beweis: Sei M eine DTM und V ein Verifizierer.
"=" Das Zertifikat ist ein Pfad im Berechnungsbaum von M. Dann simuliert V, M mit dem
Zertifikat.

" 2

= M rit im nicht deterministischen Teil das Zertifikat und simuliert dann V.

O

In dieser Arbeit wird es wichtig sein Sprachen auf einander zu reduzieren, das bedeutet:

Definition [2}7. Seien L; C X* und L, C I'* zwei Sprachen. L, ist auf L, in Polynomialzeit

m-reduzierbar, wenn es eine in Polynomialzeit laufende Funktion f: X£* — I'* gibt, sodass



fiir jedes w € X* gilt
wel & f(w)e L.

Dies wird geschrieben als L; <P L,. Und damit kann dann der Begriff der NP-schwere

eingefiihrt werden:

Definition 2|8. Sei L, eine Sprache. Dann heifit L; NP-schwer, wenn
VI, eNP: L, <P L.

Fiir NP-schwere Probleme gilt,

Satz @.9. Sei eine Sprache L; NP-schwer, dann ist eine Sprache L, auch NP-schwer, wenn
L <P L.

Mit dem Begriff der NP-schwere und der Komplexititsklasse NP kommen wir nun zur
NP-Vollstindigkeit nach,

Definition 2}10. Eine Sprache ist NP-vollstindig, wenn sie in NP liegt und NP-schwer ist.

2.2 ZHED

ZHED [3] ist ein Puzzle Spiel aus dem Jahr 2017. Es wird auf einem quadratischen Grid mit
vier Feldertypen gespielt.

Ein Feld ist das Zielfeld und ein oder mehr Felder sind Zahlfelder, diese enthalten eine
Zahl m. Bei einem Zug kann ein Zahlfeld ausgewdihlt und nach oben, unten, rechts oder
links expandiert werden. In dieser Richtung werden die nichsten m unmarkierte Felder zu
markierten Feldern. Auflerdem gilt das Zahlfeld danach als “verbraucht” und wird ebenso
zu einem markierten Feld, wie in Abbildung dargestellt. Das Spiel ist l6sbar, wenn es
moglich ist, das Zielfeld zu markieren.



Abbildung 2.1: Darstellung eines ZHED-Spielzugs, bei dem das Zahlfeld auf Position (3, 3)
nach oben expandiert wurde.

Sei n die Anzahl an Feldern, dann konnen maximal n — 1 Felder Zahlfelder sein, da
das Zielfeld notwendigerweise vorhanden seien muss. Wenn nach jedem Zug das gesamte
Spielfeld durchlaufen und gegebenenfalls neu gebaut wird, kann ein Spiel maximal n> — n
viele Schritte haben.

Felder konnen durch ihre x- und y-Koordinaten und ihren Feldertyp genau beschrieben
werden. Dafiir sind je Feld log(n) + 2 Bits notig (log vn Bits pro Koordinate und 2 Bits fiir
den Feldertyp). Fiir ein Zahlfeld gilt m < +/n, da das Spielfeld in einer Richtung nicht mehr
Felder hat, damit brauchen wir noch pro Zahlfeld log v/ Bits.

Ein Zertifikat kann also eine Reihe Koordinaten von Zahlfeldern mit Richtungen (2 Bits)

sein. Dieses Zertifikat kann in Polynomialzeit tiberpriift werden. Damit ist ZHED in NP.

2.3 Rectilinear Planar Monotone 3SAT

In der Arbeit von Saha und Demaine [12] wird RPM-3SAT auf ZHED reduziert. In diesem
Abschnitt zeigen wir daher zunichst, dass RPM-3SAT selbst NP-schwer ist [2].

Definition 211. [3] Ein Graph ist ein 2-Tupel G = (V, E), wobei V die Menge der Knoten
und E die Menge der Kanten bezeichnet und es gilt E C V X V.

Wir teilen E auf in E; und E,, mit E; N E, = O und E, U E, = E. Die Menge der Variablen,
einer 3SAT-Formel, wird repréasentiert von E; und die Menge der Klauseln von E,. Dabei
sind die Klausel-Knoten iiber Kanten mit Variablen-Knoten verbunden, genau dann, wenn die
Klausel diese Variablen enthiilt.

Ein Graph muss folgende Eigenschaften erfiillen, um RPM-3SAT anzugehoren. Er muss
rectilinear sein, das bedeutet, er kann gezeichnet werden, sodass alle Knoten, die Variablen

reprédsentieren, in einer Reihe angeordnet sind. Die Knoten, die Klauseln reprisentieren, liegen



iiber oder unter den Variablen-Knoten.

AuBerdem muss er planar sein, es existiert also eine Darstellung des Graphen, bei der
sich keine Kanten kreuzen. Jede planare 3SAT-Formel kann so angeordnet werden, dass sie
rectilinear ist [7,6]. Damit sind also alle Klauseln so verschachtelt, dass die Planaritit erhalten
bleibt.

Zuletzt muss ein solcher Graph monoton sein, also alle Klauseln unterhalb der Variablen
(negative Seite) enthalten nur negierte Variablen und alle Klauseln oberhalb (positive Seite)
enthalten nur nicht negierte Variablen. In Abbildung[2.2]ist die RPM-3SAT Reprisentation

der Formel

QOZ()CQV)CgVX9)/\(X3VX4VX5)/\(X4VX5VX6)/\()C7\/X8\/X9)/\()C_1V)C_6V.X,T7)

ANXVHRVIG)AGRLY X5V Xg) A7V X3V Xo),

dargestellt.
X2V x7V X9
X3V x4V Xg

X4V X5V Xg X7V X3V X9

| |

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9

| |

X1 VXV X3 X4V X5V Xg X7V Xg V X9
X1V XxXeV X7

Abbildung 2.2: Eine beispielhafte RPM-3SAT Reprisentation der Formel ¢.

Im Folgenden soll nun die Reduktion von rectilinear planar 3SAT (im Folgenden RP-3SAT
genannt) auf RPM-3SAT nachvollzogen werden. Die Reduktion folgt der Arbeit von Agarwal
et al. [l1].

Bei der Reduktion miissen Klauseln untersucht werden, die nicht monoton sind, also von

der Form ¥ V y V z sind, sie werden als inkonsistent bezeichnet. Siehe dazu Abbildung 2.3



Abbildung 2.3: Eine nicht monotone Klausel. Kanten von x, die linksseitig der inkonsistenten
Klausel liegen sind rot angedeutet und rechtsseitige sind blau angedeutet

Hier gilt es nun rechtsseitig der inkonsistenten Variablen zwei neue einzufiigen, a und b,
fiir die gilt, dass x = @ = b. Es sind also die Klauseln x Va,a Vv b, X Vaund a Vv b einzufiigen.
Dann wird X durch a in der inkonsistenten Klausel ersetzt und x durch 4 in allen Klauseln
rechtsseitig der inkonsistenten Klausel auf der positiven Seite, wenn x negiert vorlag und auf

der negativen Seite im anderen Fall. Dies ist in Abbildung[2.4] dargestellt.

avyVvz

xVa aVb

XVva avbhb

Abbildung 2.4: Fehlerbehebung fiir eine nicht monotone Klausel.

Die Wahrheitstabelle, fiir diese Korrektur, ist in Tabelle [2.1] dargestellt. Bei deren Betrach-
tung fillt auf, dass (x V. a) A (a V b) A (X V @) A (a V b) nur dann erfiillbar ist, wenn gilt

x = a = b, wie wir es gefordert hatten.



Tabelle 2.1: Wahrheitstabelle der Korrektur der inkonsistenten Variable.

x a blxva avb xiva avb|(xVvaA@Vb)AEVa)A(@Vb)
0 0 O 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1 0
01 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 O 1 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 0 0 0

Es konnte auch passieren, dass eine Klausel mit zwei oder drei positiven Variablen auf der
negativen Seite liegt. Diese ldsst sich nicht ohne weiteres auf die andere Seite legen, da es
sonst zu Problemen mit der Planaritdt kommen kann, wie in Abbildung zu sehen ist. Dies
gilt auch fiir den umgekehrten Fall, dass negierte Variablen auf der positiven Seite liegen. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit werden die Klauseln im Folgenden nur noch als horizontale

Linien dargestellt.

fany
O

w X y Z w X y Z

| | |

Abbildung 2.5: Eine RP-3SAT Reprisentation der Formel (w Vy V 2) A (x V y V z) auf der
linken Seite. Auf der rechten Seite dieselbe Formel, wenn erfolglos versucht wird, diese in
RPM-3SAT Reprisentation darzustellen.

Aber auch dieses Problem lisst sich mit dem zuerst vorgestellten Verfahren 16sen. Es
werden dafiir fiir alle inkonsistenten Variablen zwei neue eingefiigt und die rechtsseitigen

Kanten, wie ober beschrieben, um verlegt. Abbildung [2.6| zeigt dies.

Abbildung 2.6: Eine Formel in RPM-3SAT Reprisentation, die d4quivalentzu (w Vy Vv z) A
(x VyVz)ist

Das Einfiigen der neuen Variablen und der Austausch von x durch a in der inkonsistenten

Klausel laufen in konstanter Zeit und das Ersetzen von x mit b ist durch die Anzahl der



Klauseln begrenzt. Damit erfolgt die Reduktion in Polynomialzeit und RPM-3SAT ist NP-

schwer.



3 Reduktion von RPM-3SAT auf ZHED

In diesem Abschnitt wird die Reduktion von Saha und Damaine [12] vorgestellt und erlédu-
tert, wie ein ZHED Puzzle aus einer beliebigen RPM-3SAT Formel gebaut wird. Bei allen
Zahlfeldern gilt, dass deren jeweilige Zahl eins ist.

Dafiir werden die Bausteine (auch Gadgets genannt), aus denen die Reduktion [12] auf-
gebaut ist, erkldrt und Pseudocode aufgestellt, der die Reduktion beschreibt. Dabei werden
auch Anpassungen an den bestehenden Gadgets vorgenommen. Abschlieend wird alles auf

Korrektheit iiberpriift.

3.1 Gadgets

Threshold-Gadget

Fiir die Reduktion werden einige Gadgets benotigt, wie zum Beispiel das Threshold-Gadget.
Dieses besteht aus einer Linie alternierender Zahlfelder und unmarkierter Felder. Wenn von
diesen welche von anderen Gadgets markiert werden konnen, bezeichnen wir sie als Quelle.
AuBerdem haben Threshold-Gadgets ein Ziel, das k + 1 Felder vom letzten Zahlfeld entfernt
ist. Es gibt b Quellen. Das bedeutet, dass nur wenn mindestens k& Quellen markiert wurden,
auch das Ziel markiert werden kann.

AuBerdem hat jedes Gadget eine Bounding Box. Diese umschlie3t den Bereich, in dem das
Gadget Felder markieren kann.

In Abbildung ist ein beispielhaftes Threshold-Gadget dargestellt mit b = 5 und k = 3,
es gilt dabei allgemein b > k. Die Bounding Box erstreckt sich dabei jeweils sechs Felder
iiber das erste und letzte Zahlfeld hinaus, da wenn fiinf Quellen markiert sind, bis zu sechs
Felder in einer Richtung durch Zahlfelder des Threshold-Gadgets markiert werden konnen.
AufBerdem ist die Bounding Box drei Felder hoch, da ein Zahlfeld auch nach oben oder
unten expandiert werden kann. Hier und im Folgenden sind alle Zahlfelder durch schwarze
Kistchen, alle unmarkierten Felder durch wei3e Késtchen und die Bounding Box durch eine

rote Umrandung markiert.
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Quelle Ziel

Abbildung 3.1: Darstellung eines Threshold-Gadget, bei dem fiinf Quellen von Zahlfeldern
auBerhalb markierbar sind. Dieses Gadget kann nur aktiviert werden, wenn mindestens drei
Quellen markiert sind.

Wenn gilt k = b = 1 sprechen wir von einem Wire-Gadget, es leitet ein Signal (markiert ein
Feld) von der Quelle zum Ziel weiter.

Die Richtung der Signalleitung eines Wire-Gadgets kann geédndert werden, in dem sein Ziel
die Quelle eines anderen Wire-Gadgets ist. Es wird dann von einem Turn-Gadget gesprochen.

Sei nun b > 1, dann erhalten wir mit k = b ein AND- und mit k = 1 ein OR-Gadget.

Verkettung von Threshold-Gadgets

Wie bei einem Turn-Gadget konnen auch beliebige Threshold-Gadgets zueinander stehen.
Auch hier gilt das Ziel des einen Gadgets ist die Quelle des anderen. In Abbildung [3.2]ist
dies exemplarisch dargestellt. Dabei ist zu beachten, dass die Bounding Box des horizontalen
Gadgets um ein Feld nach rechts erweitert wird, da die Quelle (markiert durch ein X) auch
vom vertikalen Gadget markiert werden kann. Ansonsten ist die neue Bounding Box des
gesamten Systems die Uberschneidung der beiden einzelnen Bounding Boxen.

Die Gadgets sollten so aktiviert werden, dass zuerst das horizontale aktiviert wird und dann

das vertikale.
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b1+1=6

b2+1=

b1+2:7

Abbildung 3.2: Eine Verkettung zweier Threshold-Gadgets. Dabei ist das Ziel des horizontalen
Gadgets eine Quelle des vertikalen.

Shift-Gadget

Das Ziel eines Threshold-Gadgets kann mittels eines Shift-Gadgets um ein Feld verschoben
werden. Ein Shift-Gadget wird aus einem Threshold-Gadget konstruiert, in dem hinter dem
letzten Zahlfeld, das am weitesten vom Ziel entfernt ist, ein weiteres Zahlfeld eingefiigt wird.
Um diese Gadget zu aktivieren, werden alle Zahlfelder in Richtung des Ziels expandiert.

Die Bounding Box des urspriinglichen Threshold-Gadgets wird um ein Feld auf der Seite
des Ziels erweitert und um zwei Felder auf der anderen Seite, auBerdem wird das Ziel um ein
Feld von den Zahlfeldern weg verschoben, siche dazu Abbildung[3.3]

12
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Quelle Ziel

Abbildung 3.3: Ein Shift-Gadget das das Ziel eines Threshold-Gadget verschiebt. Das
Threshold-Gadget hat fiinf Quellen, von denen drei aktiviert werden miissen, damit das
Ziel des Threshold-Gadgets markiert werden kann.

Variable-Gadget

Ein Variable-Gadget besteht aus einer geraden Anzahl L horizontalen Zahlfeldern direkt
nebeneinander. Dabei entspricht eine Expansion aller Felder nach rechts, dass der Variablen
der Wert wahr zu geordnet wird, beziehungsweise falsch, wenn alle nach links expandiert
werden. Im Abstand von L/2 zu den L horizontalen Feldern werden Threshold-Gadgets
eingefiigt, die das Signal des Variable-Gadgets weiterleiten. Diese werden dabei so angeordnet,

dass sich ihre Bounding Boxen nicht iiberschneiden, siche dazu Abbildung[3.4]

L=8
L)2=4 L=28 3L/2 = 12

Abbildung 3.4: Ein Variable-Gadget mit L = 8 und Threshold-Gadgets auf der linken und
rechten Seite, die das Signal des Variable-Gadgets weiterleiten. Wenn alle Variablen Zahlfelder
nach rechts expandiert werden, wird der Wert der Variablen auf wahr gesetzt und auf falsch,
wenn alle nach links expandiert werden.

Um die Quelle eines der Threshold-Gadgets zu markieren, muss das Variable-Gadget
L/2 + 1 Felder in eine Richtung expandieren, danach kann es nur noch L/2 — 1 Felder in
die andere Richtung expandieren, womit es keine der dortigen Threshold-Gadget Quellen
markieren kann. Damit ist ausgeschlossen, dass eine Variable sowohl wahr als auch falsch
sein kann. Das Variable-Gadget ist dazu in der Lage, Threshold-Gadget mit einer Entfernung

von L Feldern (nach links oder rechts) zu aktivieren.
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Die Bounding Box ist wieder drei Felder hoch, da alle Zahlfelder die Zahl eins haben.
AuBerdem konnen maximal L/2 Threshold-Gadgets pro Seite aktiviert werden. Unter der
Annahme, das alle diese zuerst expandiert wurden, spannt sich die Bounding Box 3L/2
Felder neben den nebeneinanderliegenden horizontalen Zahlfeldern aus und ist damit 4L lang

(vergleiche Abbildung[3.4). Dieses worst case Szenario tritt ein fiir den Fall das L = 2.

Clause-Gadget

Durch das Zusammenfiigen von Variable-, Wire- und OR-Gadget konnen wir ein Clause-
Gadget bilden, welches eine Klausel unserer RPM-3SAT-Formel darstellt, siche dazu Ab-
bildung 3.5] Jede Klausel enthilt entweder nur positive oder negative Variablen, daher kann
eine positive Klausel nach rechts iiber die Variable-Gadgets geleitet werden und eine negative

darunter.

v

Abbildung 3.5: Ein Clause-Gadget der Klausel (x V y). Die Variable-Gadgets konnen Wire-
Gadgets jeweils links neben sich aktivieren. Deren Ziele sind Quellen in dem horizontalen
OR-Gadget. Die Kombination dieser Wire- und des OR-Gadgets ist das eigentliche Clause-
Gadget. Dieses kann ein Wire-Gadget aktivieren, welches das Signal weiterleitet.

Die Bounding Box ergibt sich nach den bereits oben besprochenen Regeln, wie in Abbil-
dung 3.5 dargestellt.

Crossover-Gadget

Bei der Konstruktion des Puzzles ist es notig, dass sich Threshold-Gadgets auch kreuzen
konnen, da die Signale der Clause-Gadgets zu einem AND-ALL-Gadget weitergeleitet werden
miissen. Dabei konnen sich dann diese Wire-Gadgets, die ein Klausel-Signal transpoortieren
und Variable-Gadgets kreuzen.

Dafiir wird das Crossover-Gadget eingefiigt, vergleiche Abbildung[3.6] Hierbei sind zwei

Threshold-Gadgets so angeordnet, dass ein unmarkiertes Feld am Kreuzungspunkt liegt. Die

14



Bounding Box wird dabei um ein Feld auf der Seite mit dem Ziel und auf der gegeniiberlie-
genden Seite verlidngert. In der Abbildung gehen wir davon aus, dass das horizontale Gadget
zuerst aktiviert werden muss, da sonst das Ziel vom vertikalen Gadget nicht markiert werden

kann, weil es nur zwei Quellen gibt und sein Ziel drei Felder vom letzten Zahlfeld entfernt

liegt.
®
kz +1=
PV 41 =bM42=7 ki =3

DY+ 1 =534 +2=4

Abbildung 3.6: Ein Crossover-Gadget, bei dem das horizontale Gadget zuerst aktiviert werden
soll, wodurch sich dessen Ziel nicht dndert. Das vertikale Gadget kann nur aktiviert werden,
wenn das horizontale bereits aktiviert wurde, da es selber nur zwei Quellen hat und das Ziel
drei Felder entfernt liegt.

Das vertikale Gadget ist so konstruiert, dass mehrfache Kreuzungen keine ungewollte
Markierung des Ziels ermoglichen. Beim horizontalen Gadget, das ein Klausel-Signal leitet,
kann es zu Problemen kommen, wenn Crossover-Gadgets in der falschen Reihenfolge aktiviert
werden. Dieses Problem ldsst sich mit dem sogenannten Thick-Wire 16sen. Dafiir wird gezéhlt,
an wie vielen Crossover-Gadgets das horizontale Gadget beteiligt ist, wir nennen diese Zahl g
und dann das zugrunde liegende Clause-Gadget so konstruiert, dass > g Threshold-Gadgets

aktiviert werden miissen, um eine Variable zu aktivieren, siche dazu Abbildung
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Abbildung 3.7: Ein Thick-Wire mit g = 1, das an einem Clause-Gadget beteiligt ist. Das
Variable-Gadget muss beide vertikalen Threshold-Gadgets links neben sich aktivieren, um die
Variable als falsch zu deklarieren.

3.2 Pseudocode und Laufzeit

Die in dieser Arbeit betrachtet Reduktion verzichtet auf Thick-Wire. Auerdem wird das
Signal eines Clause-Gadget in ein Turn-Gadget geleitet, siche Abbildung[3.8]

Abbildung 3.8: Ein neues Clause-Gadget, das ergénzt ist um ein Turn-Gadget, in das, das
OR-Gadget hineinlduft. Die Bounding Boxen vom positiven Teil (blau) iiberlappen nicht mit
den Bounding Boxen des negativen Teils.

Das Crossover-Gadget wurde, wie in Abbildung [3.9]zu sehen ist, abgewandelt. Der Kreu-
zungspunkt ist nun ein Zahlfeld und an der gegeniiber vom Ziel des vertikalen Gadgets

liegenden Seite wird ein Shift-Gadget eingefiigt.
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Abbildung 3.9: Ein neues Crossover-Gadget, bei dem das Kreuzungsfeld ein Zahlfeld ist. Das
horizontale Gadget ist eine Signalweiterleitung eines Clause-Gadgets.

Dadurch ist es nicht mehr méglich, dass das vertikale, das horizontale Gadget beeinflusst.
Der umgekehrte Fall ist aber immer noch moglich.

Wir werden im Folgenden das Puzzle so konstruieren, dass das horizontale Gadget eines
neuen Crossover-Gadget immer die Signalweiterleitung eines Clause-Gadgets ist. Auch zu
beachten ist, dass jedes zweite neue Crossover-Gadget in Richtung vom Ziel weg, ein weiteres
Zahlfeld iber dem Kreuzungspunkt hat und dafiir das Shift-Gadget entfernt.

Sei n die Anzahl der Variablen und m die Anzahl an Klauseln, dann ist m durch n begrenzt,
da es eine RPM-3SAT-Reprisentation der Formel gibt. Die Idee, um m zu bestimmen, ist die,
dass wir versuchen, die Klauseln so dicht zu stapeln wie moglich. Dazu sei die Variable mit
dem niedrigsten Index aller Klauseln eins. Auflerdem hat die Klausel, die von allen anderen
eingeschachtelt wird, die Variablen mit Index eins bis drei. Der grofite Index in einer Klausel
ist der mittlere Index der Klausel, von der sie eingeschachtelt wird. Der grofte Index einer
jeden Klausel ist um eins grofer als ihr mittlerer Index. Damit ergibt sich fiir den positiven

Teil unserer Formel ¢,
n—1
¢y = /\(xl VX Vo Xig). (3.1)
i=2

Damit und dem negativen Teil unserer Formel ergibt sich m < 2n — 4.

Es sind aber auch Klauseln mit zwei Variablen moglich, fiir die die obige Argumentation
nicht geniigt. Allerdings gibt es in einer Menge {1, ..., n} nur (g) verschiedene, zweielementige
Teilmengen. Damit gilt sicher: m € O (nz)

Sei nun C(n) die maximale Anzahl an Klauseln in einer RPM-3SAT-Formel, in der alle
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Klauseln zwei unterschiedliche Variablen haben. Auflerdem sei ¢ eine Formel mit maximalen
Klauseln. Dann sind Klauseln der Form (x; V xj,1) mit j € {1,...,n — 1} immer ein Teil von
. Eine Klausel mit minimal hoherem Rang wird dann diese immer so einschliefen, dass
mindestens eine Variable komplett eingeschlossen ist und nicht mehr an anderen Klauseln

beteiligt sein kann, ohne die Bedingungen einer RPM-3SAT-Formel zu brechen, siehe dazu
Abbildung [3.10]

I

Xj Xjr1| | Xj+2

Abbildung 3.10: Zwei Klauseln werden von einer Klausel mit minimal hoherem Rang ein-
geschlossen, wodurch die Variable x;,; (mit Rot markiert) an keiner weiteren Klausel mehr
beteiligt sein kann.

Auch fiir diese Klauseln mit minimal hherem Rang existiert eine Klausel mit minimal
hoherem Rang, von der sie eingeschlossen wird. Auch dabei wird mindestens eine Variable
so eingeschlossen, dass sie an keiner weiteren Klausel beteiligt seien kann. Dies lédsst sich
fortfithren bis zur Klausel (x; V x,). Da es keine Klausel mit hoherem Rang geben kann,
werden nach dieser keine weiteren Variablen mehr zu neuen Klauseln kombiniert werden
konnen. Daher auch x; und x, nicht.

Das bedeutet, dass nach den Klauseln der Form (x; V x;,;) (es gibt n — 1 von ihnen) nur

noch maximal n — 2 andere Klauseln in ¢ enthalten sind. Es gilt also
Cn)<2-(n—-1D+m-2))=4n-6. (3.2)

Der Faktor 2 tritt auf, da obige Uberlegung fiir den positiven und negativen Teil unserer
Formel gilt.
Es gilt sogar Gleichheit. Dafiir betrachten wir den positiven Teil einer Formel und bauen

ihn wie folgt auf:
n-1 n
(’0;_ = /\()Ci \Y XH_]) A /\(X] \Y Xl'). (33)
i=1 i=3
Diese Formel hat 2n — 3 Klauseln, wodurch gilt, dass C(n) = 4n — 6. Damit gilt

m € O(n). 3.4)

Wir beginnen die Konstruktion des Puzzles damit, die Lange der Variable-Gadgets zu
bestimmen. Dafiir wird fiir jede Variable gezihlt, wie oft sie negiert und nicht negiert auftritt.
Der hohere der beiden Werte charakterisiert dann die Lange des Variable-Gadgets. Siehe dazu
Algorithmus|I]
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Algorithmus 1 : Linge der Variable-Gadgets
Data : RPM-3SAT Formel

Result : 3 Array der Linge n

1 array « Array der Linge n;

2 pos < Array der Lige n ; /% Haufigkeit der Variable x; */
3 neg « Array der Lige n ; /% Haufigkeit der Variable x; */
4 forie{0,...,n—1}do

5 foreach klausel in Formel do

6 if klausel enthdilt x; then

7 ‘ posli] « posli] + 1;

8 end

9 if klausel enthdilt x; then

10 ‘ negli] « negli] + 1;

11 end
12 end

13 if posl[i] > neg[i] then

14 ‘ arrayli] < poslil;
15 else

16 ‘ arrayli] <« neglil;
17 end

18 end

Um die Laufzeit zu analysieren, nutzen wir im Folgenden die O-Notation. Fiir die Laufzeit-

analyse bedeutet das:
— Zeile 1 - 3: Das Anlegen von Arrays lduft in O(1), da diese nicht vorinitialisiert sind.

— Zeile 4: Fiir alle n Variablen wird die Schleife einmal durchlaufen, damit ergibt sich

O(n).

Zeile 5: Es werden alle Klauseln einmal durchlaufen, das liegt in O(n)).

Zeile 6, 9: In einer Klausel wird verglichen, ob eine Variable enthalten ist, dafiir sind

maximal drei Vergleiche nétig und somit ergibt sich O(1).

— Zeile 7, 10: Das Inkrementieren einer Zahl lduft in O(1).

Zeile 13: Der Vergleich zweier Zahlen verlduft in O(1).

Zeile 14, 16: Das Auslesen und Schreiben eines Werts in ein Array erfolgt in konstanter

Zeit (O(1)).
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Insgesamt ergibt sich damit eine Laufzeit von O (nz) fiir Algorithmus Dieser Schritt 1duft
daher in Polynomialzeit.

Als néchstes wird untersucht, wie die Klauseln geschachtelt werden miissen, damit die
Signale von Variable-Gadgets keine OR-Gadgets schneiden. Dafiir wird gepriift, welche
Variable mit dem kleinsten Index einer jeden Klausel den hochsten Index unter allen Klauseln
hat.

Wenn sich ein Gleichstand zwischen Klauseln ergibt, dann wird gepriift, welche Variable
mit dem hochsten Index innerhalb der Klausel am niedrigsten unter den Klauseln ist. Diese
wird dann vor die andere in die Liste geschrieben. Ist aber auch hier ein Gleichstand, wird
die Klausel mit drei Variablen vor die Klausel mit zwei Variablen geschrieben, vergleiche
Algorithmus 2] Dieser sortiert beispielhaft nur die positiven Klauseln, negative wiirden aber

vergleichbar sortiert werden.

20



Algorithmus 2 : Sortieren der Klauseln
Data : RPM-3SAT Formel

Result : Liste mit sortierten Klauseln
1 list « ();

2 foreach pKlausel in Formel do

3 if list ist leer then

4 fiige pKlausel zu list hin zu;

5 else

6 foreach elem in list do

7 if elem.lowest < klausel.lowest then

insert pKlausel here;

9 continue;

10 end

11 if elem.lowest = pKlausel.lowest und elem.highest > pKlausel.highest
then

12 insert pKlausel here;

13 continue;

14 end

15 if elem.lowest = pKlausel.lowest und elem.highest = pKlausel.highest

und pKlausel contains 3 Variablen then

16 insert pKlausel here;

17 continue;

18 end

19 end

20 fiige pKlausel zu list hin zu;
21 end

22 end

Zur Laufzeit von Algorithmus [2}

Zeile 1: Das Anlegen einer Liste erfolgt in konstanter Zeit und damit O(1).

Zeile 2: Die Schleife wird fiir jede Klausel einmal durchlaufen (O(n)).

Zeile 3: ODb eine Liste leer ist oder nicht, ldsst sich in konstanter Zeit priifen, also O(1).

Zeile 4, 8, 12, 16, 20: Das Einfiigen eines Objekts in eine Liste liegt in O(1).

Zeile 6: Im worst case muss die zu untersuchende Klausel mit allen anderen Klauseln

verglichen werden, womit sich O(n) hierfiir ergibt.

Zeile 7, 11, 15: Alle Vergleiche lassen sich in konstanter Zeit durchfiihren, also O(1).
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Fiir jede Klausel ergibt sich ein neuer worst case in Zeile 6. Beispielsweise muss die
erste untersuchte Klausel mit keiner weiteren verglichen werden. Aber die letzte mit m — 1.

Insgesamt ergibt sich damit,

m—1

= (m;1)2 c0(n?). (3.5)
i=0

Es handelt sich also auch hierbei um einen in Polynomialzeit laufenden Algorithmus.

Mit den Ergebnissen aus Algorithmus|T| werden die Variable-, sowie die Threshold-Gadgets,
die deren Signale weiterleiten, angelegt. Diese Threshold-Gadgets werden dann nach den
Ergebnissen von Algorithmus 2] zu Clause-Gadgets zusammengefasst. Dabei wird vom OR-
Gadget in Richtung des Variable-Gadgets gebaut und immer dann ein neues Crossover-Gadget
eingefiigt, wenn bereits ein Zahlfeld auf dem Weg liegt. Alle Signale von Clause-Gadgets
werden in einem groBen AND-Gadget, dem AND-ALL-Gadget, zusammengefasst und dessen
Ziel wird als Zielfeld festgelegt. Als Input verwendet diese Funktion die Liste /ist, die der
Output von Algorithmus [2]ist und die drei Arrays, die von Algorithmus [I] erzeugt werden.
Siehe dazu Algorithmus 3]
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Algorithmus 3 : ZHED bilden

(%]

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

Data : RPM-3SAT Formel /ist, Integer Array array, Integer Array pos, Integer Array
neg

Result : ZHED Puzzle

i« 0;

foreach j in array do

erzeuge Variable-Gadget mit L < 2 + 16(j — 1) an der Stelle (%L +1,0);

erzeuge pos[i] Theshold-Gadgets auf der rechten Seite mit jeweils fiinf Feldern
Abstand und L/2 Feldern Abstand zum Variable-Gadget;

erzeuge negli] Theshold-Gadgets auf der linken Seite mit jeweils fiinf Feldern
Abstand und L/2 Feldern Abstand zum Variable-Gadget;

I —i+4L;

end

k, kpos, kneg < 0;

foreach klausel in list do

if klausel is positiv then
kpos < kpos + 15

k — kpos — 1;

else

Kneg ¢ kneg + 1

k — kyeg — 1;

end

verlidngere rechtestes mogliches Threshold-Gadget von klausel.highest um 7 + 8k
Felder;

verldngere letztes mogliches Threshold-Gadget von klausel.mid um 7 + 8k Felder;

verlidngere linkestes mogliches Threshold-Gadget von klausel.lowest um 7 + 8k
Felder;

verbinde Threshold-Gadgets zu Clause-Gadget;

verlidngere Signal des Clause-Gadgets bis i + 5;

end
erzeuge AND-ALL-Gadget bei i + 7;

Fiir Algorithmus [3|ergibt sich dann folgende Laufzeitanalyse:

— Zeile 1, 6, 8, 11 — 15: Der Laufzahl einen Wert zuzuordnen, erfolgt in konstanter Zeit,

also O(1).
— Zeile 2: Es gibt n Element in array, damit liegt dieser Schritt in O(n).

— Zeile 3 — 5: Im worst case ist eine Variable an m Klauseln beteiligt, also O(n).
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— Zeile 9: Da jede Klausel einmal durchlaufen wird liegt dies in O(n).
— Zeile 10: Zu priifen, ob eine Klausel positiv ist erfolgt in O(1).

— Zeile 17 — 19: Da k gegen m lduft und die Lange des Puzzles von m abhéngt, erfolgen

diese Schritte im worst case in O (nz)

— Zeile 20: Eine Klausel kann die Variablen x; und x, enthalten und da die Lénge des

Puzzles von m abhingt, liegt dieser Schritt im worst case in O(n).

— Zeile 21: Im worst case ist die Variable mit dem hochsten Index einer Klausel x; und

da i von m abhingt, liegt dieser Schritt in O(n).
— Zeile 23: Das AND-ALL-Gadget hat m Quellen. Es zu bilden liegt daher in O(n).

Insgesamt liegt die Zeitkomplexitit der ersten for-Schleife nur bei O(n), da hier iiber alle
Variablen iteriert wird, aber dabei jede Klausel maximal dreimal (fiir jede ihrer Variablen
einmal) aufgerufen wird. Entsprechend liegt dies in O(m + n) und daher gilt obige Aussage.

Die zweite for-Schleife lduft iiber alle Klauseln und verldngert dann Threshold-Gadgets
um bis zu 7 + 8m Felder. Ahnlich wie in Gleichung 3.5|erhalten wir fiir die Verlingerung der
Threshold-Gadgets eine Mitgliedschaft in O (nz) Zeile 20, 21 und 23 liegen selbst in O(n)
und dndern somit fiir die gesamte Zeitkomplexitét nichts.

Allgemein lduft die Reduktion damit in O (nz), also in Polynomialzeit.

3.3 Korrektheit

Zur Bounding Box, wie sie in [12] beschrieben ist, ist zu sagen, dass diese etwas zu gro8 ist,
da ein Zahlfeld nur Felder markieren kann, die es iiber eine Grade erreicht. Damit ergibt sich

eine Bounding Box, wie sie in Abbildung [3.11]zu sehen ist.

b+1=6 k

Il
(98}

HEE B EEEENEN O

Abbildung 3.11: Darstellung eines Threshold-Gadget, mit einer minimalen Bounding Box. Es
gilth =S5Sund k = 3.

Damit ergibt sich auch, dass die Bounding Boxen in Abbildung[3.8]sich nicht iiberschneiden,
auch wenn das, zu einer positiven Klausel gehorende Threshold-Gadget ein Shift-Gadget

enthielte.
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Die Ausnahme diskutieren wir hier. Die Bounding Box eines Gadgets wichst um jedes
Crossover-Gadget, an dem es beteiligt ist in positive und negative y-Richtung.

Horizontale Gadgets liegen acht Felder auseinander, nach einem Turn- in einem Clause-
Gadget kann dieser Abstand auf fiinf Felder schrumpfen. Nach der alten Definition der
Bounding Box wiren dann drei Crossover-Gadgets notig, damit sich die Bounding Boxen
zweier Gadgets iiberschneiden. Zwischen positiven und negativem Teil unseres Puzzles sind
durch das mogliche Shift-Gadget sogar nur ein Crossover-Gadgets noétig, damit sich zwei
Bounding Boxen iiberschneiden. Allerdings ist das Puzzle so konstruiert, dass die Zahlfelder
des OR-Gadgets der einen Seite in der gleichen Spalte sind, wie die Zahlfelder der Threshold-
Gadgets der anderen Seite. Dadurch konnen sich diese Gadgets nicht gegenseitig aktivieren.

Sollte durch diese Uberschneidung ein neuer Losungsweg entstehen, ist das im Falle einer
16sbaren RPM-3SAT-Formel kein Problem, da das entstehende ZHED Puzzle dann sicher
eine Losung hat. Fiir den Fall, dass das Puzzle nicht 16sbar sein soll, brauchen wir eine andere
Argumentation.

Aus der Konstruktion des neuen Crossover-Gadgets ist bekannt, dass das horizontale Gadget
die Signalleitung eines Clause-Gadgets ist. Damit das vertikale Gadget in y-Richtung mehr
Felder markiert als vorgesehen, muss das Feld am Kreuzungspunkt des Crossover-Gadgets
in y-Richtung expandiert werden. Das fiihrt dazu, dass das Signal des Clause-Gadgets nicht
beim AND-ALL-Gadget ankommt, was dazu fiihrt, dass das Puzzle auf diese Weise nicht zu
l6sen ist.

Wir betrachten nun ein Puzzle, bei dem mindestens ein Clause-Gadget nicht aktiviert
werden kann und nehmen an, dass durch das fehlerhafte Expandieren dreier Crossover-
Gadgets das Clause-Gadget doch aktiviert wird. Damit wissen wir, dass jetzt drei Signale
von Clause-Gadgets nicht mehr beim AND-ALL-Gadget Quellfelder markieren kénnen. Fiir
jedes dieser Signale werden mindestens drei Crossover-Gadgets, die falsch expandiert wurden,
benotigt, um sie wieder zu aktivieren. Insgesamt steigt der Bedarf an falsch ausgefiihrten
Crossover-Gadgets mit 3k k € N, da die Anzahl der Crossover-Gadgets aber durch die Zahl
der Klauseln limitiert ist, kann es von ihnen nicht geniigend geben, um ein Clause-Gadget
oder sein Signal zu aktivieren und gleichzeitig das Puzzle zu 16sen.

Um ein konstruiertes Puzzle zu 16sen, miissen erst die Variable-Gadgets aktiviert werden.
Deren Signale markieren Quellen in den dazugehorigen OR-Gadgets, welche nach Fiillung
ihrer Quellen in Richtung ihrer Ziele expandiert werden. Damit konnen dann die Turn-Gadgets
ithrer Ziele markieren. Diese Ziele sind Quellen im Gadget, das das Signal des Clause-Gadgets
zum AND-ALL-Gadget leitet. Zuletzt, nach dem die Quellen im AND-ALL-Gadget markiert
wurden, wird dieses in Richtung seines Ziels expandiert.

Damit kommen wir zum eigentlichen Korrektheitsbeweis:

25



Erfallbare Formel = Losbares Puzzle

Angenommen, es existiert eine Belegung, sodass die zugrunde liegende RPM-3SAT-Formel
erfiillt wird. Dann expandiere alle Variable-Gadgets nach rechts, wenn die zugehorige Variable
1 ist und nach links andernfalls. Dann expandieren wir alle vertikalen Gadgets in Richtung
ithrer Ziele unter Beriicksichtigung der Crossover-Gadgets. Anschlieend expandieren wir alle
OR-Gadgets in Richtung ihrer Ziele. Da alle Klauseln bei dieser Belegung erfiillt sind, wird
auch mindestens eine Quelle in zugehorigen OR-Gadgets markiert, womit deren Ziele gefiillt
werden konnen. Dann aktivieren wir die Turn-Gadgets und leiten danach die Signale in das
AND-ALL-Gadget auf der rechten Seite. Alle Quellen dieses AND-ALL-Gadgets werden
dadurch markiert. Wir expandieren abschlieBend alle Zahlfelder des AND-ALL-Gadgets
in Richtung des Ziels und markieren dieses dadurch. Damit haben wir eine Losung fiir das

Puzzle gefunden.

Erfullbare Formel < Losbares Puzzle

Wir nehmen an, das Spiel ist 16sbar. Das AND-ALL-Gadget kann das Ziel nur markieren,
wenn alle seine Quellen aktiviert wurden, da das Puzzle 16sbar ist, ist dies der Fall. Alle
diese Quellen konnen nur von Clause-Gadgets aktiviert werden. Dafiir muss in jedem Clause-
Gadget mindestens eine Quelle im OR-Gadget markiert sein. Diese Quellen konnen nur
aktiviert werden, wenn ihr Threshold-Gadget von einem Variable-Gadget aktiviert wurde, in
dem mehr als die Hilfte deren Zahlfelder in x-Richtung expandiert wurden.

Fiir jede Variable in der Formel vergleichen wir, in welche Richtung ihr zugehoriges Gadget
expandiert wurde. Wenn es nach rechts expandiert wurde, setzen wir die Variable auf 1 und auf
0 sonst. Diese Belegung sorgt dafiir, dass alle Klauseln erfiillt werden, da alle Clause-Gadgets

aktiviert sind und damit ist die Formel mit dieser Belegung insgesamt erfiillt.
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4 Programmierung

In diesem Teil geht es um die Implementierung des oben vorgestellten Pseudocodes in Python
3.10.6 [9]]. Dabei bietet Python einige Vorteile, wie die Ahnlichkeit zum Pseudocode und
eine umfangreiche Standardbibliothek. AuBerdem ist Python weit verbreitet und Tutorials zu

diversen Themen stehen zur Verfiigung.

4.1 Packages

Fiir die Implementierung wurden die folgenden Packages verwendet:

itertools

Fiir die Bestimmung einer giiltigen Belegung der RPM-3SAT-Formel wird das Package
itertools [10] verwendet. Die Funktion product gibt das kartesische Produkt von Mengen
zuriick, die der Funktion als Eingabe gegeben wurden. Sei nun n die Anzahl der Variablen
unserer Formel. Dann erhalten wir, wenn wir n mal die Menge {True, False} iibergeben,

alle moglichen Belegungen fiir unsere Variablen.

pygame

Fiir die graphische Darstellung der Ergebnisse wird pygame [8] verwendet. Damit ist es sehr
leicht moéglich eine graphische Darstellung des Ergebnisses unserer Reduktion anzuzeigen.
Dazu bietet es Funktionen an, mit denen ein User oder eine Userin mit dem Programm

interagieren kann, indem pygame Tastatur und Maus einbindet.

sys

Bei fehlerhaften Eingaben wird die Ausfithrung des Programms mit sys.exit(1) abgebrochen.
Fehlerhafte Eingaben sind dabei Klauseln, die dreimal dieselbe Variable enthalten und RPM-
3SAT-Formeln, die Indizes iiberspringen. Das heilit, wenn der hochste Index /4 ist, ein Index
< h nicht in der Formel auftaucht. Dabei gilt 4 € N\{0}.
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4.2 Implementierung

Die graphische Oberfliche wird aus einem zweidimensionalen Boolean Array aufgebaut.
Immer dann, wenn ein Eintrag True ist, wird ein schwarzes Késtchen (Zahlfeld) erzeugt, sonst
wird ein weilles Késtchen (unmarkiertes Feld) erzeugt, auBerdem wird das Zielfeld als rotes
Kistchen dargestellt. Das dabei erzeugte Spielfeld ist im allgemeinen nicht quadratisch, wie
wir es in Abschnitt[2.2] gefordert hatten. Um das Feld in eine quadratische Form zu bekommen,
miissten nur Reihen von unmarkierten Feldern erginzt werden. Da dies die Ubersichtlichkeit
nicht verbessert und auch sonst keinen funktionalen Mehrwert liefert, wurde es weggelassen.

In der GUI, siehe Abbildung kann durch die Verwendung der Pfeiltasten und durch
einen Linksklick und Bewegung der Maus, wihrend die linke Maustaste gedriickt bleibt,
gescrollt werden. Auch Zoomen ist durch Verwendung des Mausrads moglich. Des weiteren
konnen die Bounding Boxen der einzelnen Gadgets durch Anklicken (links Klick) sichtbar

gemacht und wieder versteckt werden (rechts Klick).

?;_, Reduktion van RPM-3SAT auf ZHED — O X
i g
o s T
X >
EilIIIilii.niiiiioniiioooas T e TH T
D [Clear ]
2 |Vanable ]
(3) [(Solution ]
@ [(BoundingBox ]

Abbildung 4.1: Die GUI des Programms zur Reduktion von RPM-3SAT auf ZHED. Die
Boundig Boxen des Variable-Gadgets von x;, sowie des Clause-Gadgets der Klausel (x; V x, V
x3) und das AND-ALL-Gadget sind markiert. Aulerdem werden die Namen der Variablen
angezeigt.
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Die Buttons im unteren rechten Bereich des Fensters ermoglichen:
(1) Alle angezeigten Bounding Boxen wieder zu verstecken,
(2) Die Namen der Variablen anzuzeigen, die ein Variable-Gadget reprisentiert,

(3) Die Bounding Boxen aller Gadgets anzuzeigen, die bei einer Losung aktiviert werden

wiirden,
(4) Alle Bounding Boxen gleichzeitig sichtbar zu machen.

Eine Klausel wird im Programm durch ein Element des Typs Clause dargestellt. Diese
werden durch drei Integerwerte (Index der Variablen), von denen mindestens einer verschieden
sein muss, und einen Boolean, der angibt, ob die Klausel positiv oder negativ ist, charakteri-
siert. Hétten alle Variablen einer Klausel denselben Index. konnte diese Variable so gesetzt
werden, dass die Klausel erfiillt wird. Dann konnten alle Klauseln, die durch die Variable
erfiillt wurden und jedes weiteres Vorkommen der Variable aus der Formel gestrichen werden.

Die RPM-3SAT-Formel wird im Programm durch eine Liste von Clauses dargestellt. Es ist
zu beachten, dass alle Indizes von eins bis hin zum hochsten mindestens einmal in der Formel
vorhanden sein miissen. Alternativ hitten die Variablen auch umbenannt werden konnen, um
die Bedingung zu erfiillen, da dies aber nichts mit der Reduktion zu tun hat, wurde es nicht
implementiert.

Das Programm ermittelt zuerst den hochsten Index und priift die Formel auf Korrektheit
nach den obigen Bedingungen. Auch wird mittels itertools.product eine erfiillende Belegung
gefunden, sollte eine existieren. Anschlieend wird Algorithmus [T]ausgefiihrt, um die Linge
der Variable-Gadgets zu bestimmen. Diese wird gefolgt von Algorithmus 2] fiir die Sortierung
der Klauseln.

Fiir den Aufbau des Spielfeldes ist es wichtig, dessen Linge (length), Hohe (height) und
y-Koordinate der Variable-Gadgets (v_height) zu berechnen. Fiir diese ergibt sich:

length = 7 + Z 4-(16i — 14) + 2 :

Abstand zum iearray Ein Feld Abstand
AND-ALL-Gadget nach links und rechts
Linge der Variable-Gadgets
height = 8 -|rank_p| —1 + 8- |rank_n|— 1+ 6 + 1 + 1

Abstand des hochsten niedrigstes OR-Gadget ~ zwei Turn-Gadgets ~ Varibale-Gadget ~ Zielfeld
OR-Gadgets zu Variable-Gadgets
+ kaND-ALL + 2

AND-ALL s

ein Zahlfeld iiber und
unter Clause-Gadget Signal

v_height = height — 1 - 3 —8:|rank_n| -1 - 1
—— —— \ , ~——
Varibale-Gadget ~ Turn-Gadget  pjedrigstes OR-Gadget Zahlfeld unter

Clause-Gadget Signal
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Dabei ist mit array das entsprechende Ergebnis aus Algorithmus [I] gemeint. Die Werte
|rank_p| und |rank_n| sind die Méchtigkeiten der Ergebnisse aus Algorithmus [2]fiir positive
Klauseln bzw. negative Klauseln. Auerdem ist kanp-arr der k-Wert des AND-ALL-Gadgets.

Die restliche Bildung des Spielfelds entspricht im wesentlichem Algorithmus [3| aufer dass
die Threshold-Gadgets, die von den Variable-Gadgets aktiviert werden konnen, erst bei Bedarf
erzeugt werden. AuBlerdem wird fiir jedes Gadget, dessen Bounding Box, wie in Abschnitt
beschrieben, mit berechnet.

Abschliefend untersuchen wir die neuen Crossover-Gadgets etwas genauer. Siehe dazu
Abbildung[4.2] in der drei Signalleitungen von einem Variable-Gadget dargestellt sind. Fiir
Signalleitungen muss gespeichert werden, an wie vielen Crossover-Gadgets sie beteiligt sind,

um deren Bounding Boxen zu bestimmen.

=

Abbildung 4.2: Signalleitungen von einem Variable-Gadget, von denen eins an keinem
Crossover-Gadget beteiligt ist, ein anderes an einem und das letzte an zweien. Die Bounding
Boxen der Signalleitungen ist in Griin dargestellt. Die Felder mit den blauen Punkten sind
die Felder, die von dem Variable-Gadget markiert werden kénnen. Die roten Pfeile zeigen,
welche Felder von den Zahlfeldern markiert werden.

Wie in der Abbildung zu sehen ist, konnen die Signalleitungen ihr Zielfeld nur markieren,

wenn das Variable-Gadget die Felder mit den blauen Punkten vorher markierte.
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Eine Signalleitung, die an einer ungeraden Anzahl an Crossover-Gadgets beteiligt ist, ent-
hilt ein Shift-Gadget (vgl. mittlere Signalleitung in Abbildung[.2)). Die, die an einer geraden
Anzahl an Crossover-Gadgets beteiligt sind, nutzen aus, dass durch diese Crossover-Gadgets
ihr Ziel um eine gerade Anzahl an Felder verschoben wird. Das Weglassen entsprechend vieler
Zahlfelds sorgt dann dafiir, dass das Ziel da bleibt, wo es liegen soll (vgl. rechte Signalleitung
in Abbildung [4.2)). Ein drittes Crossover-Gadget unter den drei verbundenen Zahlfeldern
des vorherigen Crossover-Gadgets hitte dann wieder nur zwei verbunden Zahlfelder. Ein
viertes dann wieder drei und so weiter. Wichtig ist, dass das oberste Crossover-Gadget nur
zwel verbunden Zahlfelder besitzt, da sonst das Ziel auch markiert werden konnte, wenn das

Variable-Gadget in die andere Richtung expandiert wiirde.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir das Puzzlespiel ZHED vorgestellt und gesehen, dass es NP-
vollstiandig ist, auch wenn alle Zahlfelder die Zahl eins enthalten. Es gilt jedoch allgemein,
dass ZHED NP-vollstédndig ist, auch fiir Zahlfelder, die ungleich eins sind [[12].

Die fiir die, von Saha und Demaine entworfene, Reduktion notigen Gadgets wurden
vorgestellt und analysiert. Das wichtigste von ihnen ist das Threshold-Gadget, auf dem zum
Beispiel das AND- und das OR-Gadget basieren. Die Ausnahme ist das Variable-Gadget.
Diese Gadgets lassen sich dann zu einem ZHED Spiel zusammenfiigen, dass genau dann
l6sbar ist, wenn die zugrundeliegende RPM-3S AT-Formel erfiillbar ist.

Fiir die in dieser Arbeit betrachtete Reduktion wurden das Crossover-Gadget neu definiert,
sodass immer eine Signalleitung eines Clause-Gadgets an ihnen beteiligt ist, und auf Thick-
Wire verzichtet. Diese waren in der urspriinglichen Reduktion nétig, damit sich Bounding
Boxen unterschiedlicher Gadgets sich nicht iiberschneiden. Es wurde daher gezeigt, dass die
Reduktion auch dann noch korrekt ist, wenn sich Bounding Boxen iiberschneiden. Vorausset-
zung dafiir ist, dass Crossover-Gadgets die Bounding Boxen so wachsen lassen, dass sie sich
iberschneiden.

Auf dieser Grundlage wurde Pseudocode vorgestellt, der die Reduktion beschreibt und
gezeigt, dass dieser in Polynomialzeit lduft. Dafiir wurde auch bewiesen, dass die Anzahl der
Klauseln linear von der Anzahl der Variablen abhéngt.

Der Pseudocode ist so aufgeteilt: In Algorithmus[I|werden die Lingen der Variable-Gadgets
bestimmt. Algorithmus 2| sortiert die Klauseln so, dass sich keine ungewollten Uberschneidun-
gen von Gadgets ergeben. AbschlieBend werden diese Ergebnisse in Algorithmus 3| genutzt
um das ZHED Spiel zu konstruieren.

Es erfolgte eine Umsetzung des Pseudocodes in Python. Das dabei konstruierte ZHED
Spielfeld wird graphisch dargestellt. In dieser Darstellung ist es moglich sich die Namen der
Variablen anzeigen zu lassen. Auflerdem kann durch klicken auf einzelne Gadgets deren Boun-
ding Box angezeigt werden. Ein weiteres Funktion im Programm ist es, die Bounding Boxen
aller Gadgets anzuzeigen, die bei einer Losung des Spiels aktiviert wiirden. Voraussetzung

dafiir ist, dass eine solche Losung existiert.
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Ausblick

Die Reduktion konnte optimiert werden, indem die Grof3e der Bounding Box von Variable-
Gadgets verkleinert wird. Fiir jedes weitere Vorkommen nach dem ersten wichst die Bounding
Box eines Variable-Gadgets um 64 Felder. Allerdings miisste die Bounding Box nur ¢ Felder
tiber das letzte Threshold-Gadget hinaus reichen, wenn ¢ die Anzahl der Threshold-Gadgets
ist, die das Variable-Gadget an dieser Richtung aktivieren kann.

Auch konnte es interessant sein zu sehen, wie sich die Reduktion vereinfachen lidsst, wenn
auch Zahlfelder mit Werten groBer eins zu gelassen wiirden.

Die RPM-3SAT-Formel ist gegenwirtig im Programm fest einprogrammiert. Eine Eingabe
fiir die Formel im Programm wire noch wiinschenswert. Dafiir sollte dann die Formel gleich-
zeitig in ihrer graphischen Darstellung angezeigt werden, fiir eine besserer Ubersichtlichkeit
fiir die User/innen.

ZHED konnte fiir andere Probleme, die auf einem Grid liegen, interessant sein, aber auch
fiir Probleme, bei denen die Reihenfolge der Ausfiihrungen von Aktionen eine wichtige Rolle
spielt. Da bekannt ist, dass ZHED NP-vollstindig ist, konnte eine Reduktion von ZHED auf

entsprechende Probleme fiir Beweise genutzt werden.
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