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1 Einleitung

In der folgenden Bachelorarbeit wird die Komplexitit des Findens von Losungswegen der
Spiele ,, Tic-Tac-Toe* ,,Super Mario Bros.* untersucht. Im Anschluss werden die beiden Spiele
miteinander verglichen, um Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Spiele herauszustellen.
Das Ziel der Arbeit besteht darin, herauszuarbeiten, wie sehr sich die Losungsfindung der
beiden Spiele dhnelt und welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede die Beweisfiihrungen
aufweisen. Um einen angemessenen Rahmen fiir diese Bachelorarbeit zu bewahren, werden
die technischen Beweise nicht eigenstindig erbracht, sondern anhand ihrer grundlegenden
Ideen beschrieben. Aullerdem wird nicht auf verschiedene Moglichkeiten fiir die Generali-
sierung der Spiele eingegangen, da es insbesondere bei ,,Super Mario Bros.* verschiedene
Ansitze gibt.

In der Bachelorarbeit werden zunéchst die wichtigsten Grundlagen erldutert, um ein einheit-
liches Verstindnis der Begriffe vorauszusetzen. Im Anschluss werden die beiden verwendeten
Spiele ,,Tic-Tac-Toe* und ,,Super Mario Bros. fiir einen Einblick in den Spielablauf be-
schrieben. Zudem wird auf das Spiel ,,Geographie* eingegangen, da fiir die Einordnung
von ,,Tic-Tac-Toe* wichtig ist. Darauthin werden die jeweiligen Nachweise fiir die PSPACE-
Vollstiandigkeit der Losungssuche innerhalb der Spiele vorgestellt. Als nidchster Punkt werden
die Spiele sowie die Beweise der PSPACE-Vollstindigkeit ihrer Losungssuche miteinan-
der verglichen, um Gemeinsamkeiten und Unterschiede herauszustellen. Zum Schluss folgt
eine Zusammenfassung der wichtigsten Erkenntnisse sowie ein Ausblick iiber mogliche

weiterfiihrende Forschungsthemen.



2 Grundlagen

Im folgenden Kapitel werden die verwendeten Grundlagen und Definitionen vorgestellt, um
ein einheitliches Verstindnis der jeweiligen Begriffe zu setzen. Diese Grundlagen dienen als

theoretische Basis fiir die Bachelorarbeit.

2.1 Turingmaschinen

Der nachfolgende Abschnitt bezieht sich auf das Buch ,,Komplexitdit von Algorithmen* von
Meier und Vollmer und definiert deterministische und nichtdeterministische Turingmaschinen
[MV15, S. 15 ff.].

Eine (deterministische) Turingmaschine ((D)TM) ist ein mathematisches Modell zum
Betrachten algorithmischer Probleme. Anschaulich besteht die Turingmaschine aus einem
in Zellen eingeteilten, beschreibbaren Band sowie einem Lese-Schreibkopf, welcher sich
nach links oder rechts bewegen. Die Zellen auf dem Band konnen von dem Lese-Schreibkopf
eingelesen und beschrieben werden. Formal stellt eine Turingmaschine einen Algorithmus
dar und wird nach Meier und Vollmer wie folgt definiert [MV 15} S.15, 16]:

Definition 1 ((Deterministische) Turingmaschine) FEine (deterministische) Turingmaschi-
ne ist ein Tupel M = (Z,1', 6, 20, A, V) mit den folgenden Bestandteilen:

Z : Die Menge der Zustdnde, welche die Turingmaschine erreichen kann
I' : Die Menge der zuldssigen Zeichen auf dem Band der Turingmaschine (Bandalphabet)
6 : Die Ubergangsfunktion 6 : ZxT — Z x T x {L, N, R}
20 : Der Startzustand der Turingmaschine
A : Die Menge der akzeptierenden Zustdinde

V . Die Menge der verwerfenden Zustdinde

Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) hat bei der Ubergangsfunktion ¢ nicht im-
mer nur einen einzigen Folgezustand. Dies lisst sich durch eine verinderte Ubergangsfunktion

ausdriicken:

Ontm - ZXT > P(ZL T x{L,N,R})



Anschaulich fiihrt die Turingmaschine in diesem Fall alle moglichen Schritte gleichzeitig aus.

2.2 Quantifizierte Boolesche Formeln

Da fiir die spiteren Beweise jeweils eine Reduktion mittels quantifizierter Boolescher Formeln
(QBF) verwendet wird, sollen hier die grundlegenden Aspekte erldutert werden. Dieser
Abschnitt bezieht sich auf ,,Aussagenlogik - Deduktion und Algorithmen‘ von Kleine Biining
und Lettman.

Eine aussagenlogische (oder Boolesche) Formel besteht aus einer oder mehreren Variablen
oder Atomen (zum Beispiel A, Ay,... ), der Negation ,,—*, der Disjunktion ,,A* und der
Konjunktion ,,v* [KL94, Def. 1.1.1, S. 2]. Eine quantifizierte Boolesche Formel wird nach
Kleine Biining und Lettman [KL94, Def. 7.1.1, S. 362] wie folgt definiert:

Definition 2 (Quantifizierte Boolesche Formel)
1. Jede aussagenlogische Formel ist eine quantifizierte Boolesche Formel

2. Sei © eine quantifizierte Boolesche Formel und seien x bzw. y aussagenlogische Varia-

blen, dann sind auch Ay® und ¥ x® quantifizierte Boolesche Formeln.
3. Nur gemdpf3 1. und 2. gebildete Formeln sind quantifizierte Boolesche Formeln.

Mit der Abkiirzung TQBF (aus dem Englischen iibersetzt fiir ,,True Quantified Boolean

Formula*) sei das folgende Problem gemeint:

Definition 3 (Erfiillbarkeitsproblem Quantifizierter Boolescher Formeln) Sei ® eine Quan-
tifizierte Boolesche Formel. Ist © erfiillbar?

2.3 Komplexitatsklassen

Der nachfolgende Abschnitt bezieht sich ebenfalls auf Meier und Vollmer und fiihrt verschie-
dene Komplexititsklassen ein [MV 15, S. 20 ff.].

Probleme konnen mithilfe einer Turingmaschine in verschiedene Komplexititsklassen
eingeteilt werden. Dabel spielt die Anzahl der bendtigten Schritte (Zeit) oder die Anzahl der
verwendeten Speicherzellen (Platz) eine wichtige Rolle. Es wird fiir das jeweilige Problem
immer die am schwersten zu l6sende Version (worst case) betrachtet. Anhand der bendtigten
Zeit oder des bendtigten Platzes kann dann ein Problem in Abhiéngigkeit von der Eingabegrof3e
des Problems in eine Komplexititsklasse eingeteilt werden. Die fiir diese Arbeit verwendeten
Klassen werden nun kurz vorgestellt.

Fiir die Formalen Definitionen werden zunichst die Klassen DTIME [[AB09, Def.1.19, S.
27] und (N)SPACE [AB09, Def. 4.1, S. 76] benotigt:



Definition 4 (Die Klasse DTIME) Sei T : N — N eine beliebige Funktion. Dann ist
DTIME(T (n)) die Menge aller booleschen Funktionen, welche sich fiir ein konstantes ¢ > 0

in ¢ - T(n) Zeiteinheiten berechnen lassen.

Definition 5 (Die Klassen SPACE und NSPACE) Sei S : N — N und L C {0, 1}*. Es gilt
L € SPACE (s(n)) (beziehungsweise L € NSPACE (s(n))), wenn es eine Konstante c und eine
TM (bezieungsweise NTM) M gibt, welche L iiber jede Eingabe x € {0, 1} so entscheidet,
dass die Anzahl der Speicherzellen, welche wihrend der Berechnung durch M nicht leer sind,

hochstens c - s(|x|) betrdgt.

In der Komplexititsklasse P befinden sich alle Probleme, welche von einer deterministi-
schen Turingmaschine in polynomieller Zeit entschieden werden konnen. Demnach werden
bei einem Problem mit Eingabeldnge n und einer Konstanten ¢ > 0 hochstens n¢ Arbeitsschrit-
te bendtigt, um das Problem zu 16sen. Formal wird sie von Arora und Barak fiir ein beliebiges,
aber festes ¢ wie folgt definiert [ABO9, Def. 1.20, S. 27]:

Definition 6 (Die Klasse P)
P = U1 DTIME((n°)

In der Komplexititsklasse NP befinden sich alle Probleme, welche von einer nichtdetermi-
nistischen Turingmaschine in polynomieller Zeit entschieden werden konnen. Demnach gibt
es bei einem Problem mit Eingabeldnge n und einer Konstanten ¢ > 0 eine Losung, welche
hochstens n¢ Arbeitsschritte benotigt. Formal lésst sie sich folgendermallen definieren [AB09,
Def. 2.1, S. 40]:

Definition 7 (Die Klasse NP) Eine Sprache L C {0, 1}* liegt in NP, wenn es ein Polynom
p : N — N und eine Polynomialzeit Turingmaschine M gibt, sodass fiir alle x € {0, 1}* gilt:

xe Lo Aue{0, 1) mit M(x,u) =1

Effiillen x € L und u € {0, 1} die Bedingung M(x,u) = 1, dann wird u das Zertifikat fiir x

genannt.

Analog zu den Klassen P und NP befinden sich in den Komplexitétsklassen PSPACE und
NPSPACE alle Probleme, welche von einer deterministischen (PSPACE) oder nichtdeter-
ministischen (NPSPACE) Turingmaschine mit polynomiellen Platz gelost werden kdnnen.
Demnach werden bei einem Problem mit Eingabeldnge n und ¢ > 0 hochstens n¢ Speicherzel-
len bendtigt, um das Problem zu entscheiden [AB09, Def.4.5, S. 78].

Definition 8 (Die Klassen PSPACE und NPSPACE)

PS PACE = U,»,S PACE(n°)
NPS PACE = U,(NS PACE(n°)



Fiir die beiden letzten Begriffe wird zunichst die Reduzierbarkeit benotigt. Meier und
Vollmer definieren diese wie folgt [MV 15, Def.14, S.79f.]

Definition 9 (Reduzierbarkeit) Seien £ und A zwei Alphabete, sodass A C X*,b C A*
zwei Sprachen sind. A heif3t auf B (in Polynomialzeit) reduzierbar, falls es eine Funktion
f X = A" mit den folgenden Eigenschaften gibt:

o Es gibt eine (D)TM M, die in Polynomialzeit arbeitet und bei Eingabe eines Wortes
x € X* das Wort f(x) € A* produziert. M hat dazu ein spezielles Ausgabeband, auf
dem sich am Ende der Rechnung das Ausgabewort befindet. Mit anderen Worten: Die

Funktion f ist in Polynomialzeit berechenbar.
o Fiiralle x € T* gilt: x € A gdw. f(x) € B

Die Funktion f wird auch (Polynomialzeit-) Reduktion von A auf B, in Zeichen A <" B,

genannt.

Mit der Reduzierbarkeit lassen sich nun auch schwere und vollstindige Probleme definieren.
Diese werden nach Meier und Vollmer wie folgt definiert [MV 15| Def. 15, S. 82]:

Definition 10 (NP-schwer, NP-vollstindig)
(i) Eine Sprache B ist NP-schwer, falls fiir alle A € NP gilt: A <" B.

(ii) Eine Sprache B ist NP-vollstiandig, falls B NP-schwer ist und B € NP.

2.4 Geloste Spiele

Dieser Abschnitt bezieht sich auf ,,Searching for Solutions in Games and Artificial Intelli-
gence® von Allis [AlI94].

Spiele, bei denen der Ausgang bei perfekter Spielweise aller Parteien bekannt ist, werden
als ,,gelost* bezeichnet. Diese Spiele sind fiir Komplexitidtsbetrachtungen gut geeignet, da es
nur wenige oder keine Ungewissheiten im Spielverlauf gibt.

Eine genauere Definition und Abstufung wurde von Allis vorgestellt [All94, S. 7f.]:
Definition 11 (Geldstes Spiel)

e Ein Spiel heifit ultra-schwach geldst, wenn von den Startpositionen aus der theoretische

Ausgang des Spiels bekannt ist.

o Ein Spiel heifst schwach gelost, wenn von den Startpositionen eine Strategie bekannt ist,

welche zum theoretischen Ausgang des Spieles fiihrt.

o Ein Spiel heift stark gelost, wenn zu jeder erlaubten Spielposition eine Strategie bekannt

ist, welche zum theoretischen Ausgang des Spieles fiihrt.



3 Spiel 1: ,,Tic-Tac-Toe"

Im folgenden Kapitel wird das Spiel ,,Tic-Tac-Toe* kurz beschrieben und generalisiert. An-
schlieBend wird das Losungsproblem fiir ,, Tic-Tac-Toe* formuliert, sowie ein Beweis fiir die
PSPACE-Vollstindigkeit dieses Problems vorgestellt.

,»Tic-Tac-Toe* (TTT) ist ein Brettspiel fiir zwei Personen. Es wird iiblicherweise auf einem
3% 3 Feld gespielt. Abwechselnd markieren die Spielenden ein Feld mit ihrem Symbol (hiufig
,»X “und ,,0 “). Die erste Person, die drei ihrer Symbole in einer horizontalen, vertikalen, oder
diagonalen Reihe anordnen kann, gewinnt die Partie. Dabei ist es nicht moglich, eine bereits
gesetzte Markierung zu entfernen oder zu dndern. Eine Partie ist somit immer nach spétestens

9 Ziigen vorbei.

XXX
X 10 |0
O O

Abbildung 3.1: Eine beendete Partie ,,Tic-Tac-Toe*. Diese Partie hat ,,X* gewonnen.

,» Lic-Tac-Toe* gehort zu den m, n, k Spielen, bei denen auf einem m X n Feld gespielt wird,
mit dem Ziel, eine Reihe der Linge k£ mit den eigenen Markierungen zu bilden. Es ist somit
das 3, 3, 3 Spiel. Ein weiteres Beispiel fiir ein m, n, k Spiel ist ,,Gobang*, das 19, 19, 5 Spiel.
., lic-Tac-Toe* ist auch das kleinste m, n, k Spiel, welches beiden Parteien gewonnen werden
kann. Es gehort auBBerdem zu den stark gelosten Spielen. Bei perfekter Spielweise beider
Parteien ist das Ergebnis immer ein Unentschieden.

Als Generalisierung fiir ,,Tic-Tac-Toe* wird das n, n, 3 Spiel betrachtet.



3.1 ,Tic-Tac-Toe“ zu gewinnen ist PSPACE-schwer

Folgender Satz wird in diesem Abschnitt gezeigt:

Satz 1 Eine Zugfolge zu finden, mit welcher ,,X* in generalsiertem Tic-Tac-Toe gewinnen
kann, ist PSPACE-schwer.

Das Problem aus Satz [I] wird von nun an als ,,GTTT* bezeichnet. Der Beweis von Satz [I]
erfolgt in zwei Schritten. Zunichst wird gezeigt, dass TQBF auf eine Generalisierung des
Spiels ,,Geographie* reduzierbar ist. AnschlieBend wird die Reduktion von generalisiertem
,Geographie® auf GTTT gezeigt. Durch die Transitivitdt der Reduzierbarkeit ist TQBF damit
reduzierbar auf GTTT und somit ist GTTT PSPACE-schwer.

3.1.1 Generalisiertes ,,Geographie* zu gewinnen ist PSPACE-schwer

In diesem Teil wird das Spiel ,,Geographie* vorgestellt, generalisiert. AuBerdem wird das
Losungsproblem fiir diese Generalisierung formuliert. Anschliefend wird ein Beweis fiir
die Reduzierbarkeit von TQBF auf dieses Problem vorgestellt und anhand eines Beispiels
verdeutlicht.

,Geographie“ ist ein Spiel fiir zwei Personen, bei dem abwechselnd Stddte aufgezihlt
werden und jede Stadt nur einmal genannt werden darf. Person A nennt eine Stadt, zum
Beispiel ,,Hannover®. Person B antwortet mit einer anderen Stadt, welche mit dem letzten
Buchstaben der Stadt von Person A beginnt, wie zum Beispiel ,,Rostock®. Das Spiel endet,
sobald eine Person keine Stadt mehr nennen kann. Diese Person hat das Spiel verloren.

Eine beliebige Partie von ,,Geographie* lédsst sich als gerichteter Graph darstellen, bei der
jede Stadt einen Knoten darstellt. Von jedem Knoten aus geht eine Kante zu jeder zulédssigen

Stadt, welche den Regeln des Spiels geniigt.

Abbildung 3.2: Beispiel fiir eine Partie ,,Geographie*



Das Spiel ,,Geographie* kann als gerichteter Graph generalisiert werden, wie Lichtenstein
und Sipser in ,,Go Is PSPACE Hard* zeigen [LS78| Def.3, S. 394]:

Definition 12 (Generalisiertes Geographie) Generalisiertes Geographie (GG) ist ein Spiel
fiir zwei Personen, welches auf einem gerichteten Graphen gespielt wird. Die erste Person
markiert einen unmarkierten Knoten auf dem Graphen. Anschlief3end markieren die teilneh-
menden Personen abwechselnd einen freien Knoten auf dem Graphen, auf den einen Kante des
vorherigen markierten Knotens zeigt. Die Person, welche keinen giiltigen Zug mehr machen

kann, hat verloren.

Es wird nun der folgende Satz gezeigt (Beweis nach Schaefer in ,,On the Complexity of
Some Two-Person Perfect-Information Games* [[Sch78, Theo. 3.1, S.194]:

Satz 2 Eine Zugfolge zu finden, mit welcher Person A in GG gewinnen kann, ist PSPACE-

schwer.

Beweis. Gegeben seien eine QBF der Form dx, Vy, dz... ¢(x, y, z, ...), mit ¢ in KNF und
ein gerichteter Graph G, bei dem die Kanten einen Spielzug und die Knoten einen Spielzu-
stand darstellen. Person A spielt die Y-Quantoren und versucht die QBF ,,falsch* werden zu
lassen. Person B spielt die 3-Quantoren und versucht die QBF ,,wahr* werden zu lassen. Die
Belegungen der Wahrheitswerte der Variablen durch die Quantoren werden durch Teilgraphen

in Diamantenform realisiert.

Abbildung 3.3: Belegung der Variable x

Die Spielenden belegen abwechselnd ihre jeweiligen, durch Knoten reprisentierten, Va-
riablen mit Wahrheitswerten. Wurden alle Variablen belegt, wird die Erfiillbarkeit von ¢
gepriift. Hierzu fiihren Kanten fiir ,,Y* zu der jeweiligen Negation, der in jeder Klausel von ¢
vorkommenden Variable. Das Spiel endet, sobald einer der Spielenden keine giiltigen Ziige
mehr hat.

Da der Graph durch ,,Dummyknoten so konstruiert werden kann, dass jede mogliche
Anzahl von Variablen und jede mogliche Formel ¢ simuliert werden kann, ist TQBF auf das
Problem aus Satz 2] reduzierbar. Damit es PSPACE-schwer, eine Zugfolge zu finden, welche

zum Sieg der Partie fiihrt. O



Beispiel Gegeben sei ein gerichteter Graph, welcher der QBF AxVydz : (xVyVZ)A(xVyVz)
entspricht. Die Spielenden Personen sind ,,3* (gennant E) und ,,V* (genannt A). Das Ziel von
E ist es, die QBF ,,wahr werden zu lassen. A mochte das Gegenteil erreichen. Das Spiel
beginnt am Start-Knoten und da die QBF mit einem Existensquantor beginnt, ist E zuerst am
Zug. Durch die Wahl eines Knotens belegt E die Variable x nun mit einem Wahrheitswert.
In Abbildung[3.4]entspricht der Knoten x der Belegung der Variable x mit ,,wahr*. Analog
wird die Belegung von x mit ,,falsch* durch den Knoten x dargestellt. E wihlt den Knoten
x und damit ist A am Zug. Vom Knoten x aus gibt es nur eine Kante, die zu einem anderen
Knoten fiihrt. A hat somit keine Wahl und belegt den Knoten A;. Gleiches wiederholt sich mit
E und dem Knoten E;. AnschlieBend kann A eine Variable belegen. Dieses Muster setzt sich
fort, bis alle Variablen belegt wurden. Nachdem der Knoten Aj erreicht wurde, ist E am Zug.
Nun kann E einen der Knoten K; oder K, wihlen. Diese Knoten stellen die Klauseln dar. K
entspricht in diesem Besipiel (x V y V z) und K enstpricht (x V'y V z). Angenommen, A hat y
mit ,,wahr* belegt. Wenn E nun den Knoten K; wihlt, ist A am Zug und hat keine giiltigen
Ziige mehr. Damit hat A verloren. Belegt A y mit ,.falsch* so wihlt E den Knoten K, und das
Ergebnis bleibt dasselbe. E hat immer dann eine Gewinnstrategie, wenn die QBF erfiillbar ist.
Wenn die QBF nicht erfiillbar ist oder falsch belegt wurde, dann hitte A bei jeder Klausel
immer einen Knoten, der noch nicht belegt wurde. In dem Fall wire E am Zug, aber hitte

keine giiltigen Ziige mehr. Dann hitte A gewonnen.

Abbildung 3.4: Generalisiertes Geographie fiir die QBF AxVydz: (x Vy V2 A (x VYV 2)

Es wurde von Lichtenstein und Sipser gezeigt, dass die Reduktion durch Umstrukturierung
des GG Graphen auch gilt, wenn man GG auf bipartite, planare Graphen beschrinkt, bei
denen jeder Knoten hochstens mit drei Kanten inzidiert [LS78, Theo. 3, S. 395f.]. Diese
Eigenschaft wird in dem nichsten Schritt verwendet.



3.1.2 Generalisiertes ,,Tic-Tac-Toe “ zu gewinnen ist PSPACE-schwer

In diesem Abschnitt wird die Reduzierbarkeit von GG auf GTTT gezeigt, wodurch gleichzeitig
die Reduzierbarkeit von TQBF auf GTTT gezeigt wird. GTTT ist damit PSPACE-schwer.

Durch die PSPACE-Schwere von GG kann nun durch Reduktion der Beweis von Satz [I]
gefiihrt werden (Beweis nach Reisch in ,,Gobang ist PSPACE-vollstindig® [Re180, Lemma
1.4, S.62fF.]):

Beweis. Um in generalisiertem TTT den bipartiten, planaren Graphen mit héchstens drei
Kanten pro Knoten zu simulieren, werden alle moglichen Kombinationen aus eingehenden
und ausgehenden Kanten in Stellungen beim generalisiertem TTT iibersetzt. Dazu werden
die ,,X* und ,,0* so gelegt, dass immer ein Feld von der Person, welche am Zug ist, belegt
werden muss. Tut sie dies nicht, so verliert sie die Partie. Diese offenen Felder Stellen die
Knoten dar. Die bereits im Vorfeld belegten Felder stellen die Kanten dar. So lassen sich alle
Eigenschaften des GG Graphen in generalisiertem TTT simulieren. Daher ist GG reduzierbar
auf GTTT und GTTT ist PSPACE-schwer. O

3.2 Generalisiertes ,,Tic-Tac-Toe “ zu gewinnen ist
PSPACE-volisténdig

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass GTTT in PSPACE liegt. Mit dem Ergebnis des
vorherigen Abschnitts folgt daraus, dass GTTT PSPACE-vollstindig ist. Betrachtet wird der
folgende Satz:

Satz 3 Eine Zugfolge zu finden, mit welcher ,,X* in generalsiertem Tic-Tac-Toe gewinnen

kann, ist ein polynomielles Platzproblem.

Beweis. [Rei80, Lemma II.2, S.61] Gegeben sei eine Partie generalisiertes TTT auf einem
n X n Spielbrett. Jede Zelle auf dem Spielbrett kann genau eine von 3 Zustdnden annehmen:
Leer, ,,X “und ,,O “. Es gibt demnach 3 mogliche Zustdnde, welche das Spielbrett annehmen
kann. Nach jedem Zug wird einer dieser Zustinde angenommen und kann im Spielverlauf
nicht mehr gedindert werden. Daher gibt es n?! mogliche Spielziige, die auf dem Spielbrett
gespielt werden konnen H Alle diese Spiele lassen sich in einem Zustandsgraphen darstellen.
Da es sich um n?! Zustinde handelt, ist der Graph von polynomieller GroBe.

Es gibt fiir jeden moglichen ersten Zug einen Startknoten. Auflerdem gibt es fiir jeden

moglichen Spielausgang einen Endknoten. Nun lédsst sich mittels einer NTM von jedem

ITats#chlich lisst sich die Anzahl der moglichen Spielziige noch weiter Einschriinken, wenn illegale Spielziige,
Spiegelungen und Drehungen des Spielbrettes aus der Zihlung ausgeschlossen werden. Da dies keinen
Einfluss auf den Beweis hat, wurde darauf verzichtet diese Aspekte in den Beweis mit aufzunehmen.

10



Startknoten aus ein Weg zu einem entsprechenden Endknoten finden, sofern dieser existiert.

Es gibt also einen nichtdeterministischen Algorithmus, der das Problem aus Satz @ 10st,

wodurch das Problem in NPSPACE liegt. Durch den Satz von Savitch liegt das Problem in

PSPACE [MV15, Satz 8, S. 31]. O
Aus Satz [I|und Satz 3] folgt somit, dass GTTT PSPACE-vollstindig ist.

4 Spiel 2: ,,Super Mario Bros.”

Im folgenden Kapitel wird das Spiel ,,Super Mario Bros.* kurz beschrieben und generali-
siert. AnschlieBend wird das Losungsproblem fiir die gewihlte Generalisierung von ,,Super
Mario Bros.“ formuliert, sowie ein Beweis fiir die PSPACE-Vollstdndigkeit dieses Problems
vorgestellt.

,»super Mario Bros.“ (SMB) ist ein zweidimensionales ,,Jump-"n’-Run‘ Spiel, welches
Nintendo entwickelte.

Ziel des Spiels ist es den Charakter ,,Super Mario* an verschiedenen Hindernissen und
Feinden vorbei ins Ziel zu steuern.

Um ,,Super Mario Bros.* komplexitétstheoretisch zu betrachten, muss das Spiel zunichst
generalisiert werden. Eine mogliche Generalisierung zeigt sich in ,,Super Mario Bros. is
Harder/Easier than We Thought* von Demaine, Viglietta und Williams [DVW 16, Abschnitt
2.1]. Diese wurde fiir den Beweis der PSPACE-Vollstiandigkeit angepasst [DVW16, Abschnitt
4]. Dabei werden die folgenden, vom realen Spiel abweichenden, Annahmen getroffen:

e Die Level sind beliebig grof3 und haben beliebig viele Objekte
e Die Zeit und Anzahl der Leben steigen linear im Verhiltnis zur Grof3e des Levels
e Der Bildschirm bewegt sich nicht nur in eine festgelegte Richtung

e Objekte, die den Bildschirm verlassen, setzen sich nicht zuriick, insbesondere die

Position der Monster

Diese Version des Spiels wird als generalisiertes Super Mario Bros. bezeichnet. Unter diesen

Annahmen wird der folgende Satz betrachtet:

Satz 4 Die Flagge in generalisiertem Super Mario Bros. zu erreichen, ist PSPACE-vollstindig.

11



4.1 Generalisiertes ,,.Super Mario Bros.“ zu gewinnen ist
PSPACE-schwer

In diesem Abschnitt wird der Folgende Satz gezeigt:
Satz 5 Die Flagge in generalisiertem Super Mario Bros. zu erreichen, ist PSPACE-schwer.

Das Problem aus Satz E] wird mit ,,GSMB* abgekiirzt. Fiir zweidimensionale Plattformspiele
wurden verschiedene Meta-Theoreme aufgestellt, welche Losungsprobleme verschiedener
Spiele unter bestimmten Bedingungen in P-schwer, NP-schwer und PSPACE-schwer einteilen.
Besonders relevant fiir diese Arbeit ist das unter Metatheorem 4.c zu findende von Viglietta in
,Gaming Is a Hard Job, But Someone Has to Do It!* [Vigl2, S.8f.]:

Satz 6 Wenn in einem Spiel Tiiren und Druckplatten vorkommen und der Spielavatar einen

Ausgang erreichen muss, dann gilt:
[... ]
(c) Wenn jede Tiir von zwei Druckplatten gesteuert wird, ist das Spiel PSPACE-schwer.
Da in ,,Super Mario Bros.* keine Druckplatten existieren, wurde fiir den Nachweis der

PSPACE-Schwere von Demaine et al. eine abgewandelte Form verwendet, welche Viglietta

in ,,Lemmings is PSPACE-complete* vorstellte [ViglS, Metatheorem 3]:

Satz 7 Wenn in einem Spiel alleinstehende Tiiren und Pfade mit Kreuzungen (ohne Pfadwech-
selmaoglichkeit) vorkommen und der Spielavatar von einem Startpunkt aus ein Ziel erreichen
muss, dann ist das Spiel PSPACE-schwer.

------
_____ < e <

Y
>
I
I
I
I
A

Abbildung 4.1: Aufbau des Beweises von Satz 7
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Beweis. [Alo+15, S.6] Fiir den Beweis werden Eigenschaften der quantifizierten Boole-
schen Formeln in ,,Gadgets* libersetzt, um die Formel im Spiel zu simulieren. Voraussetzung
ist eine QBF der Form dx, Vy,dz...¢(x,y, 2z, ...), mit ¢ in 3-KNF. Um das Ziel des Levels
zu erreichen, muss die QBF den Wahrheitswert ,,wahr* annehmen. Im Kontext der Gad-
gets bedeutet ,,wahr* eine offene und ,,falsch* eine verschlossene Tiir. Zuerst werden alle
Quantoren-Gadgets durchschritten. Die Allquantoren setzen beim ersten Durchlaufen ihre
jeweilige Variable auf ,,wahr*. Bei den Existenzquantoren kann der Wahrheitswert der entspre-
chenden Variable gewihlt werden. Dies geschieht durch das Offnen der Tiiren, welche von
dieser Variable reprisentiert werden. Nun miissen alle Klausel-Gadgets durchschritten werden.
Da die Klauseln in 3-KNF vorliegen, konnen sie nur passiert werden, wenn mindestens eine
Variable ,,wahr* ist. Nachdem alle Klauseln erfolgreich durchlaufen wurden, miissen die
Quantoren nochmals durchschritten werden. Dabei wechseln die jeweiligen Allquantoren
von ,,wahr* auf ,.falsch* und die Klauseln miissen mit den jeweiligen neuen Wahrheitswerten
erneut durchlaufen werden. Diese Abfolge wiederholt sich fiir jeden Allquantor. Wird eine
Kombination von Wahrheitswerten der Existensquantoren gefunden, sodass sich die Klauseln
fiir alle moglichen Wahrheitswerte der Allquantoren passieren lassen, so 6ffnet sich die Tiir

zum Ziel und das Level kann abgeschlossen werdenE] O

@

<

Abbildung 4.2: Generalisiertes SMB fiir die QBF xVy3dz: (x VyV ) A(x VYV 2)

Beispiel Gegeben sei die QBF aus dem letzten Beispiel: dxVydz : (x Vy V) A (x VY V 2).
Es wurde in generalisiertem SMB ein Level konstruiert, welches der QBF entspricht. Die

Kanten stellen dabei Ginge dar. Mario beginnt am Startknoten und begibt sich zum Knoten

! Ausfiihrlichere Beweisfiihrungen und Beispiele lassen sich in ,,Classic Nintendo games are (computationally)
hard* [|Alo+15] und ,,Gaming Is a Hard Job, But Someone Has to Do It!“[Vig12] finden.
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E,. Hier kann er die Variable x mit ,,wahr* oder ,,falsch* belegen und seinen Weg zum Knoten
A, fortsetzen. Dieser Vorgang wiederholt sich, bis Mario beim Knoten E, angekommen ist.
Wurden die Variablen so belegt, dass die Klauseln ,,wahr* sind, kann Mario mindestens einen
Knoten der folgenden Dreiergruppen passieren. Die Knoten entsprechen dabei Tiiren. Diese
sind nur dann gedffnet, wenn die entsprechende Belegung der jeweiligen Variable ,,wahr*
ergibt. Konnten alle Klauseln passiert werden, kommt Mario am Knoten A; an. An diesem
Punkt wird er durch verschlossene Tiiren gezwungen, die Belegung von y zu dndern und alle
Klauseln erneut zu durchlaufen. Wird A3 ein weiteres Mal erreicht, kann Mario passieren und
somit das Ziel erreichen. Wire die QBF nicht erfiillbar, giibe es keine Moglichkeit das Ziel zu

erreichen, da die Klauseln nicht fiir alle Belegungen passiert werden konnten.

Fiir den Beweis von Satz[5|werden in ,,Super Mario Bros.* die folgenden Elemente benétigt:
e Einen steuerbaren Spielavatar zum Navigieren des Levels

Ein Start und ein Ziel

Passierbare Pfade in einer Ebene

Ein ,,Crossover-Gadget* mit dem sich Pfade kreuzen konnen, ohne dass die anderen

Pfade passiert werden konnen, zum Realisieren der Quantoren

Tiiren, welche sich 6ffnen und schlieBen lassen, um die Wahrheitswerte darzustellen
e Geniigend Zeit, um das Level abzuschlielen

All diese Elemente werden von Demaine et al. [DVW 16, Kap. 4, S. 10ff.] realisiert und vorge-
stellt. Nach Satz[/|zeigt sich demnach, dass sich TQBF auf das Problem GSMB reduzieren

lasst. Damit ist Satz [S| bewiesen.

4.2 Generalisiertes ,,Super Mario Bros.“ zu gewinnen ist
PSPACE-volistandig

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Problem einen Zielpfad in generalisiertem ,,Super
Mario Bros.* zu finden, in PSPACE liegt. In Kombination mit dem vorherigen Abschnitt wire
damit die PSPACE-Vollstindigkeit des Problems gezeigt.

In ,,Super Mario Bros. is Harder/Easier than We Thought* zeigen Demaine et al. folgenden
Satz [DVW 16|, Abschnitt 2.3, Theorem 1]:

Lemma 1 Die Flagge in einem Level von SMB-Standard zu erreichen ohne Leben zu verlieren

ist ein polynomielles Zeitproblem.
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Bei SMB-Standard handelt es sich um eine Generalisierung von SMB, welche sich nur in
einem Punkt von generalisiertem SMB unterscheidet. Bei SMB-Standard werden alle Objekte,
welche den Bildschirm verlassen, zuriickgesetzt. Die wichtigsten Punkte des Beweises von
Lemmal|l|sind auch fiir den Beweis der PSPACE-Vollstiandigkeit von generalisiertem SMB

relevant:
e Die Anzahl der Positionen, welche Mario im Bildschirm einnehmen kann, sind endlich
e Mario und alle Monster und Objekte besitzen eine konstante Hochstgeschwindigkeit

e Alle Zustandsiiberginge und Interaktionen zwischen Objekten konnen in konstanter
Zeit berechnet werden, da der Bildschirm eine konstante Grofle hat und damit auch eine

maximale Anzahl an Objekten, welche miteinander interagieren konnten
e Zufillige Ereignisse werden von einer pseudo-Zufallszahl konstanter Grof3e generiert
e Es gibt eine Schleife, welche die aktiven Objekte zihlt, in polynomieller Grof3e

e Es gibt eine Schliefe, welche auf Fehlschlédge priift (Zeit abgelaufen, Leben verloren
etc.)

e Es existieren Zustandsiiberginge fiir alle moglichen Eingaben fiir Mario (wird durch

die Anzahl an moglichen Eingaben pro Frame begrenzt)

e Alle moglichen Zustandsiibergiinge zwischen zwei Frames lassen sich in polynomieller

Zeit berechnen

Aus diesen Punkten ergibt sich ein gerichteter Zustandsgraph polynomieller Gro3e, bei dem
jede Kante eine mogliche Aktion und das Verstreichen einer Zeiteinheit darstellt. Es gibt
einen Startknoten fiir jede pseudo-Zufallszahl und einen dazugehorigen Endknoten.
Dieser Graph kann nun mittels Breitensuche nach dem kiirzesten Pfad durchsucht werden.
Da sich SMB-Standard und generalisiertes SMB nur geringfiigig unterscheiden, ldsst sich

dieser Beweis fiir den folgenden Satz abwandeln:

Satz 8 Die Flagge in einem Level von generalisiertem SMB zu erreichen ohne Leben zu

verlieren ist ein polynomielles Platzproblem.

Beweis. Gegeben sei der gerichtete Zustandsgraph polynomieller Grée aus dem Beweis
fir Lemmal(I] Da sich in gerealisiertem SMB die Position und der Zustand aller Objekte und
Monster gemerkt wird, miissen alle moglichen Postitionen und Interaktionen von Objekten
gespeichert werden. Auch jene, welche sich nicht im Bildschirm befinden. Daher kénnen
die Zustandsiiberginge nicht mit konstantem, sondern mit polynomiellem Platz gespeichert

werden. Da es sich um eine konstante Anzahl an Objekten handelt, welche im Verlauf
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des Spiels nur ab- und nicht zunehmen kann, wird kein exponentieller Platz benétigt. Der
Zustandsgraph wichst um einen polynomiellen Faktor an, bleibt also polynomiell gro8.
Es lasst sich somit mittels einer NTM ein Pfad vom Start zum Ziel finden, welcher mit
polynomiellem Platz auskommt. Daher gilt, dass das Problem aus Satz|8|in NPSPACE liegt.
Der Satz von Savitch besagt, dass NPSPACE = PSPACE gilt. Daher liegt das Problem aus
Satz[8in PSPACE. o

Das Ziel in generalisiertem Super Mario Bros. zu erreichen, ist demnach PSPACE-schwer
und liegt in PSPACE, wodurch es PSPACE-vollstindig ist.

5 Vergleich

In diesem Kapitel erfolgt ein Vergleich der behandelten Spiele ,,Tic-Tac-Toe* und ,,Super
Mario Bros.* sowie der auf ihnen formulierten Probleme.

Auf den ersten Blick erscheinen die beiden Spiele sehr unterschiedlich. Das zeigt sich im
Spielablauf darin, dass in SMB eine Figur ins Ziel gesteuert wird, wihrend bei TTT Markie-
rungen auf ein Spielbrett gelegt werden. SMB ist ein Spiel fiir eine Person, wohingegen TTT
von zwei Personen gespielt wird. TTT ist rundenbasiert. In SMB konnen jedoch kontinuierlich
Eingaben erfolgen. TTT wirkt in seinen moglichen Ziigen recht beschrinkt. In SMB scheinen
die moglichen Aktionen sehr viel komplexer zu sein. Aufgrund der Einfachheit von TTT ist
das Spiel sowohl analog, zum Beispiel als Brettspiel oder mit Stift und Papier, als auch digital
spielbar. SMB hingegen ist ein Videospiel, welches sich in digitaler Form am leichtesten
spielen ldsst.

Bei genauerer Betrachtung fallen allerdings ein paar Gemeinsamkeiten auf. Es ldsst sich
zum Beispiel argumentieren, dass SMB ein Spiel fiir zwei Personen ist. Eine Person spielt
Mario, die andere steuert die Hindernisse und Monster. Dieser Teil wird in der Regel von
einem Programm gesteuert. Dariiber hinaus sind die Eingaben bei SMB durch die Frame Rate
beschrinkt. Definiert man die jeweiligen Frames als Runden, so wird SMB zu einem runden-
basierten Spiel fiir zwei Personen, bei dem beide Spielende ihre Ziige gleichzeitig machen.
Bei den Generalisierungen wurden die jeweiligen Spielwelten beliebig vergroBert. Fiir TTT
wurden die Grenzen des Spielfeldes entfernt. Bei SMB wurde die Levelbegrenzung entfernt
und die Beschrinkung, dass sich der Bildschirm nur in eine Richtung bewegt, aufgehoben.

Die Beweise der PSPACE-Schwere weisen mehrere Gemeinsamkeiten auf. In beiden Fil-
len ist die Grundlage eine QBF in KNF. Beide Beweise verwenden speziell konstruierte
,Gadgets“, um die Eigenschaften der QBF zu simulieren. Der theoretische Aufbau und die

Zusammensetzung der Gadgets sind dabei fast identisch: Zuallererst werden die Wahrheits-

16



werte der Variablen festgelegt. Im Anschluss werden die Klauseln der QBF durchlaufen.
Danach werden die Wahrheitswerte der Variablen mit Allquantoren umgekehrt und fiir jeden
gednderten Wert werden die Klauseln erneut durchlaufen.

Dariiber hinaus werden die Beweise in zwei Schritten gefiithrt. Fiir GTTT wird erst eine
Reduktion von TQBF auf GG gefiihrt und anschlieBend eine Reduktion von GG auf GTTT.
Bei SMB wird zunichst das Meta-Theorem bewiesen und anschlieBend werden die benotigten
Eigenschaften in SMB gezeigt. Daraus ergibt sich, dass sich die Beweise in einigen Punkten
voneinander unterscheiden. Beim Beweis der PSPACE-Schwere von GTTT wird ein ,,Umweg*
tiber GG genommen. Zwar wird bei GSMB auch das Meta-Theorem verwendet, allerdings
lasst dieses direkt mit GSMB beweisen.

Die Beweise der Mitgliedschaft in PSPACE beider Spiele sind nahezu identisch. In beiden
Fiéllen wird von den jeweils moglichen Zustdnden ein Zustandsgraph erstellt, der mittels
einer NTM navigiert werden kann. Daraus folgt eine Mitgliedschaft in NPSPACE, woraus
im nichsten Schritt die Mitgliedschaft in PSPACE folgt. Unterschiedlich sind in diesem Fall
ausschlieBlich die notwendig getroffenen Annahmen, da sich die méglichen Spielzustinde
deutlich unterscheiden.

Anhand der Auffithrungen hat sich gezeigt, dass die betrachteten Spiele mehr Gemeinsam-

keiten haben, als es zunédchst den Anschein hatte.

6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem abschlieBenden Kapitel werden die Vorgehensweise und Ergebnisse der Ba-
chelorarbeit zusammengefasst. Zum Schluss werden Fragen, die wihrend der Bearbeitung
aufkamen und offen blieben, in einem Ausblick thematisiert.

Zu Beginn wurden die wichtigsten Grundlagen und Definitionen erldutert, um der Arbeit
eine theoretische Basis zu geben.

AnschlieBend wurde das Spiel ,,Tic-Tac-Toe “ présentiert und generalisiert. Im Zuge dessen
wurde ein Beweis der PSPACE-Schwere vorgestellt, welcher mittels Reduktion von dem
Erfiillbarkeitsproblem quantifizierter Boolescher Formeln auf das generalisierte ,,Geographie
*“ Spiel mit anschlieBender Reduktion von generalisiertem Tic-Tac-Toe auf generalisiertes
Geographie gefiihrt wurde. Daraufhin wurde ein Beweis dafiir erbracht, dass das Entschei-
dungsproblem, ob eine Person in generalisiertem ,,Tic-Tac-Toe “ gewinnen kann, in PSPACE
liegt. Damit wurde die PSPACE-Vollstiandigkeit nachgewiesen.

Im folgenden Kapitel wurde mit dem gleichen Aufbau das ,,Spiel Super Mario Bros.*

vorgestellt, generalisiert sowie ein Beweis fiir die PSPACE-Vollstindigkeit dargestellt. Die
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PSPACE-Schwere des Losungsproblems wurde durch ein Meta-Theorem bewiesen, welches
selbst durch Reduktion von dem Erfiillbarkeitsproblem quantifizierter Boolescher Formeln
als PSPACE-schwer eingeteilt wurde. AnschlieBend wurden die von dem Meta-Theorem
geforderten Eigenschaften nachgewiesen, was die PSPACE-Schwere von GSMB nachwies. Es
folgte ebenfalls ein Beweis fiir die Mitgliedschaft des Problems in PSPACE, woraus wiederum
die PSPACE-Vollstindigkeit folgte.

Im letzten Teil wurden zunéchst die beiden genannten Spiele selbst verglichen. Im Ver-
gleich stellte sich heraus, dass die Spiele mehr Gemeinsamkeiten aufweisen, als es auf den
ersten Blick erkennbar war. So zeigten sich die Spiele in ihren @uleren Erscheinungen be-
ziehungsweise Rahmenbedingungen zwar recht unterschiedlich, jedoch ergaben sich anhand
der Beweisfiihrungen viele Gemeinsamkeiten. Zum Beispiel dulerten sich der Aufbau der
jeweiligen verwendeten Gadgets sowie die Beweise fiir die Mitgliedschaft in PSPACE der
Losungsprobleme als nahezu identisch. Das Ziel der Arbeit wurde somit erfiillt.

Wihrend der Bearbeitung ergaben sich fortfithrende Fragen, die in der Bachelorarbeit aus
Griinden der Einschrinkungen des Umfangs, nicht bearbeitet werden konnten:

Gibt es Spiele, welche sich nicht als Zwei-Personen-Spiele interpretieren lassen, die sich
trotzdem mittels Reduktion von QBF als PSPACE-schwer einteilen lassen? Wie lisst sich ein
direkter Beweis fiir die PSPACE-schwere von ,,Tic-Tac-Toe* fithren? Weisen alle Beweise fiir
die PSPACE-Vollstindigkeit bei Zwei-Personen-Spielen die gefundenen Gemeinsamkeiten
auf?

Diese und dhnliche Fragen liefern somit eine gute Basis fiir weitere Untersuchungen.
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