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1. Einleitung

Logikritsel, die im "Pen-&-Paper"-Stil zu 16sen sind, erfreuen sich nicht erst seit der rasanten
Verbreitung von Sudokus einer groflen Beliebtheit. Unter "Pen-&-Paper", aus dem Englischen
wortlich mit "Stift und Papier" zu iibersetzen, versteht man solche Ritsel, die dem Spieler
einen Rahmen vorgeben, in dem er die Losung (auf einem Papier) direkt (mit einem Stift)
eintrdgt. Zu den wahrscheinlich bekanntesten Knobelspielen dieser Art gehoren neben Sudoku
auch Kakuro und Fillomino [12].

Ein weiteres Mitglied dieser Kategorie ist Fillmat. Das Ziel dieses Puzzles ist es, ein
vorgegebenes Feld der Grofle m X n unter bestimmten Regeln, auf die in der Arbeit im Detail
eingegangen wird, mit Matten der Grofen 1 X 1, 1 X2, 1 X 3 und 1 X 4 zu fiillen.

Spiele dieser Art werden nicht zuletzt deshalb gerne gespielt, weil ihre Bearbeitung eine
geistige Herausforderung darstellt und zum Nachdenken anregt. Im rechnerischen Umfeld
hingegen ist es bei der Betrachtung von Schwierigkeit besonders interessant zu untersuchen,
ob Losungen zu einem gegebenen Problem effizient iberpriifbar sind. Ist dies der Fall, wird
das Problem der Komplexititsklasse NP (nichtdeterministisch polynomielle Zeit) zugeordnet.
Innerhalb dieser Klasse gibt es weiterhin Probleme, die man als NP-schwer bezeichnet.
Obwohl eine Losung zu so einem Problem effizient verifiziert werden kann, kann das Problem
selbst nicht effizient gelost werden. Probleme, die sowohl in NP liegen als auch NP-schwer
sind, nennt man NP-vollstiandig.

Insbesondere bei Puzzlespielen ist auch das "Another Solution Problem", kurz ASP, relevant.
Das ASP eines gegebenen Problems P und einer dazugehorigen Losung L ist es, eine weitere
Losung L (ungleich L) fiir P zu finden. Da die Komplexitit des ASP eines Problems durchaus
von der Komplexitit des urspriinglichen Problems abweichen kann [13], miissen diese beiden
Komplexititen unabhiingig voneinander untersucht werden.

Wie viele dhnliche "Pen-&-Paper" Spiele erscheinen Fillmat Puzzle regelméfig in dem
japanischen Ritselmagazin Nikoli [7]. Nachdem einige der in diesem Magazin veroffentlichten
Ritsel bereits erfolgreich auf NP-Vollstiandigkeit iiberpriift wurden, beweisen Akihiro Uejima
und Hiroaki Suzuki, dass dies auch fiir eine leicht abgewandelte Version von Fillmat gilt.
Zusitzlich beweisen sie die ASP-Vollstindigkeit des Puzzlespiels [11].

In dieser Arbeit wird das Logikriétsel Fillmat komplexititstheoretisch betrachtet. Dazu wird
es fiir ein besseres Verstdndnis zunéchst ausfiihrlich beschrieben und mit Beispielen illustriert,
bevor eine vollstindige Instanz von Fillmat beispielhaft Schritt fiir Schritt anschaulich gelost

wird. Um einen besseren Uberblick iiber das Thema der Komplexititstheorie zu erhalten,



werden danach relevante Begriffe wie die Komplexititsklassen P und NP sowie NP-Schwere
und NP-Vollstiandigkeit definiert und erklért, wie man die Mitgliedschaft verschiedener
Probleme in diesen Klassen beweist. Zudem wird das Another Solution Problem erldutert und
mithilfe eines Papers von Takayuki Yato und Takahiro Seta [13] formal definiert. Schlielich
wird der Beweis von Uejima und Suzuki, dass ihre Version von Fillmat tatsdchlich NP- und

ASP-vollstindig ist, nachvollzogen und grafisch veranschaulicht.



2. Fillmat

2.1. Hintergriinde und Regeln

Bei Fillmat handelt es sich um ein Logikritsel, das im Pen-&-Paper-Stil zu 16sen ist. Die
ersten Puzzlespiele dieser Art veroffentlichte das japanische Magazin Nikoli im April 1993
unter dem Namen Firumatto (japanisch 7 1 jL = v b ), wortlich mit ,,(mit) Matten fiillen*
zu iibersetzen [7, 12] — daraus entstand der im europdischen Bereich gebrduchliche Name
,.,Fillmat*. Dieser Name beschreibt das Ritsel insofern zutreffend, als es in der Tat das Ziel
des Spiels ist, ein vorgegebenes Spielfeld der Groe m X n komplett mit ,,Matten* der Groen
Ix1,1x2,1x3und 1 X4 zu fiillen. Die Bezeichnung 1 X x gibt im Folgenden immer nur
die GroBe einer Matte an, nicht jedoch deren Rotation. Ist also zum Beispiel von einer 1 X 4

Matte die Rede, kann diese sowohl horizontal als auch vertikal verlaufen.

3 3 4 3 3 4
1 1
4 4 4 4
1 2 1 1 2 1
3 2 3 2

Abbildung 2.1.: Ein Fillmat Puzzle der Groe 6 X 5 mit dazugehoriger Losung

In Abbildung 2.1 ist links ein Spielfeld, welches einige vorgegebene Zahlen enthilt, zu
sehen. Um das Ritsel zu 16sen, muss dieses Spielfeld mit Matten genau so gefiillt werden,

dass folgende Regeln [7] erfiillt werden:

1. Die Matten diirfen nur an den vorgegebenen Rasterlinien des Spielfeldes verlaufen.
2. Jede Matte muss entweder die Grofle 1 X 1, 1 X 2, 1 X 3 oder 1 X 4 haben.

3. Eine Matte darf genau eine oder keine vorgegebene Zahl enthalten, nicht mehrere.



4. Enthilt eine Matte eine vorgegebene Zahl x, muss diese Matte die GroB3e 1 X x haben.
5. Matten der gleichen Grof3e diirfen sich weder vertikal noch horizontal beriihren.

6. Ein Rasterpunkt darf nicht von vier verschiedenen Matten beriihrt werden.

Um die Regeln am besten verstidndlich zu machen, zeigt Abbildung 2.2 grafisch einige

Variationen von Regelbriichen:

3 1 3 1 3 1

3 2 3 2 3 2

4 1 4 1 4 1
(a) (b) (c)

3 1 3 1 3 1
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3 2 3 2 3 2

4 1 4 1 4 1
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Abbildung 2.2.: Ein Fillmat Puzzle der Gré8e 5 X 4 mit Regelbriichen und Losung

Dabei sind folgende Regelbriiche abgebildet:

(a) zeigt ein vorgegebenes Fillmat Puzzle

(b) bricht Regel 3, da die Matte mehr als nur eine vorgegebene Zahl enthilt

(c) bricht Regel 4, da die Matte eine 4 enthilt, aber nicht die Grofe 1 X 4 hat

(d) bricht Regel 5, da sich zwei Matten der gleichen GréBe (1 X 2) beriihren

(e) bricht Regel 6, da der gekennzeichnete Rasterpunkt von vier Matten beriihrt wird

(f) zeigt die korrekte Losung des Puzzles



2.2. Losungsweg eines Fillmat Puzzles

Ein gut konstruiertes Fillmat Puzzle hat, wie alle Logikritsel, nur eine einzige giiltige Lo-
sung [1]. Der Losungsweg dhnelt dem eines Sudokus; der Spieler sucht nach Matten, die nur
eine mogliche giiltige Platzierung haben und platziert diese. Dies wiederholt man, bis das
gesamte Spielfeld gefiillt ist. Um diesen Vorgang besser zu verstehen, wird im Folgenden der
Losungsweg eines beispielhaften Puzzles nachvollzogen. Es wird folgendes Fillmat Puzzle
der GroBe 5 x 4 betrachtet:

Fiir eine gute Veranschaulichung werden mogliche Platzierungen gelb, die tatsdchlichen
Platzierungen des jeweiligen Schrittes griin und RegelverstoB3e rot markiert. Des Weiteren
werden die einzelnen Felder des Spielfeldes fiir eine klare Zuordnung mithilfe eines Koordi-

natensystems folgendermaBen bezeichnet:

(1,4)| 24|34 | 44|54

(1,3) 1 (2,3) [ (3,3) | (4.3) | (5.3)

(1,2)|(2,2) |1 3,2)| (4,2) | (5,2)

(1,0 | 2,1 [ (3,1 4.1)] (5.1

Betrachtet wird nun erneut das vorgegebene Puzzle; alle Felder, die eine 1 enthalten, miissen

zwangsliufig 1 X 1 Matten sein. Diese konnen dementsprechend platziert werden.

Nun wird die vorgegebene 3 in Feld (2, 4) betrachtet. Es gibt drei mdgliche Platzierungen
fiir die 1 x 3 Matte:

Bei (a) und (b) tritt jedoch ein Problem auf; in beiden Fillen wire das Feld (1, 4) abgetrennt,
miisste also zu einer 1 X 1 Matte werden. Dies wiirde jedoch gegen die Regel 5 verstof3en,
da sie die 1 x 1 Matte bei (1, 3) berithren wiirde. Moglichkeit (¢) muss also die richtige



() (b) (©

Platzierung sein.

(a) (b) ©

Als nédchstens wird das Feld (1, 2) betrachtet, welches aufgrund der vorgegebenen 2 eine

1 X 2 Matte enthalten muss. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

(a) (b)

Ausgegangen davon, dass Moglichkeit (a) die richtige ist, wird nun Feld (2, 2) betrachtet.
Es kann keine 1 X 1 Matte enthalten, da es die 1 x 1 Matte bei (3, 2) beriihren wiirde. Auch
eine 1 X 2 Matte kommt nicht infrage, da eine solche an die soeben platzierte 1 X 2 Matte
angrenzen wiirde. Eine 1 X 3 Matte ist auch nicht moglich, da die einzige Platzierung einer
1 x 3 Matte an dieser Stelle die 1 x 3 Matte bei (2, 4) beriihren wiirde. Fiir eine 1 X 4 Matte ist
an dieser Stelle kein Platz. Es gibt also bei Moglichkeit (a) keine giiltige Mattenplatzierung
fiir das Feld (2, 2). Folglich muss Platzierung (b) die richtige sein.




Nun wird das Feld (2, 3) betrachtet. Es kann keine 1 X 1, 1 X 2 oder 1 x 3 Matte enthalten,
ohne dass diese eine Matte der gleichen Grof3e beriihrt; es muss sich also eine 1 X 4 Matte

handeln, und fiir eine solche gibt es nur eine mogliche Platzierung:

3 3 3
1 1 1
2 1 2 2 1 2 2 1 2
3 3 3
3
1
2 1 2
3

Die 1 x 2 Matte bei (4,4) und (5, 4) ergibt sich, weil die beiden Felder keine anliegenden

1 x 1 Matten sein diirfen.

Als Nichstes wird Feld (1, 1) betrachtet: Eine 1 X 2 Matte ist wegen der angrenzenden 1 X 2
Matte nicht erlaubt und eine 1 X 3 Matte wiirde die vorgegebene 3 bei Feld (1, 4) unmdglich
machen. Fiir eine 1 X 4 Matte ist der Platz nicht ausreichend, also muss die Matte bei Feld

(1, 1) die GroBe 1 x 1 haben.

3 3 3
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Es gibt nun zwei Moglichkeiten, eine 1 x 3 Matte iiber die vorgegebene 3 in Feld (4, 1)
zu platzieren; platziert man sie aber auch iiber Feld (5, 1), miisste Feld (2,1) eine 1 x 1
Matte werden, und diese wiirde die soeben platzierte 1 X 1 Matte beriithren. Daher muss die
1 x 3-Matte stattdessen Feld (2, 1) mit einschlief3en.

Ahnlich zum vorherigen Schritt muss die 1 x 2 Matte iiber Feld (5, 2) so platziert werden,
dass die entstehende 1 x 1 Matte nicht die 1 x 1 Matte bei Feld (3, 2) beriihrt.

Da nun alle Felder mit Matten gefiillt sind, ist das Ritsel gelost.

2.3. Beispiele fur unlosbare Puzzle

Fillmat Puzzles, die in Ritselheften gefunden werden konnen, werden von ,,Ritselmachern®
genau so konstruiert, dass es nur eine einzige Losung gibt und diese auch zu finden ist [1]. Im
Gegensatz konnen natiirlich auch Felder erschaffen werden, die entweder keine oder mehrere

giiltige Losungen haben. Dazu werden folgende Spielfelder betrachtet:

2 1 3

() (b)

Es lasst sich schnell erkennen, dass sowohl bei Spielfeld (a) als auch bei Spielfeld (b) die

ersten Schritte eindeutig sind:

11



2 1 3

(a) (b)

Nun ergibt sich allerdings ein Problem. Bei (a) kann bei Feld (2, 2) keine Matte platzieret
werden, ohne eine Regel zu brechen. Es gibt demnach keine giiltige Losung. Bei (b) hingegen
ist offensichtlich, dass das Rétsel durch die Platzierung einer 1 X 1 und einer 1 x 2 Matte
giiltig gelost werden kann. Es gibt allerdings zwei Moglichkeiten, diese beiden Matten zu

platzieren:

Keine der beiden Moglichkeiten konnen ausgeschlossen werden; das Ritsel hat mehrere
giiltige Losungen.
Ob Probleme wie das Ritsel Fillmat (effizient) 16sbar oder iiberpriifbar sind, wird in der

Komplexititstheorie untersucht, auf dessen Grundlagen im Folgenden eingegangen wird.

2.4. Puzzle zur Selbstbearbeitung

Nachfolgend sind zwei zusitzliche Instanzen von Fillmat abgebildet, die mithilfe der vorheri-
gen Beispiele und oben beschriebenen Regeln geldst werden kénnen. Abbildung 2.16 zeigt
ein Puzzle moderater Schwierigkeit, wohingegen das in Abbildung 2.17 dargestellte Ritsel
einen hoheren Schwierigkeitsgrad hat. Die Losungen zu den Spielfeldern befinden sich im

Appendix.
1 2
2 2 1
2 2
2 3 3 4 1
1 4 1
Abbildung 2.16. Abbildung 2.17.
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3. Grundlagen der Komplexitatstheorie

3.1. Komplexitatsklassen

Wenn man von der Komplexitit eines Problems spricht, fillt es oft schwer, diese mit der eines
anderen Problems zu vergleichen und zu entscheiden, welches Problem ,,schwieriger* ist.
In der Komplexitétstheorie wurden fiir diesen Zweck Komplexititsklassen eingefiihrt, um
dhnlich komplexe Probleme zu gruppieren. Bei der Definition dieser Klassen wird sich an
den Ausfithrungen von Arne Meier und Heribert Vollmer [6] orientiert. Die wahrscheinlich
wichtigste dieser Klassen ist die Klasse P, die genau jene Probleme beinhaltet, fiir deren
Losung es einen effizienten Algorithmus gibt. Effizient bedeutet in diesem Zusammenhang,

dass der Algorithmus eine polynomielle Laufzeit hat.

Definition 3.1. Die Laufzeit ts(n), n € N eines Algorithmus A ist polynomiell, wenn es ein
x € N gibt, sodass t,(n) durch O(n*) beschrdnkt wird.

Allgemein lésst sich sagen:
Definition 3.2. Die Komplexititsklasse P ist die Klasse der effizient losbaren Probleme.

Fiir viele Probleme wurde hingegen noch kein effizienter Losungsalgorithmus gefunden.
Hat man allerdings eine vorgegebene Losung zu einem Problem, kann man diese Losung
auf ihre Korrektheit priifen. Die Klasse NP beinhaltet dabei all jene Probleme, fiir deren
Uberpriifung es einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt. Allgemein schreiben

Meier und Vollmer:

Definition 3.3. Die Komplexitdtsklasse NP ist die Klasse der effizient iiberpriifbaren Proble-

me.

P ist eine Teilmenge von NP; Alle Probleme, die effizient 16sbar sind, sind auch effizient
tiberpriifbar. Ob auch das Gegenteil wahr ist, das heiflt, ob alle effizient iiberpriifbaren
Probleme auch effizient 16sbar sind, und somit P = NP gilt, bleibt eines der wichtigsten

ungelosten Probleme der theoretischen Informatik [9].
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3.2. Reduzierbarkeit und NP-Volistandigkeit

Innerhalb der Klasse NP gibt es weiterhin Probleme, die besonders schwierig sind; mindestens
so schwer, wie jedes andere Problem in NP. Um die Schwierigkeit von diesen Problemen zu

vergleichen, werden Reduktionen benutzt.

Definition 3.4. Seien A C X*, B C A" zwei Sprachen. A heifst auf B in Polynomialzeit m-
reduzierbar, falls es eine Funktion f : ¥ — A* gibt, so dass gilt: x € A gdw. f(x) € B fiir alle
x € 2" und f ist in Polynomialzeit berechenbar. Dabei ist f eine (Polynomialzeit-)Reduktion
von A auf B. Wir schreiben A SZ B.

Mithilfe von Reduktionen kann ein Problem A also durch ein anderes Problem B beschrie-
ben werden. Weiterhin folgt intuitiv, dass Problem B nicht schwieriger zu 16sen sein kann als
Problem A. Diejenigen Probleme, die mindestens so schwierig wie jedes andere Problem in
NP zu 16sen sind, nennt man NP-schwer. Ist ein solches Problem zusétzlich selbst effizient

iberpriifbar, nennt man es NP-vollstindig.
Definition 3.5. Ein Problem A ist NP-schwer, falls fiir alle B € NP gilt: B < Z A.
Definition 3.6. Ein Problem A ist NP-vollstindig, falls A NP-schwer ist und A € NP.

Um fiir ein beliebiges Problem A NP-Vollstindigkeit zu beweisen, muss also sowohl
gezeigt werden, dass A in NP liegt, als auch, dass es sich bei A um ein NP-schweres Problem
handelt. Wihrend polynomielle Uberpriifbarkeit oft trivial ist, muss fiir die NP-Schwere ein
geeignetes als NP-schwer bekanntes Problem B gefunden werden, das genug Ahnlichkeiten

mit A aufweist, um eine Reduktion von A auf B vorzunehmen.

3.3. Circuit-SAT

Fiir viele Probleme in der theoretischen Informatik wurde die NP-Vollstindigkeit bereits
bewiesen. Eines dieser Probleme ist das Erfiillbarkeitsproblem fiir Schaltkreise, kurz Circuit-
SAT aus dem Englischen fiir Schaltkreis und Erfiillbarkeit (Satisfiability) [8]. Circuit-SAT ist
eine Erweiterung des bekannten Erfiillbarkeitsproblems der Aussagenlogik (SAT), welches
das erste Problem war, fiir das NP-Vollsténdigkeit nachgewiesen wurde [2].

Ahnlich zu dem Problem SAT, welches sich mit der Frage beschiiftigt, ob eine aussagenlo-
gische Formel erfiillbar ist, geht es bei Circuit-SAT um die Erfiillbarkeit eines booleschen
Schaltkreises, der aus beliebig vielen Und-, Oder- und Nicht-Gattern sowie Eingabe-Gattern
und einem Ausgabe-Gatter besteht. Dabei sind alle Werte binér; sie konnen nur die Wahrheits-

werte wahr oder falsch annehmen, im Folgenden auch mit 1 und 0 bezeichnet.

14



(a) (b) (©)

Abbildung 3.1.: Logikgatter eines booleschen Schaltkreises mit Ein- und Ausgabe

(a) ein Und-Gatter mit Eingaben wahr und falsch und Ausgabe falsch
(b) ein Oder-Gatter mit Eingaben wahr und falsch und Ausgabe wahr

(c) ein Nicht-Gatter mit Eingabe wahr und negierter Ausgabe falsch

Mithilfe dieser einfachen Gatter lassen sich komplette Schaltkreise darstellen. Abbildung
3.2 zeigt den booleschen Schaltkreis fiir die aussagenlogische Formel f = (x A y) V (Z A y).

D(x/\?)v(zf\y)

Abbildung 3.2.: Ein boolescher Schaltkreis

y

Damit die Formel f erfiillt wird, miissen die Eingaben x, y und z entsprechend gewihlt

werden. In diesem Beispiel sind giiltige Eingabewerte unter anderem x =1, y=1und z = 0.
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4. Another Solution Problem

4.1. Einleitung

Bei einigen Problemen ist es nicht nur interessant, eine einzige Losung zu finden, sondern
auch zu iiberpriifen, ob es neben einer bekannten Losung L weitere Losungen L' # L zu
diesem Problem gibt. Insbesondere bei der Erschaffung von Puzzlespielen wie Sudoku oder
Fillmat ist es wichtig, dass gerade dies nicht der Fall ist [1]; bei einem gut konstruierten
Raitsel soll die Losung einzigartig sein. Die Betrachtung dieses Problems haben Nobuhisa
Ueda und Tadaaki Nagao 1996 unter dem Namen ,,Another Solution Problem (ASP)* bekannt
gemacht [10], bevor Takayuki Yato und Takahiro Seta die Theorie von ASP 2003 formal
beschreiben [13].

Neben dem offensichtlichen Nutzen in Puzzlespielen lésst sich das Prinzip von ASP auch
in weiteren Gebieten anwenden. Yato und Seta nennen als Beispiel etwa die Restauration
historischer Materialien wie Fossilien, bei der es wichtig ist, dass das restaurierte Ergebnis

tatsichlich ohne Zweifel einzig auf das urspriingliche Material zuriickzufiihren ist.

4.2. Formale Definition von Funktionsproblemen

Yato und Seta liefern eine vollstindige formale Definition des Another Solution Problems [13].

Dazu benutzen sie folgende Definitionen von Funktionsproblemen:
Definition 4.1. Sei I1 ein Tripel (D, S, o), wobei gilt:

e D ist die Menge der Instanzen eines Problems

o S ist die Menge aller Losungen zu allen Instanzen

o o ist eine Abbildung von D zu 25. Fiir eine Instanz x € D nennt man o(x) die Losungs-

menge zu x und ein Element aus o (x) eine Losung von x.

Dann nennt man ein Problem, das eine Losung zu einer Instanz x € D (oder einfach I1 selbst)

findet, ein Funktionsproblem.

Mit dieser Formalisierung wird die Klasse FNP folgendermaBen beschrieben:

16



Definition 4.2. FNP ist eine aus Funktionsproblemen I1 = (D, S, o) bestehende Klasse. Fiir
alle Probleme € FNP gilt:

o Es existiert ein Polynom p, sodass fiir alle x € D und s € o(x) gilt: |s| < p(|x]).

e Die Aussage y € o(x) kann fiir alle x € D und y € S in polynomieller Zeit entschieden

werden.

Definition 4.3. Sei Il = (D, S, o) ein Funktionsproblem und sei Y = {x € D | o(x) # 0}.
Dann nennt man 11, = (D, Y). (Das Paar besteht also aus der Menge aller Instanzen und
der Menge aller ja-Instanzen) das durch I1 erzeugte Entscheidungsproblem oder einfach das

Entscheidungsproblem von 11.
Aus der Charakteristik von NP folgt weiterhin:

Satz 4.4. Fiir jedes Entscheidungsproblem 11 € NP existiert ein Funktionsproblem I1 € FNP,
sodass I1; = IL (Dabei impliziert I1 € FNP natiirlich 11; € NP.)

4.3. Formale Definition von ASP

Mithilfe der im vorherigen Kapitel beschriebenen Funktionsprobleme definieren Yato und
Seta ASPs wie folgt [13]:

Definition 4.5. Sei I1 = (D, S, o) ein Funktionsproblem. Fiir 11 und ein n € N wird das
Funktionsproblem I1j,;; = (Dy,y, S, 0)), das wie folgt konstruiert wird, das n-Another Solution
Problem von I1 (oder kurz n-ASP) genannt.

Dy = {(x,8:) [ Sy € 07(0), 18] = n},

T (X, S2) = o(x) = S,

Das Entscheidungsproblem eines n-Another Solution Problems wird n-Another Solution
Entscheidungsproblem genannt.

Als néchstes wird die ASP-Polynomialzeitreduktion definiert. Yato und Seta weisen darauf
hin, dass es sich dabei um eine von Ueda und Nagao eingefiihrte ,,anzahlerhaltende* Redukti-
on handelt [10], die Polynomialzeit-getreue Umwandlungen von Lésungen ermoglicht, da die

Anzahl der Losungen gleich bleibt.

Definition 4.6. Seien 1, = (D, S, 0) und I, = (D,, S,, 02) Funktionsprobleme. Wir nennen
das Paar ¢ = (¢p, s ) eine ASP-Polynomialzeitreduktion von I1; auf I1,, wenn gilt:

e op ist eine in Polynomialzeit berechenbare Abbildung von D, auf D;.

e Fiir alle x € D ist ps eine in Polynomialzeit berechenbare Bijektion von o(x) auf

02(pp(x)).
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Wenn es eine ASP-Polynomialzeitreduktion von 11, auf 11, gibt, nennt man I1; ASP- polynomi-

alzeitreduzierbar auf I, (auch Il <5 I15).

Die Relation x4, ist, genau wie andere Reduktionen, transitiv. AuBBerdem gilt, dass wenn
Iy <, I, dann ist I[1,; auf I1,; (als Entscheidungsproblem) polynomialzeit-m-reduzierbar.
Satz 4.7. Seien 11, und 11, Funktionsprobleme. Wenn gilt: 11; <,, Il,, dann gilt auch
iy <usp Hop fiir alle n € N.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition. m|
Satz 4.8. Fiir alle Funktionsprobleme 11 und m,n € N gilt:
()i <ase Mpman)-

Beweis. Seill = (D, S, o). Eine Instanz X aus (IIj,,;)p,;; hat die Form

(e {815 s Sbs {1, s 1))

(xeD;sq,..Smt, ... 1, € 0(x)).

Dafiir wird ¢p(X) als ((x, {s1, ..., Sm}), {t1, ..., ,}) festgelegt. Dann ist die Losungsmenge von
X gleich der Losungsmenge von ¢p(X), und somit kann ¢y als Identitdtsfunktion festgelegt

werden. O
Indem sie die beiden vorangegangen Sitze kombinieren, kommen Yato und Seta auf
folgendes wichtige Ergebnis:

Satz 4.9. Sei Il ein Funktionsproblem. Wenn gilt: 11 <, 111}, dann gilt fiir alle nicht negativen
Ganzzahlen n: I <asp Hpi1). (Deswegen IT <5 I1jy).

Beweis. Ausll <, I} und Satz 4.7 folgt I1j,; <.,s» (I1})(,, und aus Satz 4.8 folgt (I1j1}) ) <use

I},41;. Also gilt Satz 4.9 wegen der Transitivitidt von <. O

4.4. ASP-Vollstandigkeit

SchlieBlich definieren Yato und Seta ASP-Vollstindigkeit als Vollstandigkeit in Bezug auf
ASP-Reduktionen folgendermal3en [13]:

Definition 4.10. Ein Funktionsproblem 11 ist genau dann ASP-vollstindig, wenn I1 € FNP
und 11" <, 11 fiir alle I € FNP.

Satz 4.11. Seien I1 und 11" Funktionsprobleme. Wenn I1 ASP-vollstindig ist, I1' € FNP und
[T <5 I, dann ist 11" ASP-vollstindig.

Des Weiteren beweisen Yato und Seta ASP-Vollstindigkeit fiir die NP-Probleme SAT, 3SAT
und 1-in-3 SAT sowie fiir die Puzzlespiele Slither Link, Cross Sum und Number Place [13].
Zuvor haben Ueda und Nagao ASP-Vollstiandigkeit bereits fiir das Puzzlespiel Nonogram

bewiesen [10].
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4.5. Hamiltonkreisproblem

Bei der Betrachtung der Komplexitit eines Problems P ist anzumerken, dass das ASP von
P durchaus eine andere Komplexitit haben kann als P selbst. Ein einfaches Beispiel, das
von Yato und Seta erwihnt wird, ist das Hamiltonkreisproblem. Dabei wird der Frage nach-
gegangen, ob ein Graph einen Pfad erhilt, der jeden Knoten des Graphen genau einmal
besucht und schlieBlich wieder bei dem Startknoten endet und somit einen Kreis bildet. Die
NP-Vollstiandigkeit des Problems wurde 1976 von Garey, Johnson und Tarjan bewiesen [3].
Zur Veranschaulichung zeigt die folgende Abbildung einen beispielhaften Graphen mit einem

eingezeichneten Hamiltonkreis sowie Beispiele, die keinen Hamiltonkreis bilden.

Abbildung 4.1.: Graph mit Hamiltonkreis

(a) zeigt einen vorgegebenen Graphen

(b) zeigt einen Hamiltonkreis im Graphen

(c) besucht zwar alle Knoten des Graphen, endet aber nicht am Startknoten
(d) bildet zwar einen Kreis, besucht aber nicht alle Knoten

(e) besucht Knoten 3 doppelt

Eine spezielle Form von Graphen sind in der Graphentheorie die kubischen Graphen, dessen

Knoten alle den Grad drei besitzen; das heil3t, alle Knoten haben genau drei angrenzende
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Kanten. Garey, Johnson und Tarjan beweisen, dass das Hamiltonkreisproblem auch auf
kubische Graphen beschrinkt NP-vollstindig bleibt [3]. Weiterhin gilt der Satz von Smith [4]:

Satz 4.12. Die Anzahl der Hamiltonkreise, die eine gegebene Kante enthalten, ist in kubischen

Graphen gerade.

Daraus ergibt sich, dass ein kubischer Graph, wenn er einen Hamiltonkreis enthilt, auch
einen weiteren enthalten muss. Dies ldsst sich auch grafisch anhand des kleinsten kubischen

Graphen sehr leicht erkennen:

(b)
Abbildung 4.2.: Kubischer Graph mit Hamiltonkreisen

Obwohl das Hamiltonkreisproblem fiir kubische Graphen also NP-vollstindig ist, kann
es fiir einzelne Probleminstanzen wie fiir die in Abbildung 4.2a gezeigte Instanz keine

einzigartige, sondern mehrere giiltige Losungen geben. Es ist also nicht ASP-vollstindig.
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5. Komplexitat von Fillmat

5.1. Einleitung und Definitionen

Nachdem die Komplexitit verschiedener Puzzlespiele bereits untersucht wurde, beweisen
Akihiro Uejima und Hiroaki Suzuki die NP- sowie ASP-Vollstindigkeit fiir Fillmat [11]. Sie
wandeln dafiir die urspriinglichen vom Ritselheft Nikoli publizierten Regeln des Puzzlespiels
[7] leicht ab und ergénzen es um ,,Locher im Spielfeld, die nicht mit Matten gefiillt werden
miissen. Ein Beispiel fiir ein Spielfeld mit Lochern zeigt Abbildung 5.1a. Locher werden dabei
im Folgenden mit grauen Feldern gekennzeichnet. Des Weiteren wird von der vorherigen
Darstellung abgewichen, nach der sichere Mattenplatzierungen griin, mogliche Platzierungen
gelb und Widerspriiche rot markiert wurden; stattdessen wird die Darstellung von Uejima und
Suzuki iibernommen, die 1 X 1 Matten rot, 1 X 2 Matten gelb, 1 X 3 Matten griin und 1 X 4

Matten blau kennzeichnen.

(a) (b)
Abbildung 5.1.: Ein Fillmat Puzzle mit Lochern und dazugehdriger Losung

Uejima und Suzuki definieren Fillmat als Entscheidungsproblem folgendermaf3en:

Definition 5.1. Eine Instanz von Fillmat ist ein rechteckiges Feld P der Groffe m X n mit
m,n € N, in welchem einige Felder die Zahlen {1,2,3,4} enthalten und welches Locher
enthalten darf. Das Entscheidungsproblem ist die Frage, ob es eine Anordnung von Matten in

F gibt, die die Regeln von Fillmat einhiilt.
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5.2. Reduktion

Wie bei vielen Entscheidungsproblemen lésst sich eine potentielle Losung einer Instanz von
Fillmat sehr schnell in Polynomialzeit iiberpriifen, wodurch die NP-Mitgliedschaft trivial wird.
Um hingegen die NP-Schwere zu beweisen, betrachten Akihiro und Hiroaki das im Kapitel
3.3 thematisierte und als NP-vollstindig bewiesene Circuit-Sat [8] und reduzieren von diesem
auf ihre in Definition 5.1 beschriebene Version von Fillmat. Sie weisen zusitzlich darauf
hin, dass Circuit-Sat auBerdem ASP-vollstindig ist, da es sich bei Cooks Reduktion, mit
der dieser die NP-Vollstdndigkeit von SAT zeigt [2], um eine ASP-Polynomialzeitreduktion
(siehe Kapitel 4.3) handelt. Das Another Solution Problem von Fillmat definieren Uejima und

Suzuki folgendermalien:

Definition 5.2. Gegeben sei eine Instanz P von Fillmat und eine dazugehorige Losung s.

Finde eine Losung s’ (ungleich s) zu P.

5.2.1. Gattertypen

In der Reduktion, die Uejima und Suzuki benutzen, weisen sie die Losung jeder Instanz
von Fillmat einer dazu korrespondierenden Losung von Circuit-Sat zu, indem sie Module
konstruieren, die die logischen Gatter eines booleschen Schaltkreises simulieren. Da es
sich dabei um eine eins-zu-eins-Korrespondenz handelt, impliziere dies, das Fillmat, wie
Circuit-Sat, ASP-vollstindig sei.

Bei den Gattertypen beschrinken sich Uejima und Suzuki auf die Basisgatter UND und
NICHT sowie auf Hilfsmodule wie Verbindungsmodule und Splitter. Da Fillmat Puzzle
nur zweidimensional sind, miissen die korrespondierenden Schaltkreise planar bleiben; das
hei3t, Leitungen diirfen sich nicht tiberschneiden. Um dem vorzubeugen, wird auf einen von
William F. McColl konstruierten Schaltkreis verwiesen, der eine planare Losung aus sich
iberschneidenden Leitungen produziert [5]. XOR Gatter, wie sie zum Beispiel in Abbildung
5.2 zu sehen sind, konnen dann entsprechend mit UND Gattern und NICHT Gattern planar

umgesetzt werden.

X —s
| ! D
X
y SRS ) >

Abbildung 5.2.: Planare Losung zweier sich iiberschneidender Leitungen

Beim Entwurf ihrer Module verwenden Uejima und Suzuki Fillmat-Felder der Grofe 6 X 6

als Grundeinheiten und konstruieren die Module fiir Logikgatter entsprechend so, dass deren
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GroBe in der Regel ein Vielfaches der GroBe einer Grundeinheit entspricht. Die linke Seite
eines jeden Moduls empfingt dabei einen booleschen Wert als Eingabe vom links anliegenden

Modul und gibt die Ausgabe an der rechten Seite an das ndchste Modul weiter.

5.2.2. Eingabegatter und Leitungen

Als Eingabe dient eine einfache, wie in Abbildung 5.3a dargestellte Grundeinheit. Betrachtet
man die gekennzeichnete 3, so stellt man fest, dass es fiir die 1 x 3 Matte genau zwei
giiltige Platzierungsmoglichkeiten gibt. Nach Platzierung dieser Matte ergeben sich die
anderen Matten im Feld nach den Regeln von Fillmat eindeutig. Jede der beiden entstehenden
Maoglichkeiten fiir das Eingabemodul wird nun einem logischen Wahrheitswert zugewiesen.
Uejima und Suzuki definieren dabei die in 5.3b abgebildete Anordnung als wahr und die in

5.3c abgebildete Anordnung als falsch.

N L
REIREE 3 3 BNEREE
6 6 6
3 3 3 3 3 3
6 6 6
(a) (b) Eingabe = wahr (c) Eingabe = falsch

Abbildung 5.3.: Eingabemodul

Als Verbindung zwischen einzelnen Gattern dienen bei booleschen Schaltkreisen die Leitun-
gen. Diese Funktion wird durch Verbindungsmodule umgesetzt, die wiederum aus Vielfachen
von Grundeinheiten bestehen. Sie erhalten den Wahrheitswert des ersten Moduls und geben
diesen bis an das anschlieBende Modul weiter. Ein Beispiel fiir ein Verbindungsmodul ist in
Abbildung 5.4 zu sehen.

6 6 6
Abbildung 5.4.: Verbindungsmodul
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5.2.3. Splitter und Ausgabegatter

Da es in booleschen Schaltkreisen oft zu Verzweigungen kommt, muss eine solche Funktion
auch mit den Modulen, die einen solchen simulieren, moglich sein. Uejima und Suzuki
nutzen dazu die symmetrischen Eigenschaften ihrer Grundeinheit, um Leitungen nicht nur
horizontal, sondern auch vertikal verlaufen zu lassen. An ein einzelnes Verbindungsmodul
konnen aufBerdem mehrere Module angrenzen, die den eingehenden Wahrheitswert erhalten
und nach oben, nach unten und nach rechts weiter verlaufen konnen. Durch ein Splittermodul,
wie in Abbildung 5.5 zu sehen, lassen sich Verzweigungen einfach umsetzen.

Um am Ende des Schaltkreises die Ausgabe zu lesen, braucht man schlieBlich ein Ausgabe-
modul. Ein solches zeigt Abbildung 5.6a. Es besteht lediglich aus zwei an das Ende eines
Basismoduls angefiigten Feldern, an denen man sehen kann, ob die Ausgabe wahr oder falsch
ist; oder in Begriffen des Fillmat Puzzles, ob dieses eine giiltige Losung hat oder nicht. Wie
in 2.2 auf Seite 8 erwidhnt, konnen 1 X 1 Matten bereits zu Beginn des Losungsvorganges auf
alle Einsen im Feld platziert werden. Das lisst bei einer wahren Eingabe eine giiltige Losung
zu, indem eine 1 x 2 Matte die letzten leeren Felder bedeckt (Abbildung 5.6b). Bei Eingabe
eines falschen Eingabewertes kann das Puzzle hingegen nicht giiltig gelost werden, da zwei

Matten gleicher Grofe nicht aneinander angrenzen diirfen (Abbildung 5.6¢).

3 3 3 3
6 X
3 3 3 3
3 3 3 3
— X
X —e 6| x
L X
3 3 3 3
3 3 3 3
6 X
3 3 3 3
6 6 6

Abbildung 5.5.: Splitter
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1 1 [ 1]
6 6 6
(a) (b) Ausgabe = wahr (c) Ausgabe = falsch

Abbildung 5.6.: Ausgabemodul

5.2.4. NICHT Gatter

Nachdem sie die notwendigen Grundlagenmodule etabliert haben, konstruieren Uejima und
Suzuki als nédchstes das in Abbildung 5.7 gezeigt NICHT Gatter. Die Anordnung der 1 x 3
und 1 X 1 Matten ergibt sich parallel zu der der Verbindungsmodulen aus der vom vorherigen
Modul iibernommenen Eingabe (Abbildung 5.8). Fiir die folgenden 1 X 2 Matten gibt es dann
wiederum nur eine giiltige Platzierung (Abbildung 5.9), da eine von dieser Platzierung abwei-
chende Anordnung gegen die Regel, dass Matten gleicher GroBe sich nicht beriihren diirfen,
verstolen wiirde. Die 1 X 3 Matten zum Ende des Moduls gehen wieder in den symmetrischen
Aufbau des Basismoduls iiber (Abbildung 5.10), um den Schaltkreis einfach mithilfe eines
anschlieBenden Verbindungsmoduls fortfiihren zu konnen. Da es fiir jede Eingabe immer nur
jeweils eine giiltige Anordnung gibt, simuliert das NICHT Modul ein NICHT Gatter in einem

booleschen Schaltkreis eins zu eins.
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X

3 3 3 2
6
3 3 3 2
3 3 3 3 3 3
6| x
3 3 3 3 3 3
3 3 3 2
6
3 3 3 2
6 6 6 6
Abbildung 5.7.: NICHT Modul
3 3 3 2 3 3 3 2
6 6
3 3 3 2 3 3 3 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
6 6
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 2 3 3 3 2
6 6
3 3 3 2 3 3 3 2
6 6 6 6 6 6 6
(a) Eingabe = wahr (b) Eingabe = falsch

Abbildung 5.8.
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6 6 6 6 6 6 6 6

(a) Eingabe = wahr (b) Eingabe = falsch

Abbildung 5.9.

6 6 6 6 6 6 6 6

(a) Eingabe = wahr (b) Eingabe = falsch

Abbildung 5.10.

5.2.5. UND Gatter

Das letzte Gatter aus einem booleschen Schaltkreis, das durch ein Modul simuliert werden
muss, ist das UND Gatter (y = x; A x;). Die Umsetzung von Uejima und Suzuki wird in
Abbildung 5.11 dargestellt. Abhiingig von x; und x, gibt es vier verschiedene Moglichkeiten
fiir die Kombinationen aus Eingabewerten; dementsprechend gilt dies auch fiir die moglichen
Anordnungen in den in der Abbildung markierten Feldern, die einem Verbindungsmodul
dhneln. Aufgrund der Symmetrie dieser Module ist es offensichtlich, dass die Ausgabe y den
Wert falsch annimmt, wenn mindestens einer der Eingabewerte x; oder x, den Wert falsch
hat, da eine horizontale 1 x 3 Matte dadurch auf Feld B beziehungsweise auf Feld C platziert
werden wiirde (siehe Abbildungen 5.15, 5.19 und 5.20) und diese Anordnung bis zur Ausgabe
symmetrisch weiter gegeben werden wiirde.

Die Abbildung 5.12 zeigt den Fall (x;, x;) = (wahr, wahr). Die ersten zu platzierenden
1 x 3 Matten ergeben sich aus der Symmetrie der Eingabe. Zu beachten sind die 1 x 3 Matten

auf den Feldern B und C, die in diesem Fall beide vertikal platziert sind. Die nidchsten Matten
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kann man ausgehend von dem blau markierten Feld eindeutig platzieren. Es ergibt sich die
Anordnung, wie sie in Abbildung 5.13 zu sehen ist.

Dies wiederum erzwingt die Platzierung der 1 X 4 Matte auf Feld A und damit auch
die der restlichen Matten, wodurch das gesamte Feld eindeutig ausgefiillt werden kann
(Abbildung 5.14). Die Anordnung des sich auf der ganz rechten Seite des Moduls befindlichen
Basismoduls entspricht damit genau der Anordnung, die den Wert wahr an das nichste
Modul weitergeben wiirde. Es folgt also, dass die Ausgabe des UND Moduls dem Wert wahr
entspricht, wenn beide Eingaben den Wert wahr haben.

Wenn die Eingabe des Moduls (x, x,) = (falsch, falsch) ist, ist die Anordnung der Matten
innerhalb der basismoduldhnlichen Abschnitte wie in Abbildung 5.15 gezeigt festgelegt. Die
zu platzierenden 1 x 3 Matten der beiden markierten Feld haben aufgrund der potentiell
angrenzenden 1 X 3 Felder nur jeweils eine giiltige Platzierungsmoglichkeit, woraus sich die
Anordnung der anderen Matten wie in Abbildung 5.16 ergibt.

Wenn die 1 X 3 Matte bei dem markierten Feld vertikal verlaufen wiirde, gébe es fiir das
links angrenzende Feld keine giiltige Mattenplatzierungsméglichkeit; es konnte weder eine
1 X 1 noch eine 1 x 2 Matte platziert werden, ohne dass sich zwei Matten gleicher Grof3e
beriihren wiirden. Die 1 X 3 Matte muss dementsprechend horizontal verlaufen. Nach der
Platzierung dieser und der logisch folgenden Matten entsteht die in Abbildung 5.17 gezeigte
Anordnung.

Die 1 x4 Matte bei Feld A kann nun nicht mehr vertikal verlaufen, da es sonst keine giiltige
Mattenplatzierungen fiir die rechts an A angrenzenden Felder geben wiirde. Es ergibt sich
die in 5.18 dargestellte einzigartige Anordnung. Die Ausgabe des UND Moduls ist bei den
Eingabewerten (x;, x;) = (falsch, falsch) also als y = falsch eindeutig festgelegt.

Die beiden verbleibenden Kombinationen von Eingabewerten lassen sich parallel zu den
oben detaillierter beschriebenen Losungsvorgingen herleiten. Auch hier ergeben sich die
symmetrischen Abschnitte oben und unten im UND Modul logisch durch die Eingabemodule.
Der Mittelteil des Moduls folgt eindeutig durch das Herleiten der einzigen giiltigen Losung.
Der Fall (x;, x,) = (wahr, falsch) ist in Abbildung 5.19, der Fall (x;, x;) = (falsch, wahr) in
Abbildung 5.20 dargestellt.

Damit zeigen Uejima und Suzuki, dass das von ihnen konstruierte UND Modul bei allen
moglichen Eingaben die gleichen Ausgabewerte hat wie ein UND Gatter in einem booleschen
Schaltkreis bei entsprechenden Eingabewerten. Auflerdem gilt, dass die jeweilige Anordnung
von Matten fiir jeden Fall von Eingabewerten eindeutig ist und es keine andere Mdoglichkeit
gibt, die Matten mit gleichem Ergebnis anders zu platzieren. Daraus folgt, dass das UND

Modul ein UND Gatter eins zu eins simuliert.
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Abbildung 5.11.: UND Modul

29



6
A 3 3 B A 3 3 B
3 3 3\ I3 3 3 3 3 3 3 3N\] I3 3 3
6
3 3 30 T\3 3 3 3 3 3 31 T\3 3
4 3 3 3 3 3 T4 3
2 2
3 6 3
3 3 3 3
4 3 4 3
2 2
3 3 3 3 3 3 3 3
3 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3, 3 3 3 3 3 3 3 3, 3
6
3 3 3 3 3 C 3 3 3 3 3 C
6 6 6 6 6 6 6 6
Abbildung 5.12. Abbildung 5.13.
6
A 3 3 B A 3 3 B
3 3 3N 3 3 3 3 3 3 3 3\ |3 3 3
6
3 3 3 I\[3 3 3 3 3 3 HHENE 3
4 3 3 3 3 3 4 3
2 2
3 6 3
3 3 3 3
4 3 4 3
2 2
3 3 3 3 3 3 3 3
3 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3, 3
6
3 3 3 3 3 C 3 3 3 3 3 C
6 6 6 6 6 6 6 6
Abbildung 5.14.: Losung eines UND Moduls mit Eingabe (x1, xp) = (wahr, wahr) Abbildung 5.15.
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3 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3
4 3 4 3
2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3, 3 3 3
6
3 3 3 3 3 C 3 3 3 3 3 C
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
Abbildung 5.16. Abbildung 5.17.
6
A 3 3 B A 3 3 B
3 3 HNEE 3 3 3 3 3 3 HNEE 3 3 3 3
6
3 3 HHENE 3 3 3 3 3 3 I\[3 3 3 3
\ \
4 3 3 3 3 3 4 3 3 3 3 3
2 2
3 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3
4 3 4 3
2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 6 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3, 3 3 3
6
3 3 3 3 3 C 3 3 3 3 3 C
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
Abbildung 5.18.: Losung eines UND Moduls mit Eingabe (x|, x2) = (falsch, falsch) Abbildung 5.19.: Lésung eines UND Moduls mit Eingabe (x1, xp) = (wahr, falsch)
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6 6 6 6 6

Abbildung 5.20.: Losung eines UND Moduls mit Eingabe (x|, x3) = (falsch, wahr)

5.3. Beweis zur Korrektheit der Reduktion

Im vorherigen Abschnitt sind alle Gatter, die fiir einen booleschen Schaltkreis benotigt werden,
durch konstruierte Module aus Fillmat Feldern simuliert. Mithilfe dieser Module kann nun
ein beliebiger Schaltkreis in Polynomialzeit nachgebaut werden; die Bereiche zwischen den
einzelnen Modulen werden dabei mit Lochern gefiillt.

Das erstellte Fillmat Puzzle hat dabei genau dann eine giiltige Losung, wenn es fiir den
urspriingliche Schaltkreis eine Kombination von Eingabewerten x; ... x,, gibt, die den Aus-
gabewert y wahr werden lassen, da die Instanz von Fillmat den urspriinglichen Schaltkreis
korrekt simuliert. Daraus folgt:

Satz 5.3. Das von Uejima und Suzuki definierte Fillmat Entscheidungsproblem (siehe Defini-
tion 5.1) ist NP-vollstindig.

Zusitzlich ist die Anordnung der Matten innerhalb der Instanz von Fillmat eindeutig be-
stimmt, sobald die Kombination von Eingabewerten festgelegt wurde. Diese Anordnung
stimmt dabei eins zu eins mit dem Verhalten des urspriinglichen Schaltkreises iiberein. Folg-
lich gilt:

Satz 5.4. Die von Uejima und Suzuki definierte ASP-Version von Fillmat (siehe Definition
5.2) ist ASP-vollstindig.
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6. Fazit

Das Logikritsel Fillmat wurde ausfiihrlich beschrieben und die Herangehensweise an eine
Losung anschaulich dargestellt. Bei der Betrachtung einer vollstindig ausgefiillten und gelos-
ten Instanz des Puzzlespiels ist es offensichtlich, dass die Korrektheit einer solchen Losung in
polynomieller Zeit iiberpriifbar ist und Fillmat somit Mitglied der Komplexititsklasse NP ist.
Um weiterhin NP-Schwere zu beweisen, reduzieren Akihiro Uejima und Hiroaki Suzuki das
Erfiillbarkeitsproblem fiir Schaltkreise Circuit-SAT, das in der Arbeit ebenfalls vorgestellt
wurde, auf eine fiir diesen Zweck angepasste Version von Fillmat. Diese Reduktion wurde
nachvollzogen und umfangreich mit Grafiken veranschaulicht, wodurch bewiesen wurde, dass
das Logikritsel zu den NP-vollstidndigen Problemen gehort.

Weiterhin wurde das Konzept des Another Solution Problems erlidutert und bewiesen, dass
die Version von Fillmat, die Uejima und Suzuki beschreiben, zusétzlich ASP-vollstindig
ist, da es mit dem Verhalten des in der Reduktion benutzen Circuit-SAT, welches ebenfalls
Mitglied der ASP-vollstindigen Probleme ist, eins zu eins korrespondiert.

Bei der Einfiithrung von Lochern als Fliachen innerhalb eines Fillmat Puzzles, die nicht
ausgefiillt werden miissen beziehungsweise konnen, handelt es sich um eine interessante
MaBnahme zur Erschaffung einer Variante des Logikritsels, die alternative Losungsvorginge
und eine groB3e Variation von vorgegebenen Feldanordnungen moglich machen konnte. Da es
in der urspriinglichen Version von Fillmat, wie sie im Puzzlemagazin Nikoli [7] erschienen
ist, keine Locher gibt, ist die Komplexitit dieser urspriinglichen Version jedoch weiterhin
ungelost.

Da sie Matten der Grofle 1 X 4 in ihrer Reduktion ausschlielich in ihrem UND Modul
verwenden, weisen Uejima und Suzuki auerdem darauf hin, dass es moglich sei, die Kom-
plexitit einer Version von Fillmat zu untersuchen, die géinzlich auf 1 X 4 Matten verzichtet.
Tatsédchlich wire es dahingegen aber ebenso interessant, das Logikrétsel mit Matten der Grofle
1 X 5 zu erweitern und zu untersuchen, welche Auswirkungen die Einfithrung groBBerer Matten

auf die Komplexitit oder die generelle Schwierigkeit des Puzzlespiels hiitte.
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A. Losungen der Puzzles in Kapitel 2.4

1 2
2 2 1
2 2
2 3 3 4 1
1 4 1

Abbildung A.1.: Losung des Ritsels in Abb. 2.16 Abbildung A.2.: Losung des Ritsels in Abb. 2.17
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