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1 Einleitung

Das klassische Entscheidungsproblem ist die Fragestellung, ob es einen Algorith-
mus gibt, der entscheidet, ob eine gegebene Formel der Pradikatenlogik erster Stufe
erfiillbar ist. Dieses Entscheidungsproblem lésst sich auf verschiedene dquivalente
Weisen formulieren, wie zum Beispiel, ob es einen Entscheidungsalgorithmus gibt,
der entscheidet, ob eine gegebene Formel allgemeingiiltig ist. Diese Probleme sind
deshalb dquivalent, da eine Formel genau dann allgemeingiiltig ist, wenn ihre Nega-
tion unerfiillbar ist [2].

Das Entscheidungsproblem wurde von Mathematikern wie David Hilbert als eins
der zentralen Probleme der Mathematik angesehen, da es viele wichtige, teilweise
noch heute ungeltste Probleme wie die Riemannsche Hypothese gab, die sich darauf
reduzieren lassen, ob ein Satz der Priadikatenlogik erster Stufe erfiillbar ist [2].

Die Entscheidbarkeit von priadikatenlogischen Formeln ist jedoch ein viel schwieri-
geres Problem als die Entscheidbarkeit von aussagenlogischen Formeln, da es unend-
lich viele mogliche Interpretationen gibt. Tatséchlich wurde in den 1930er Jahren,
unabhéngig voneinander durch Church und Turing gezeigt, dass es keinen solchen
Entscheidungsalgorithmus fiir beliebige pradikatenlogische Formeln erster Stufe gibt.
Das Entscheidungsproblem wurde daher zu einem Klassifizierungsproblem: Welche
Einschrénkungen an Formeln muss ich wéhlen damit diese Klasse entscheidbar wird
[2].

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit ausgewéhlten, entscheidbaren Nicht-
standard-Klassen der Pridikatenlogik erster Stufe. Im ersten Teil wird die Ent-
scheidbarkeit der Klasse Lo gezeigt. Das ist die einzige Klasse, die wir hier vorstellen,
bei der Gleichheit erlaubt ist. Im zweiten Teil wird dann die Entscheidbarkeit fiir
zwei Klassen ohne Gleichheit gezeigt, ndmlich fiir die Klasse der Herbrand-Formeln
und fiir die der Maslov-Formeln. Im Folgenden sei mit Pradikatenlogik implizit die
Pradikatenlogik erster Stufe gemeint. Neben weiteren Einschrénkungen, die im jewei-
ligen Kapitel genauer beschrieben werden, ist hier zur Orientierung der Symbolvorrat
der jeweiligen Klassen aufgelistet.

Klasse = Relationen | Funktionen | Konstanten
Lo Ja Ja Nein Nein
Herbrand | Nein Ja Ja Ja
Maslov | Nein Ja Nein Ja

In dieser Arbeit interessieren wir uns nicht fiir die Komplexitét der Entscheidungsal-
gorithmen, sodass diese Zwecks einfacherer Beweise nicht zwangsldufig optimal sind.
Im Ausblick werden wir die Komplexitéiten der Probleme jedoch nochmals aufgreifen.

Zum Ende dieser Arbeit wird das theoretisch vermittelte Wissen anwendbar ge-
macht. Dazu wurden die jeweiligen Entscheidungsalgorithmen in Python implemen-
tiert. Im letzten Kapitel gibt es eine Beschreibung dieser Implementierungen sowie
konkrete Beispiele auf welche die Entscheidungsalgorithmen anwendbar sind und fiir
welche diese liefern, ob die jeweilige Formel erfiillbar ist oder nicht.



1 Einleitung

Diese Arbeit ist eine detaillierte Aufbereitung einiger Aspekte des Kapitels Other
Decidable Cases aus dem Buch The Classical Decision Problem [2] von Borger,

Gréadel und Gurevich. Wir schreiben T'CDP als Abkiirzung fiir das Buch The Clas-
sical Decision Problem.



2 Grundlagen

In diesem kurzen Kapitel fithren wir Notationen ein und zeigen grundlegende Resul-
tate, die iiber verschiedenste Kapitel hinweg benotigt werden.

2.1 Mathematische Grundlagen

Mit N = {1,2,...} bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen und mit
No = NU {0} die natiirlichen Zahlen mit der 0.

Mit id ist die vom Kontext abhingige Identitdtsfunktion gemeint. Ist zum Beispiel
von N die Rede, dann ist id: N — N,id(n) — n.

Satz 2.1. Ist A = {a1,...,a,} eine endliche, mdéglicherweise leere Menge mit n
Elementen, dann ist |[P(A)| = 2™.

Beweis. Wir schreiben P(A) zunéichst als disjunkte Vereinigung.

P({ar,...,an}) = | J{B € P{ar,...,an}) : |B| =i}

=0

Daraus folgt dann direkt, dass

pan=3 (1) =3 (7)==

i=0 i=0
O
Satz 2.2. Die Menge {0,1}N aller unendlich langen 0,1-Folgen ist tiberabzihlbar.

Beweis. Sei m: {0,1} + {0,1} mit m(0) = 1,m(1) = 0 und ist € {0,1}", dann
bezeichnet z;, das ¢-te Folgenglied. Wir nutzen nun ein Diagonalisierungsargument.

Angenommen {0, 1} ist abzéhlbar, dann gibt es eine surjektive Funktion f: N
{0,1}. Wir definieren nun x € {0, 1} mit 2; = m(f(i);). Dann ist ¥n € N: z #
f(z), da sich x nach Definition an mindestens einer Stelle unterscheidet. Damit ist
aber x & Im(f), also ist f nicht surjektiv, was ein Widerspruch ist. O

2.2 Pradikatenlogische Grundlagen

Diese Arbeit baut auf dem Skript der Veranstaltung Logik und Formale Systeme [11]
auf, so dass hier dieselben Notationen wie dort verwendet werden. Auflerdem werden
alle dortigen Definitionen und Resultate als gegeben angesehen. Im Folgenden erin-
nern wir an besonders wichtige Resultate oder an Konventionen der Priadikatenlogik,
die wir oft verwenden werden. Auflerdem zeigen wir weitere, fiir diese Arbeit wich-
tige, Resultate, die nicht direkt im Logik Skript [11] vorkommen.



2 Grundlagen

Wenn nicht explizit anders erwéhnt, dann bezeichnen wir mit den Frakturbuchstaben
2A,%B, ¢, ... Strukturen. Die jeweiligen Buchstaben in normaler Schrift A, B,C, ...
bezeichnen dann die jeweiligen Universen.

Wie im Logik Skript [11] gehen wir davon aus, dass die Zeichen {V,—, <+, 3} nicht
Teil der Syntax der Pradikatenlogik sind, sondern lediglich Abkiirzungen sind.

Ein aus dem Logik Skript [11] bekanntes Resultat ist das Koinzidenzlemma. Wir
prasentieren hier eine etwas verallgemeinerte, aber im Kern gleiche, Version dieses
Lemmas.

Lemma 2.3 (Koinzidenzlemma). Ist o eine Signatur und ist o’ eine Einschrinkung
oder Erweiterung von o oder o' = o und ist ¢ eine o,0’-Formel und ist J1 eine o-
Interpretation und Jo eine o’ -Interpretation, deren Interpretationen von allen nicht-
logischen Zeichen in ¢ tbereinstimmen, dann gilt

T Ee <= JakE=e.
Beweis. Durch Induktion {iber den Formelaufbau zu zeigen. O

Aus dem Koinzidenzlemma lésst sich direkt folgern, dass iiberfliissige Quantoren
weggelassen werden konnen. Konkreter:

Lemma 2.4. Ist ¢ eine Formel und ist © keine freie Variable in @, dann gilt
Ve = ¢ = Jep.
Beweis ist im Logik Skript [11] zu finden.

Im Grofiteil dieser Arbeit betrachten wir nur Sétze, das heifit Formeln ohne freie
Variablen. Ob eine Interpretation J = (2, 3) einen Satz erfiillt, hingt dabei nicht
von der Variablenbelegung (3 ab, sondern nur von 2 (Koinzidenzlemma). Wir kénnen
also o-Strukturen als Interpretationen von Sitzen ansehen. Das fiithrt die folgende
Definition ein.

Definition 2.5. Ist o eine Signatur, ¢ ein o-Satz und 2 eine o-Struktur, dann
schreiben wir A |= ¢, falls fir alle o-Interpretationen 3 = (A, ) gilt, dass T |= .

Héufig kommt man in die Situation, dass eine Interpretation J nur mit einer speziel-
len Belegung 3 eine Formel ¢(x1, ..., x,) erfiillt. Damit wir nicht explizit 5(x;) = a;
schreiben miissen, fithren wir im Folgenden eine Notation ein, die dies erleichtert.

Definition 2.6. Ist o eine Signatur, Y¥(z1,...,x,) eine o-Formel, dann schreiben
wir A = Yla, ..., ay], wenn A eine o-Struktur ist und fir die Interpretation J =

(Q[75)75(x2) = a5 fUT alle X, gllt J 'Z ¢($1, cee 7xn)'

Es wird in mehreren Kapiteln die Rede von der Tiefe von Termen sein. Im Folgenden
eine Definition dieses Begriffs.

Definition 2.7. Ist o eine Signatur und t ein o-Term, dann ist die Tiefe d von t,
d(t) == 0, wenn t ein Konstantensymbol oder eine Variable ist. Ist t = f(s1,...,Sn)
fir ein n-stelliges Funktionssymbol, dann ist d(t) == 1+ max{d(s1),...,d(sp)}.



2.2 Pradikatenlogische Grundlagen

Folgendes Lemma aus einer Vorlesung von James Worrell [13] beziiglich Substitutio-
nen ist ein Resultat, welches intuitiv klar ist und welches wir auch hin und wieder
benutzen werden.

Lemma 2.8 (Ubersetzungslemma). Ist o eine Signatur, t ein o-Term und ¢ eine
o-Formel, bei der keine Variable in t als gebundene Variable in ¢ vorkommt und ist
J eine Interpretation, dann gilt fir eine beliebige Variable x

TEole/t] <= I Ee.

Wurde von James Worrell bewiesen [13] .

In den spéteren Entscheidungsverfahren wird der erste Schritt immer sein die freien
Variablen aus einer Formel zu entfernen. Die Formelklassen, die in dieser Arbeit un-
tersucht werden (Lg,Herbrand,Maslov) sind unter der Methodik, die nachfolgendes
Lemma verwendet, ndmlich das Hinzufiigen von dufleren 3-Quantoren, abgeschlos-
sen.

Lemma 2.9. Sei o eine Signatur. Es gibt eine berechenbare Funktion
removeFreeVariables: Form, — Form,,

die zu jeder o-Formel ¢ eine o-Formel 1» = removeFree Variables(y) liefert, sodass
¥, erfillbarkeitsiquivalent sind und 1 keine freien Variablen enthdlt.

Beweis. Hat ¢ die freien Variablen {x1,...,2,}, dann ist b = 3z ... 3z, e trivia-
lerweise erfiillbarkeitsiquivalent zu ¢ und da fiir den Algorithmus nur die freien
Variablen von ¢ bestimmt werden miissen und fiir ¢ nur Existenzquantoren hinzu-
gefligt werden, ist removeFree Variables berechenbar. O

Noch eine abschliefende Bemerkung zu dem Gebrauch von Signaturen und dem
damit verbundenen Symbolvorrat: Héufig werden wir entweder fordern, dass ei-
ne Signatur abz#hlbar unendlich viele Symbole eines Symboltyps hat (Relationen,
Funktionen, Konstanten). Das wird in dem Kontext meist dafiir benotigt, dass Al-
gorithmen, die auf Formeln iiber einer solchen Signatur operieren, einen unendli-
chen Symbolvorrat benétigten, um z.B. einer Formel beliebig viele Primformeln mit
verschiedenen Relationssymbolen hinzufiigen zu kénnen. Manchmal schrinken wir
aber auch die Signatur ein und fordern einen endlichen Symbolvorrat. Das hat in
dem Kontext meist den Sinn, dass gewisse Mengen von gewissen Objekten, die in
Abhéangigkeit solch einer Signatur definiert sind, auch endlich sind.

Wichtig ist hierbei aber zu bemerken, dass nach dem Koinzidenzlemma 2.3 der
Wahrheitswert einer Formel nur von den in der Formel vorkommenden Symbolen
abhéngig ist. Ob man nun ¢ = R(x) iiber der Signatur ¢ = (R) oder iiber einer
Signatur ¢’ (die auch R enthélt) mit unendlich vielen Relationssymbolen betrach-
tet, ist beziiglich der Semantik also irrelevant. Deshalb macht es in den spéteren
Entscheidungsalgorithmen keinen Unterschied, ob wir eine dieser Bedingungen an
die Signatur gestellt haben, so dass mit dieser Signatur einfacher zu arbeiten ist.
AuBlerdem wird nicht die Allgemeinheit eingeschrinkt. Die Bedingungen werden so
gewihlt sein, dass es fiir jede Formel ¢ aus einer der behandelten Klassen, iiber
einer Signatur o, eine Signatur ¢’ gibt, die einerseits den Bedingungen geniigt und
o’ ist entweder gleich, eine Erweiterung oder eine Einschrinkung von o und ¢ ist
eine o’-Formel.






3 Entscheidbarkeit von L,

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass die Klasse Ly der relationalen Formeln mit
zwei Variablen entscheidbar ist. Mit relationalen Formeln sind pradikatenlogische
Formeln gemeint, die keine Konstantensymbole oder Funktionssymbole enthalten.
Wir wollen also zeigen, dass Sat(Ls) entscheidbar ist.

Das Kapitel ist in vier Teile gegliedert. Im ersten Teil zeigen wir, dass sich For-
meln aus Lo in eine gewisse Normalform bringen lassen. Im zweiten Teil zeigen wir,
dass diese Normalform (und als Folgerung auch L) eine endliche Modelleigenschaft
besitzt und geben eine explizite obere Schranke fiir die Modellgréfie in Abhéingigkeit
von der Formelldnge an. Im dritten Teil zeigen wir, dass wir algorithmisch iiberpriifen
konnen, ob eine endliche Interpretation eine Formel erfiillt. Im letzten Teil wird aus
der endlichen Modelleigenschaft, der oberen Schranke und der Uberpriifbarkeit von
Modellen die Entscheidbarkeit von Sat(Lg) gefolgert.

Dieses Kapitel basiert auf TCDP [2], einem Artikel [4] von Grédel, Kolaitis und
Vardi und auf einem Artikel [5] von Grédel und Otto.

Definition 3.1 (Lg-Formeln). Ist o eine Signatur, dann bezeichnen wir die Menge
aller o-Formeln, die mazimal k verschiedene Variablen und keine Konstantensym-
bole und keine Funktionssymbole enthalten, mit Li(o). Ist o aus dem Kontext er-
sichtlich, schreiben wir auch einfach nur Ly. Mit Sen(Ly) C Ly bezeichnen wir die
Menge aller o-Sitze aus Ly,.

Im Folgenden beschéftigen wir uns ausschliellich mit Lo. O.B.d.A. seien die einzigen
Variablen, die in Ly-Formeln vorkommen x und y.

Beispiel 3.2

Dieses Beispiel ist direkt aus TCDP [2] iibernommen. Sei ogr = (E) die Signatur
von Graphen, wobei F ein binéres Relationssymbol ist. Folgender Satz ¢ € Lo,
driickt aus, dass es einen Weg im Graphen der Lénge 4 gibt.

o = JoTy(E(z,y) A 3x(E(y, ©) A Jy(E(z,y) A JeE(y, x))))

Man bemerke aber, dass dieser Satz nicht fordert, dass der Weg kanteneinfach sein
muss. Das konnen wir in Ly nicht formulieren.

Folgender Satz i € Lo driickt aus, dass jeder Knoten mit einer eingehenden
Kante auch eine ausgehende Kante hat.

¢ =Vr(@y(E(y, =) = y(E(z,9)))
Nun zwei Beispiele fiir Formeln, die nicht in Ls liegen. Sei dazu o = (R; f;c).
o VaVyVz(R(z) N —R(y) N R(z)) & Lo
o VaR(f(z,c)) & Lo




3 Entscheidbarkeit von Lo

3.1 Entfernung der freien Variablen

In Lemma 2.9 wurde gezeigt, dass sich jede Formel ¢ durch Hinzufiigen von dufleren
3-Quantoren auf eine erfiillbarkeitsédquivalente Formel ¢ = removeFree Variables(ip)
reduzieren lisst. Hierdurch kommen aber keine neuen Variablen oder Konstanten-
symbole oder Funktionssymbole hinzu. Deshalb ist auch ¢ € Ls, wenn ¢ € Ly. Es
reicht daher aus nur Elemente aus Sen(L2) zu betrachten.

3.2 Reduktion auf Scott-Formeln

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, wie beliebige Formeln aus Sen(Ls) in eine Nor-
malform gebracht werden koénnen, die erfiillbarkeitséiquivalent zur Ausgangsformel
ist. Dabei wird zunéchst die Normalform definiert, danach der Reduktionsalgorith-
mus beschrieben und mit Pseudocode zusammengefasst dargestellt und abschliefend
wird seine Korrektheit bewiesen.

Fiir diesen Abschnitt bezeichne ¢ eine Signatur mit abzdhlbar unendlich vielen
Relationssymbolen. Wir verlangen hier einen unendlichen Relationssymbolvorrat,
da im spéteren Reduktionsalgorithmus Formeln um beliebig viele Relationssymbole
erweitert werden kénnen miissen.

Definition 3.3 (Scott-Formeln). Die Menge Vg o1y C Sen(Ls), enthdlt alle Formeln
folgender Form:

m
VaVya A /\ VaIyB;, a und B; sind quantorenfrei
i=1
Solche Formeln nennen wir Scott-Formeln.

Satz 3.4. Es gibt eine berechenbare Funktion I': Sen(La) — Wgeou, sodass fir alle
W € Sen(Ls) gilt:

1. ¢ € Sat(Ly) <= T'(¢) € Sat(Ly).
2. Fir alle o-Strukturen 2A: A =T(¢Y) = A =.

Beweisidee: Wir ersetzen schrittweise eine Teilformel mit Quantoren in ¢ durch For-
meln ohne Quantoren, bis ¥ quantorenfrei ist. Bei jedem Ersetzungsschritt sammeln
wir Hilfsformeln, sodass am Ende das quantorenfreie 1) konjunktiert mit den gesam-
melten Hilsformeln, erfiillbarkeitsdquivalent zum urspriinglichen 1 ist.

Wir beschreiben im Beweis zunéchst einen Algorithmus (I" soll die Funktion sein,
die von dem Algorithmus berechnet wird) und geben erste erlduternde Begriindungen
zu den Schritten an. Am Ende zeigen wir, dass die vom Algorithmus berechnete
Funktion I' die Eigenschaften (1) und (2) hat. Mochte man zuerst das Verfahren
in Aktion sehen, kann man sich direkt das Beispiel 2 anschauen. Hier wird das
Verfahren angewendet.

Beweis. Wir betrachten zunichst die am tiefsten verschachtelten Quantoren von
1. Gemeint sind damit Teilformeln von ¢ der Form Qun,Q € {V,3},v € {z,y},n
ist quantorenfrei. Sei R nun ein einstelliges Relationssymbol, welches nicht in
vorkommt. Nun bezeichnen wir mit v)’, die Formel die entsteht, wenn jede Teilformel
Qun in 1) durch R(w) ersetzt wird. Wobei

Yy, wWennov==x
w =
r, wennov =y



3.2 Reduktion auf Scott-Formeln

1)’ ist nicht direkt erfiillbarkeitsiquivalent zu 1. Wir erstellen daher einen Satz 6,
sodass 1’ A 0 erfiillbarkeitsiquivalent zu 1) ist. € wird erst am Ende des Algorithmus
zu 1) konjunktiert. 0 soll sicherstellen, dass sich R(w) semantisch dquivalent zu Qun
verhalt.

0 = Yw(R(w) < Qun)

Zwar hat 1)’ mindestens einen Quantor weniger als v, jedoch ist ¢’ Af nicht unbedingt
naher an einer Formel aus Wg., dran, da 6 keine Scott-Formel ist. Es gibt allerdings
ein Ogeott, s0dass Ogeorr = 0 und Ogeorr € Vgeors. Wir unterscheiden hierzu 2 Fille.

1. Q=3

Vw(R(w) <> Jvn)
= VYw(R(w) — Jvn) AVw(Jvn — R(w))
= Yw3Iv(R(w) — n) AVwYo(n — R(w))
= VwVo(n — R(w)) AVwIv(R(w) = 1) = Oscort € ¥ eort

0 = Yw(R(w) < Yon)
= Vw(R(w) — Yon) AVw(Yon — R(w))
= YuwVo(R(w) — n) AVwIv(n = R(w)) = Oscort € Vseott

Wir kénnen nun v := 9’ setzen und die oben beschriebene Ersetzung wiederholen, bis
1 quantorenfrei ist. Seien 6;, die durch den ¢-ten Ersetzungsschritt erzeugten Formeln
zur Erfiillbarkeitsidquivalenzerhaltung und 0o, die zu 6; semantisch dquivalenten
Scott-Formeln. Da ¢ quantorenfrei ist, kann v bis zu zwei freie Variablen enthalten.
Wir ersetzen diese dann durch ihre universellen Quantoren wie folgt:

m
o' =V A )\ Oseorri-
=1

¢’ geniigt noch nicht ganz einer Scott-Formel. Wir kénnen jedoch alle Konjunk-
tionen von VV-Formeln in ¢’ zu einer VV-Formel zusammenfassen und danach die
Konjunktionen so umordnen, dass die VV-Formel vor den V3-Formeln steht. Die so
entstandene Formel nennen wir ¢ und ¢ € WUgeoy.



3 Entscheidbarkeit von Lo

Im Folgenden ist der beschriebene Algorithmus noch einmal als Pseudocode ange-
geben.

Algorithmus 1: I' 4,

Eingabe : (¢), 1 € Sen(L2)

Ausgabe: (), ¢ € Ugeou, ¢ geniigt (1) und (2)

10

while v ist nicht quantorenfrei do

1—1+1

Wiihle Teilformel von ¢ der Form Qun wobei Q € {V,3}, v € {z,y}, n
ist quantorenfrei

if v = z then
| wey

else

8 | wea

N VI

[= I

9 R + einstelliges Relationssymbol, das nicht in ¢ vorkommt
10 if Q@ = Jthen
11 L O5cotti < YwYv(n — R(w)) AVwIv(R(w) — n)
12 else
13 L Oscott,i < YwVv(R(w) — n) AVwIv(n — R(w))

14 | Ersetze alle Teilformeln Qun von 1 durch R(w)

1

(3]

i
P VJ?VWJ A /\ HScott,k
k=1

16 Fasse die VV-Teilformeln von ¢ zusammen und wéhle Reihenfolge der
Konjunktionen so, dass ¢ eine Scott-Formel ist
17 return (p)

Wir zeigen nun, dass die von I'y;, berechnete Funktion I' den Anforderungen (1)
und (2) geniigt.

Sei 1 € Sen(Ls) und ¢ = T'(1). Seien dazu 1), die ¢’s, die im i-ten Schleifen-
durchlauf von T 4;,({10)) entstanden sind und sei ¢(?) := ¢. Seien auBerdem R die
einstelligen Relationen, die im ¢-ten Schritt produziert wurden und F (@) die Teilfor-
meln, die in Y1 durch R® ersetzt wurden. Zuletzt sei noch n € Ny die Anzahl
der Ersetzungschritte. Es gilt also, dass 9™ quantorenfrei ist.

Durch die Wahl der 0gcotti+1 sind RO+D ynd FO+Y semantisch dquivalent, solange
O5cott,i+1 gilt. Konkreter: Ist J eine o-Interpretation dann gilt

I Oseonivn = (3= R «— 7 Fl+l),

Da (1) gerade dadurch entstanden ist, dass alle FOTY in ¢p(® durch RO+ ersetzt
wurden, folgt sofort, dass

J ': GSCOtt,'H-l — (j ): w(l) = 7 ): w(’b-‘rl))

Hieraus folgt dann direkt die Begriindung, wieso die V-Quantisierung der freien
Variablen im vorletzten Schritt von I', semantische Aquivalenz erhélt. Denn es gilt:

PN N Oscori = 0O N N Oscori = Yoty @ A N\ Oseori = Yy ™ A N\ Oseoni.
i=1 i=1 i=1 =1

10



3.2 Reduktion auf Scott-Formeln

Wir kénnen nun zeigen, dass I" die Eigenschaft (2) besitzt. Sei J eine o-Interpretation.
Wir zeigen, dass wenn J ein Modell von ¢ ist, dann ist J auch ein Modell von .

TEe
= TEYPON A sk
k=1

— Iy =y

Fiir Bedingung (1) miissen wir noch zeigen, dass J =19 = 37 : 7' |= ¢. Sei J eine
beliebige o-Interpretation mit J = . Wir definieren uns dazu eine rekursiv definierte
Folge von o-Interpretationen I . Wir setzen 3 := J und 30D := 3@ aber so,
dass r € (R(”l))jwr1> — () = FO+D | Hier ist w € {z,y} die Variable,
die nicht gebunden in F(*+1) vorkommt. Nach Konstruktion gilt nun einerseits, dass
3(n) = Oscorti fiir alle ¢ und nach dem Koinzidenzlemma gilt auch 3(n) = 1. Also
gilt insgesamt:

j(n) ): P A j(”) ): eScott,I VANPIRAN j(n) ': eScott,n

<~ j(n) ’: w(O) A /\ HScott,k
k=1

= 1M .

Damit existiert zu jedem Modell J von ¢ ein Modell 7’ = 3™, sodass 3’ |= (. Damit
erfillt I' auch die Bedingung (1) und wir sind fertig.
O

Beispiel 3.5

Wir zeigen abschliefflend den Algorithmus anhand eines Beispiels. Seien dazu H, L
Relationssymbole mit Stelligkeiten 1 und 2. Wir wandeln nun die Scott-Reduktion
auf die Formel 1 an.

=V (H(x) AVy(H(y) A —~L(z,y))).

1 ist nicht quantorenfrei, daher ersetzen wir Yy(H (y) A ~L(x,y)) mit R;(z) und
erhalten

W = Va(H(z) A Ra(2)), 01 = Va(Ra(x) + Yy(H(y) A L(z,p))).

Y = 1)'.4p ist immer noch nicht quantorenfrei. Wir ersetzen diesmal Va(H (x) A
Ri(x)) durch Ry(y) und erhalten

Y = Ro(y), 02 = Vy(Ro(y) < Va(H (x) A (Ry(x))).
=1, 1) ist quantorenfrei, daher erstellen wir
= V»’UVyRQ (y) A 0500tt,1 A 0560tt,27

Oscort1 = VaVy(Ri(z) — H(y) A —L(z,y)) AVzIy(H (y) A —~L(z,y) = Ri(x)),
R

(z) —
O5cort2 = VaVy(Ra(z) — H(y) A Ri(y)) AVa3y(H (y) A Ri(y) = Ra(x)).

11



3 Entscheidbarkeit von Lo

Im letzten Schritt sortieren wir um und fassen die VV-Formeln zusammen und
erhalten als Ergebnis

= VaVya AVedyBy AVrIypLs,

a = Ry(y) A (Ri(x) = H(y) A—L(z,y)) A (Rao(x) — H(y) A Ru(y)),
B1=H(y) N\—L(z,y) = Ri(x),

B2 = H(y) A Ri(y) — Ra().

3.3 Endliche Modelleigenschaft der Scott-Formeln

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass Wg.. die endliche Modelleigenschaft besitzt
und folgern daraus diese auch fiir Sen(Lz). Wir bestimmen zusétzlich eine obere
Schranke fiir Modelle in Abhéngigkeit der Formelldnge.

Sei im folgenden Abschnitt I eine endliche Indexmenge und o = ((R;)icr,) eine
Signatur. s: Ir — N gibt die Stelligkeiten der Relationssymbole von ¢ an.

Definition 3.6 (Endliche Modelleigenschaft). Fine Klasse von prddikatenlogischen
Formeln L besitzt die endliche Modelleigenschaft genau dann, wenn fiir jede Formel
€ Sat(L) gilt, dass ¢ ein endliches Modell hat. Ein Modell ist endlich, wenn sein
Universum endlich ist.

Wir wollen spéter konstruktiv zeigen, dass W, die endliche Modelleigenschaft be-
sitzt. Fiir eine erfiillbare Scott-Formel werden wir ein endliches Modell konstruieren,
indem wir zuerst das Universum angeben. Danach miissen wir die Interpretation der
Relationen festlegen. Fiir Primformeln von ¢ € Wg.y der Form R(x1,...,xz,) fir
ein n-stelliges Relationssymbol R, sind die Argumente alle entweder = oder y, also
Vi z; € {z,y}. Es geniigt also fiir jede Relation in unserem Modell nur festzu-
legen wie alle Paare aus A in Relation zueinander stehen. Dies werden wir in der
Beweisfithrung spéter durch sogenannte 2-Tables angeben. Daher fithren wir im Fol-
genden k-Tables ein, um das oben beschriebene Konzept zu prézisieren.

Definition 3.7. Ist 2 eine o-Struktur mit Universum A und Relationen R¥,i € Ig
und sind aq, . ..,a, € A beliebig, dann bezeichne Ql‘{a = ({a1,...,ar}; (R;)ieIR)
15,0k

die Einschrinkung von 2 auf die Elemente {aq,...,ax}, wobei R;- C{a1,...,a;}*®
und (.%'1, R ,a;s(i)) S R; — (.%1, o ,xs(l-)) S Rzm

Definition 3.8 (k-Table). Sei k € N. Ein k-Table ist eine o-Struktur, mit dem
Universum {1, ..., k}. Ist A eine o-Struktur mit Universum A und sind ay, ..., ax €
A paarweise verschieden, dann bezeichnet Tylay, ..., ar] den k-Table B fir den die
Abbildung a1 — 1,...,ai — k ein Isomorphismus von m}{a1,-.-7ak} nach B ist.

Ein k-Table von 2 zu einer Menge von Elementen aus dem Universum von 2l ist
informell gesprochen also nichts anderes, als die Einschrinkung von 2 auf diese
Elemente zusammen mit einer standardisierten Umbenennung dieser. Daher spei-
chert der k-Table kompakt sédmtliche Informationen dariiber wie diese Elemente in
2 in Relation zueinander stehen. Auflerdem ist es durch die Umbenennung leicht,
verschiedene k-Tables miteinander zu vergleichen.

12



3.3 Endliche Modelleigenschaft der Scott-Formeln

Beispiel 3.9

Sei 0 = (R1,R2) und & = (A; R}, RY) eine o-Struktur mit A = {z,y,2}, R} =
{(z),(2)}, R} = {(y,),(2,9)}, dann ist 91‘{w} = ({z,y}:{(@)},{(y,#)}) und
Talz,yl = ({125 {(D)}, {2, 1)}) und Tuly, 2] = ({12} {(2)}, {(1,2)}).

Wir stellen folgende allgemeine Beobachtungen iiber k-Tables fest:

Lemma 3.10. Fiir ein fixes k ist die Menge aller k-Tables von einer o-Struktur 2
endlich.

Beweis. Das Universum ist fiir alle k-Tables gleich und besteht aus k Elementen.

Ist R ein n-stelliges Relationssymbol, dann gibt es ¢(R) = |P({1,...,k}")| = 2*"

Interpretationen dieser Relation bei einem Universum mit & Elementen. Die Anzahl

der k-Tables ist dann durch [] ¢(R;) < oo gegeben. O
i€lR

Durch einen k-Table sind auch automatisch alle [-Tables, [ < k, die durch dieselben

Elemente und deren Permutationen induziert werden, bestimmt. Genauer:

Lemma 3.11. Sei 2 eine o-Struktur und sind a1, . . ., ai paarweise verschieden und
B = Tylai,...,ax) und | < k. Sind a;,,...,a; paarweise verschieden, dann gilt
Tm[ail, ce ,al-l] = T%[’il, .. .,il].

Ohne Beweis.

Sei ¢ € Ugeo. Um eine o-Struktur 2 hinsichtlich der Frage, ob 2 |= ¢ zu definieren
reicht es aus, das Universum A anzugeben und danach fiir alle Paare aus A deren
2-Tables (und damit auch indirekt deren 1-Tables) auf konsistente Art und Weise
anzugeben. Denn ist |A| > 3 und gibt es ein n-stelliges Relationssymbol R in o,
n > 3, dann hat die Festlegung ob (x1,...,z,) € R¥ ist, keinen Einfluss auf 2 = ¢,
insofern {z1,...,z,} > 3, da es keine Teilformeln in ¢ mit mehr als 2 Variablen
gibt.

Mit konsistenter Angabe der 2-Tables ist gemeint, dass zwei verschiedene 2-Tables,
T1,T5, induziert durch a1, as und as, a4, den gleichen 1-Table fiir ein a € A festlegen,
wenn a € {a, a2} N{as, as}. Auch miissen 2-Tables, die durch die gleichen Elemente
induziert wurden, nur in unterschiedlicher Reihenfolge, isomorph zueinander sein.

Fiir den spéteren Beweis werden wir fiir jedes Modell 2 von ¢ ein endliches Modell
9, iiber Angabe des Universums und der 2-Tables, konstruieren. Dadurch, dass die
Gleichheitsrelation in Sen(Lg) erlaubt ist, kann es passieren, dass ¢ fordert, dass
gewisse 1-Tables einzigartig sind (Einzigartig soll hier bedeuten, dass ein 1-Table
von exakt einem Element aus A induziert wird). Folgender Satz illustriert dies:

o =VaVy(P(x) A P(y) — x =y).

Bei der Konstruktion von © miissen wir also darauf achten, dass einzigartige 1-Tables
von 2, auch in ®© einzigartig sind. Wir behandeln diese gesondert und bezeichnen
Elemente, deren 1-Table einzigartig ist, als Konige.

Definition 3.12 (Konige). Ist A eine o-Struktur mit Universum A und a € A,
dann ist a ein Konig, wenn der durch a realisierte k-Table einzigartig ist, also wenn

vb 75 a: Tg[[a] 7é Tg[[b]

13



3 Entscheidbarkeit von Lo

Wir koénnen nun mit diesen Voraussetzungen die endliche Modelleigenschaft von
Wseotr zeigen und zusétzlich eine obere Schranke fiir Modelle angeben.

Satz 3.13. W,y besitzt die endliche Modelleigenschaft.

Beweis. Sei ¢ € Wgeo und A eine o-Struktur mit Universum A und 2 = ¢. Sei

m
p = VaVya A /\ Yx3dyp;, wobei a und B; quantorenfrei sind.

i=1

Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass 5;(x,y) =
x # y firi =1,...,m. Das liegt daran, dass fiir ein fixes i folgende semantische
Aquivalenz gilt:

VzdyBi(z,y) = Vady(z # y A (Bi(z, ) V Bi(z, ).

Wir fithren zunéchst ein paar Hilfsdefinitionen in Abhéngigkeit von 2 und ¢ ein,
auf welche wir im Verlaufe des Beweises zuriickgreifen werden.

o P = {Tyla]: a € A} ist die Menge der in 2 realisierten 1-Tables
e K ist die Menge der Ko6nige in 2

e fiiri =1,...,m sind f;: A — A Funktionen, sodass fiir alle a € A gilt, dass
(Ql7 70«) ': ﬁi(xay)7 wobei F)/a(x) = a?’}/a(y) = fl(a)

e C =KU{fi(k): ke K,i=1,...,m},C:= Ql}c, nennen wir den Hofstaat von
A

e () C P ist die Menge aller 1-Tables, die durch Koénige induziert werden

Wir beginnen nun damit, ein endliches Modell D fiir ¢ zu konstruieren. Wir machen
uns zu Nutze, dass es nur endlich viele realisierte 1-Tables in 2 gibt. Das Universum
D von ® setzen wir wie folgt:

D=CU(P—-Q)x{l,...,m} x{0,1,2}).

Wir werden im Folgenden die Relationen von ® festlegen, indem wir die 2-Tables von
allen Elementpaaren a,b € D, a # b aus ® festlegen. Wir sagen b ist ein Zeuge fiir a
beziiglich f;, falls (©,v) = Si(z,y) gilt, wobei y(z) = a und y(y) = b. Wir miissen
die Relationen also so festlegen, dass jedes d € D beziiglich allen 5;,¢ = 1,...,m
mindestens einen Zeugen hat. Die verwendeten Metaphern helfen dabei den Beweis
gleich besser zu verstehen. Die Konige kriegen eine Sonderbehandlung, indem diese
ihre Zeugen ausschliefllich aus dem Hofstaat beziehen.

Mochten wir beispielsweise, dass b als Zeuge fiir a beziiglich §; dient, dann kénnen
wir Tpla,b] == Ty[d', fi(a’)] fiir ein beliebiges a’ € A setzen. Da 2 ein Modell von ¢
ist, erfiillen deshalb auch a, b, die VV-quantifizierte Teilformel a. Die Schwierigkeit,
die dabei jetzt entsteht ist, dass wir nun fiir b nicht a als Zeugen verwenden diirfen,
da wir sonst den 2-Table doppelt definieren wiirden und es so zu Inkonsistenzen
kommen kann.

Die folgende Abbildung zeigt, wer wem im folgenden Beweis als Zeugen dienen wird.
Ein Pfeil von Menge A nach B bedeutet, dass ein Element aus A ein Element aus
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3.3 Endliche Modelleigenschaft der Scott-Formeln

B als Zeuge nutzen kann. Man bemerke, dass es im Hofstaat zwar passieren kénnte,
dass zwei Elemente sich gegenseitig als Zeugen benutzen, dies ist aber kein Wider-
spruch, da der Hofstaat € bereits konsistent ist.

Hofstaat €

P-Q)x{1,..

(P-Q)x{1,....,m} x {2}

_m} x {0} P-Q)x{1,...,m}x {1}

Wir konstruieren nun © vollstindig in 5 Schritten:

1. © soll eine Erweiterung von € sein, also © o= €. Hiermit sind auch die

2-Tables und 1-Tables aller Elemente aus € definiert.

2. Die restlichen 1-Tables fiir Elemente b = (8,4, j) € D — C setzen wir wie folgt:
Tp[b] == B. Diese 1-Tables wéren implizit auch durch die folgenden Schritte
mit definiert worden, erleichtern aber das Verstindnis.

3. Wir stellen nun sicher, dass jedes Element d € D fiir jedes (; einen Zeugen
hat, indem wir die restlichen 2-Tables definieren.

a)
b)

de K: f(d) € €, Tp[d, f(d)] ist also schon definiert und € = Jyp;[d].

d € C—K: Falls f;(d) € €, dann ist wie in a) T [d, fi(d)] bereits definiert.
Andernfalls ist Ty[fi(d)] = B € P — Q. Sei dann e = (8,7,0) € D der
Zeuge fiir d. Wir setzen deshalb Typ[d, e] := Ty[d, f;(d)] und dies garan-
tiert, dass © = JypBi[d].

d = (98,j,1) € D — C: Wir wéhlen ein a € A mit Ty[a] = B und wihlen
b = fi(a). Es gibt nun zwei Moglichkeiten. Entweder b € K, b ist also ein
Konig. Dann setzen wir Tp[d, b] := Ty[a, b]. Es handelt sich hierbei immer
noch im eine konsistente Tablezuweisung, da d nicht der Zeuge fiir b sein
kann, da Zeugen fiir b nur aus dem Hofstaat sein kénnen.

Andernfalls ist b ¢ K, also ist der realisierte 1-Table von b, Ty[b] = B’ €
P — Q. Wir wihlen dann e = (8',4,(l + 1) mod 3) € D als Zeugen
fir d, indem wir To[d,e] := Tyla,b] setzen. Dadurch, dass wir dieses
Kreiszuweisungsschema fiir die Zeugen auflerhalb des Hofstaates haben,
ndmlich 0 — 1 — 2 — 0, ist sichergestellt, dass es hier keine doppelten
2-Table Zuweisungen gibt.
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3 Entscheidbarkeit von Lo

4. Jedes Element d € D hat nun fiir jedes 1 < ¢ < m einen Zeugen. Es gibt
aber noch Paare d,d’ € D, fiir welche wir die 2-Table noch nicht festgelegt
haben. Das ist in sofern noch relevant, da diese Paare alle die VV-Teilformel
erfiillen miissen. Wir wihlen dazu einfach zwei Elemente a,a’ € A, mit Tya] =
Told], Tyla'] = To[d'] und setzen T [d, d'] = Tyla,d’].

5. Um ® vollstdndig zu definieren, miissen wir auch alle Relationen von 3 ver-
schiedenen Elementen beschreiben. Wie oben beschrieben, haben diese aber
keinen Einfluss darauf, ob ® | ¢. Ist R eine mindestens 3-stellige Relation,
dann setzen wir (di,...,dy) & R® fiir alle {dy,...,d} > 3.

Damit ist © vollstdndig konstruiert und es gilt ® = ¢ und |D| < oo. O

Definition 3.14 (Formelldnge). Fine o-Formel ¢ kann als Zeichenkette iber dem
Zeichenvorrat {,), (, \,¥, -, =} zusdtzlich zu dem Komma, den Symbolen in o und
den Variablen angesehen werden. Mit n = |¢| bezeichnen wir die Linge dieser Zei-
chenkette.

Korollar 3.15. Ist ¢ € Wgeou und A eine o-Struktur mit A = ¢ und n = |p|,
dann gibt es ein Modell ® = ¢, dessen Universum D aus mazimal 20(") Elementen
besteht.

Beweis. Sei 2 eine o-Struktur mit 2 = ¢. Wir kénnen ¢ auch als eine Formel iiber
einer Signatur o’ auffassen, die nur die Relationssymbole aus ¢ enthélt. Nach dem
Koinzidenzlemma 2.3 existiert eine o’-Struktur 21" mit A" = ¢. Nach vorherigem
Satz konnen wir nun ein ¢’-Modell D’ konstruieren. Das Universum D’ ist hierbei

D'=CU((P-Q)x{1,...,m} x{0,1,2}).

Die Elementanzahl in D’ ist demnach endlich und durch folgenden Ausdruck be-
grenzt:

D' < |K|+m|K|+3m(|P| - |K]) = (m + 1)| K| + 3m(|P| — |K]).

Die Groflen der Menge der Konige K und der Menge aller 1-Tables P sind beide
durch (2%...%2 =) 2" begrenzt, da es maximal n verschiedene Relationssymbole in ¢
geben kann. m ist durch die Lénge von ¢ nach oben abzuschitzen, also m < n = |¢|.
Insgesamt ergibt sich dann

D' < (m+ D|K| + 3m(|P| - |K])
< (m+1)|K|+ 3m|P|
< (n+1)2" + 3n2"

< 6n2" € 20

Wir kénnen ©’ nun wieder auf ein Modell © der Signatur o erweitern, indem wir,
wenn iiberhaupt existent, zusétzliche Relationen beliebig setzen. Nach dem Koinzi-
denzlemma 2.3 ist dann auch ® = ¢ und |D| € 20,

O

Korollar 3.16 (Satz von Mortimer). Sen(Ls) hat die endliche Modelleigenschaft
und ist p € Sen(Lq) und 2 eine o-Struktur mit A = ¢ und n = ||, dann gibt es
ein Modell ® = ¢, dessen Universum D aus mazimal 2°0) Elementen besteht.
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3.4 Endliche Modellpriifung

Beweis. Ist ¢ € Sat(Ls) und I'(p) die Scott-Reduktion 3.4 von ¢, dann hat T'(¢p)
nach dem Korollar 3.15 ein Modell ® mit maximal 6m2" Elementen, wobei r die
Anzahl der verschiedenen Relationssymbole in I'(¢) ist und m die Anzahl der V3-
Teilformeln in I'(¢). Nach dem Satz 3.4 gilt auch, dass ® = . Durch die Scott-
Reduktion wird pro Quantor in ¢ eine Formel mit einem neuen Relationssymbol
konjunktiert und es wird eine V3-Formel konjunktiert. Damit ist m < ¢ < n und
r < g+ 1" <n, wobei ¢ die Quantorenanzahl und 7’ die Anzahl der verschiedenen
Relationssymbole in ¢ ist. Also hat ¢ ein Modell, ndmlich D, mit |D| < 6m2" <
6n2" € 29" Elementen. O

3.4 Endliche Modellpriifung

Teil des Entscheidungsalgorithmus fiir Lo wird es sein zu einem gegebenen o-Satz ¢
und einer endlichen o-Struktur 2 zu entscheiden, ob 2 = ¢ gilt. Wir miissen daher
zeigen, dass dies entscheidbar ist. Wir zeigen dazu, weil sich so der Entscheidungs-
algorithmus leichter formulieren ldsst, dass sogar das Problem, ob fiir eine endliche
o-Interpretation J gilt, J = ¢, entscheidbar ist.

Damit wir zeigen kénnen, dass das Problem entscheidbar ist, miissen wir zunéchst
Einschrinkungen an Interpretationen festlegen, um sicherzustellen, dass die Menge
von endlichen Interpretationen nicht tiberabzéhlbar wird. Die Entscheidbarkeit von
iiberabzéhlbar groflen Mengen ist nicht definiert, zumindest nicht mit dem Maschi-
nenmodell einer Turingmaschine.

Sei fiir diesen Abschnitt ¢ daher eine Signatur mit endlich vielen Symbolen. Au-
Berdem haben fiir diesen Abschnitt alle o-Strukturen mit gleicher Universumsgrofie
n, alle dasselbe Universum A, ndmlich A = {1,...,n}. Das ist nicht problematisch,
da alle anderen o-Strukturen mit n Elementen isomorph zu einer o-Struktur mit
Universum {1,...,n} sind. AuBlerdem sollen Variablenbelegungen 5 von einer o-
Interpretation J = (2(, 8) nur endlich viele Variablen x haben, sodass (x) # a fir
ein Platzhalterelement aus A. Durch diese Forderungen ist die Menge aller zwei-
er Tupel von o-Formeln und endlichen o-Interpretationen abzdhlbar. Man beachte,
dass es wichtig ist, dass o nur endlich viele Symbole enthalten darf, da sonst die
Méchtigkeit der Menge aller endlichen o-Strukturen mindestens so grof} ist, wie
{0,1}Y, aber {0,1}" ist nach dem Lemma 2.2 iiberabzihlbar. Wir kénnen also die
folgende Menge, die entschieden werden soll, kodieren. Sei nun

M= {(p,3): T E ¢}

die Menge aller Tupel von o-Formeln ¢ und allen o-Interpretationen, die ein Modell
von ¢ sind.

Satz 3.17. M ist entscheidbar.

Beweis. Wir nutzen die rekursive Definition der Semantik der Priddikatenlogik aus
und konnen so einen expliziten Entscheidungsalgorithmus angeben. Der folgende
Algorithmus istModell 2 entscheidet nach Konstruktion die Menge M.
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3 Entscheidbarkeit von Lo

Algorithmus 2: istModell
Eingabe : (©,7), (¢, J) € M
Ausgabe: J | ¢
1if o =(s=1t),s,t sind o-Terme then
2 L return s’ = ¢’

3 if o = R(t1,...,tn) fir ein n-stelliges Relationssymbol then
L return R7(t],...,t})

5 if ¢ = 91 Ao then
L return istModell(v)1,T) N istModell()2,T)

7 if ¢ = 1) then
L return —istModell(1,J)

9 if ¢ =Vzy then

10 for a € A do

11 if —istModell(1),J%) then

12 L return False

13 return True

3.5 Entscheidungsalgorithmus fiir Lo

Sei ¢ hier eine Signatur mit endlich vielen Symbolen.

Wir zeigen nun anhand der Resultate aus den vorherigen Kapiteln, dass Lo ent-
scheidbar ist. Wir geben dazu einen expliziten Entscheidungsalgorithmus an. Wir
benutzen dazu den Algorithmus zur Modellpriifung istModell 2.

Satz 3.18. Sat(Ls) ist entscheidbar.

Beweis. Wir gehen im Folgenden nur von Universen der Form A = {1,...,n} fiir

Universen mit n Elemente aus, damit es nur endlich viele o-Strukturen gibt, mit

< n Elementen im Universum. Folgender Algorithmus entscheidet Sat(Ls):
Algorithmus 3: isSat

Eingabe: (¢), ¢ € Ly
Ausgabe: ¢ € Sat(L2)

1 @ < removeFree Variables(y)

2 n < |g|

3 fori=1...6n2" do

4 | forJe{(2id):|Al =i} do
5 if istModell(p,J) then

6 L L return True

7 return False

Nach der Abschétzung im Satz von Mortimer 3.16, gibt es ein Modell fiir ¢, n = ||
mit einem Universum mit weniger oder gleich 6n2™ Elementen, genau dann, wenn
¢ erfiillbar ist. Da der Algorithmus alle o-Strukturen 2 mit |A| < 6n2™ auf A = ¢
iiberpriift, liefert isSat genau dann True, wenn ¢ erfiillbar ist.

O]
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4 Entscheidbare Klassen ohne
Gleichheitsrelation

Im vorherigen Kapitel zur Entscheidbarkeit von Lo hat sich ein Grofiteil der Be-
weisfithrung damit beschéftigt, mit der erlaubten Gleichheit in Formeln aus Lo um-
zugehen. Die entscheidbaren Klassen, die ab hier nun behandelt werden, erlauben
keine Gleichheit. Fiir dieses gesamte Kapitel gehen wir nur von Formeln ohne Gleich-
heitszeichen aus, ohne dies in den einzelnen Kapiteln nochmals explizit zu sagen.

4.1 Unifikation

Wir fiithren in diesem Abschnitt nun das Konzept der Unifikation ein. Informell
gesprochen ist Unifikation, Terme durch Ersetzung von Variablen so anzupassen,
dass diese gleich werden.

Unifikation wird in den folgenden Kapiteln benétigt, insbesondere ist es notig zu
wissen, dass gewisse Unifikationsprobleme entscheidbar sind. Im Kapitel zur Ent-
scheidbarkeit der Herbrand-Formeln miissen die Terme von zwei Literalen unifi-
ziert werden und im Kapitel zur Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln muss bei der
Robinson-Resolution ein allgemeinster Unifikator gefunden werden. Fiir dieses Ka-
pitel wurde TCDP [2], ein Buchauszug [1] von Franz Baader und Wayne Snyder, ein
Vorlesungsskript [9] von Sebastian Rudolph und ein Artikel [7] von Alberto Martelli
und Ugo Montanari verwendet.

Sei ab hier o eine fixe Signatur. Wir bezeichnen mit Var = {z,z2,...} unsere
abzahlbare Menge an Variablen und mit 7' die Menge aller o-Terme, die sich iiber
diesen Variablen bilden lassen. Zuné&chst fithren wir Substitutionen ein, um gleich
auf Grundlage dieser Unifikatoren definieren zu koénnen.

Definition 4.1 (Substitution). Eine Substitution n: Var — T ist eine Abbildung
von Variablen auf o-Terme, wobei nur fir endliche viele x € Var gilt, w(x) # x. Wir
notieren w durch {x;, > w(x;,),...,z;, — w(x;,)}, wobei x;,, ..., x;, die Variablen
sind, fir die gilt w(x;;) # ;.

Die endlich vielen Variablen z fiir die gilt 7(x) # x, sind sozusagen die Variablen,
die wir ersetzen. Die folgende Definition fiihrt ein, auf was ein Term abgebildet wird,
wenn eine Substitution auf diesen angewendet wird.

Definition 4.2. Ist m eine Substitution und t € T' ein Term, dann bezeichnet 7(t)
den Term, der entsteht, wenn alle Variablen x in t gleichzeitig durch w(x) ersetzt
werden.

Beispiel 4.3

Sei m = {x — f(x),y — 2,z — c}, wobei ¢ ein Konstantensymbol ist und f, g sind
Funktionssymbole, dann ist
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

Die Folgende Definition fiihrt ein, was es fiir eine Substitution heifit, ein Unifikator
zU sein.

Definition 4.4 (Unifikator). Sind t,s € T und ist w eine Substitution, dann nennen
wir w einen Unifikator von t und s, wenn w(t) = w(s) gilt.

Man bemerke, dass sich nicht jedes Paar von Termen t,s unifizieren ldsst. Sind
beispielsweise g, f zwei verschiedene einstellige Funktionssymbole, dann sind ¢ =
g(x),s = f(y) nicht unifizierbar.

Es gibt verschiedenste Unifikationsprobleme. Eines davon ist das Problem zu einer
endlichen Menge M C T x T von Paaren von Termen eine Substitution 7 zu finden,
die ein Unifikator von allen Paaren (s,t) € M ist. Wir sagen dann 7 unifiziert M
bzw. 7 ist ein Unifikator von M. Allgemein nennen wir Lésungen von Unifikations-
problemen, Unifikatoren. Hiufig fordert man noch, dass ein Unifikator eine gewisse
Eigenschaft besitzt, um mit diesem besser arbeiten zu kénnen. Wir fithren daher nun
das Konzept von allgemeinsten Unifikatoren ein. Diese werden wir unter Anderem
fir die Robinson-Resolution im Kapitel zur Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln
benotigen.

Definition 4.5 (Allgemeinste Unifikatoren). Sind m # 7 Substitutionen, dann ist
m allgemeiner als T, falls es eine Substitution 6 gibt, sodass T = 6 o w. List m ein
Unifikationsproblem, dann sagen wir m ist ein allgemeinster Unifikator, wenn fiir
alle anderen Unifikatoren T gilt, ™ allgemeiner ist als T.

Beispiel 4.6

Folgendes Beispiel demonstriert, dass ein allgemeinster Unifikator nicht unbedingt
eindeutig ist . § = {z — y},m = {y — x} sind zwei allgemeinste verschiedene
Unifikatoren, die {x, y} unifizieren. Aber einerseits ist 6 allgemeiner als 7 aber auch
andersherum ist 7 allgemeiner als 6, denn = {z — y}omrund 7 = {y >z} o 7.

Ohne Beweis ist aber zu bemerken, dass allgemeinste Unifikatoren jedoch bis auf
Variablenumbenennungen eindeutig sind. Damit ist gemeint, dass man von jedem
allgemeinsten Unifikator zu jedem Anderen, durch eine Komposition mit einer Sub-
stitution, welche nur Variablen umbenennt, gelangen kann.

Wir zeigen nun, dass die Unifikation von einer Menge von Paaren von Termen ent-
scheidbar ist. Konkreter:

Satz 4.7. Die Menge U = {M C T x T: |M| < oo A M ist unifizerbar } aller
endlichen Mengen von Paaren von Termen, die unifizierbar sind, ist entscheidbar.

Beweis. Wir geben einen Entscheidungsalgorithmus fiir ¢/ an und zeigen danach des-
sen Korrektheit. Dieser Algorithmus wird auch der Martelli-Montanari Algorithmus
genannt [7]. Zur Sprechweise: Wir sagen eine Variable z kommt in einem Paar (u,v)
vor, wenn einer der Terme u oder v, x enthélt.
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4.1 Unifikation

Algorithmus 4: isUnifiable
Eingabe: (M), M endlich und M C T x T
Ausgabe: M €U
while 3(s,t) € M, das eine der folgenden If-Bedingungen erfillt do
(s,t) < beliebiges Paar aus M, das eine der folgenden If-Bedingungen
erfiillt
//Regel (a)
if t € Var A s € Var then
M (M —{(s,t)}) U{(t, s)}
continue
/Regel (b)
if s=1t then
M+ M —{(s,t)}
10 continue
11 //Regel (c1)
12 if (s,t) = (f(s1y...,8n), f(t1,...,t,)) then

N =

[~ 3, S

i
~

© @®

13 M < M —{(s,t)}
14 M« M U{(s1,t1),---,(Sn,tn)}
15 continue

16 //Regel (c2)
17 if (s,t) = (f(s1,..-,8n),9(t1,...,tm)), f # g then

18 L return False

19 //Regel (d)

20 if s € Var At # sA s kommt in einem anderen Paar in M vor then
21 if t enthdlt s then

22 L return False

23 else

24 T {s >t}

25 [/ M = {(s,t), (u1,v1), ..., (un,vn)}

26 M« {(s,t), (m(u1),m(v1)), ..., (7(un), m(vy))}

27 continue

28 return True

Der Algorithmus wird im Beispiel 3, beispielhaft angewendet.

Um den Algorithmus nicht unnétig zu komplizieren nehmen wir hier der Einfach-
heit halber an, dass Konstantensymbole, O-stellige Funktionssymbole sind. Ist ¢ ein
Konstantensymbol, dann wiirde Regel (c1) angewendet auf (¢, ¢), dieses Paar einfach
aus M entfernen und Regel (c2) angewendet auf (¢, f(s1,. .., s,)) wiirde False liefern.

Um die Korrektheit von isUnifiable zu zeigen, miissen wir einerseits 1. zeigen, dass
isUnifiable immer terminiert unabhéngig davon in welcher Reihenfolge Paare gewéhlt
werden. Andererseits miissen wir 2. zeigen, dass bei Eingabe eines M;y,,, isUnifiable
genau dann True liefert, wenn Mj,,, unifizierbar ist.

1. Idee: Wir weisen jedem Programmzustand ein Tripel von natiirlichen Zahlen
zu, definieren auf diesen Tripeln eine Ordnung und zeigen, dass durch jeden
Schleifendurchlauf das Tripel des Programmzustands strikt kleiner wird. Die
Ordnung wird so gewéhlt, dass es keine unendliche lange, absteigende Folge

21



4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation
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dieser Tripel gibt. Sei dazu

F: U—N
M — (nl,ng,TL3),

n1 = #Unaufgeltste Variablen

= |{z € Var(M): = (z kommt in exakt einem Paar (u,v) vor und z = u)}|,

ng =#Funktionsterme in M (Duplikate und Verschachtelte einschlieflich),
ny={(t,t):teT}+|{({t,x) e M: x € Varnt & Var}|.

Seien n = (n1,ng,n3),n’ = (n},nh,njs) € N3. Wir definieren n > n':

n>n' < n; >n}
\/nlznll/\n2>n'2

\/nlznll/\ngznlg/\n3>ng.

Sei ab hier M C T' x T ein Programmzustand und n = (ny,ng,n3) = F(M) .

Durch Anwendung von den Regeln (a) oder (b) wird sicher nz um eins ver-
ringert und moglicherweise kénnen n,ny verringert werden, aber sicher nicht
erhoht werden.

Regel (cl1) kann ng erhohen, da hierdurch Paare der Form (¢,t) oder (t,x)
entstehen konnten. (c1) erhoht aber n; sicher nicht, jedoch wird ng sicher um
2 verringert, da zwei Funktionssymbole entfernt werden.

Regel (c2) fiithrt zur Terminierung des Programms.

Regel (d) fithrt entweder dazu, dass das Programm direkt terminiert oder,
dass ng zwar moglicherweise erhoht wird, da durch die Substitution beliebig
viele Funktionssymbole in andere Paare ”kopiert” werden, jedoch wird n; sicher
dekrementiert. ng kénnte erhdht aber auch verringert werden.

In jedem Schleifendurchlauf kann das Programm entweder sofort durch die
Regeln (c2) oder (d) terminieren. Auch kénnte das Programm sofort termi-
nieren, wenn die Schleifenbedingung nicht mehr erfiillt ist. Tritt keiner dieser
Fille ein, dann gilt fiir das Folgezustandstripel n/, dass n > n’. Da es keine
unendlich lange, absteigende Folge von Programmzustandstripeln geben kann,
muss das Programm also zwangslédufig terminieren.

. Wir zeigen hierzu zunéchst, dass die Menge der Unifikatoren der Eingabe nach

jedem Schleifendurchlauf gleich bleibt. Fiir die Regeln (a),(b) und (cl) ist dies
trivial. Sei M eine Termpaarmenge vor der Anwendung der Regel (d) und
M’ die Menge danach und (z,t¢) das ausgewihlte Paar und 7 ein Unifika-
tor (sofern existent) von M oder M'. Es gilt (x,t) € M N M'. Regel (d)
verédndert nicht die Anzahl der Paare in M, sondern bildet jedes Paar (au-
Ber (z,t)) (u,v) durch die Substitution 7 = {x — t} auf ein Paar (u/,v’) ab.
Es gilt nun 7(x) = n(t) = n(7(z)), da ja m,(x,t) unifiziert. Daraus folgt
dann, dass m(u) = w(uv') und w(v) = 7w(v'). Es gilt also fiir diese Paare
m(u) = m(v) <= 7(v) = w(v'). Demnach unifiziert eine beliebige Substi-
tution # genau dann M, wenn 6 M’ unifiziert. Die Menge M,,q im Schritt
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bevor das Programm terminiert, hat demnach dieselben Unifikatoren wie die
Eingabe M;y,,.

Wenn der Algorithmus True zuriick gibt, dann ist nach dem letzten Schlei-
fendurchlauf

Mfmd :{(xlatl)a sy (l'n,tn)|VZ z; € Var A

t; enthélt keine Variable aus {z1,..

S Tp )t

denn sonst hétte der Algorithmus nicht terminiert. M,q und damit M;,, ist
trivialerweise unifizierbar durch {x1 — t1,..., 2, — t,}.

Der Algorithmus kann nur False durch Anwendung der Regel (c¢2) oder durch
(d) liefern. Wurde Regel (c2) angewendet, dann gibt es ein Paar

(f(s1,--y8n),9(t1,-- s tm)), [ # g in Menq. Kein Unifikator kann aus f, g
machen. Wurde (d) angewendet und False zuriickgeliefert, dann gibt es ein
Paar (z,t) € Mepg mit x € Var und t # z ein Term, welcher die Variable x
enthilt. Angenommen es giibe einen Unifikator 7 mit 7(x) = 7(¢). Dann wire
m(z) ein Teilterm von 7(t). Da aber t # x muss dann auch 7(z) # 7(t) sein,
was ein Widerspruch ist.

isUnifiable liefert also genau dann True, wenn die Eingabe M;,, € U ist. Damit
entscheidet isUnifiable, U. Also ist U entscheidbar.

Beispiel 4.8

O]

Wir zeigen den Algorithmus an zwei Beispielen. Die Menge im ersten Beispiel ist
unifizierbar, die Menge im zweiten Beispiel jedoch nicht. Seien fiir die folgenden
Beispiele z, y, z Variablen und ¢ ein Konstantensymbol und f, ¢ Funktionssymbole.

M Paar Regel | (n1,n2,n3) | Ausgabe
{(2,9), (f(y, 2), f(2,9(2)))} | (f(,9), f(2,9(2)) | (1) | (3,3,0) -
{(z,9), (y,2), (x,9(2))} (v, ) (d) (3,1,0) -
{(y, z), (2, 2), (x,9(2)) } (z,2) (b) (2,1,1) -
{(y,2), (x,9(2))} (z,9(2)) (d) (2,1,0) -
{(y,g(z)),(w,g(z))} - - (1a270) True

von der Wahl der Paare.

M ist also unifizierbar und ein Unifikator 7 lédsst sich direkt aus M nach dem
letzten Schleifendurchlauf ablesen: m = {y — g(2),z — g(2)}.

Das néchste Beispiel zeigt ein M, welches sich nicht unifizieren léasst, unabhéngig

M Paar Regel | (n1,n2,n3) | Ausgabe
{(f(z, o), f(f(@,y),2))} | f(f(z,y),2) | (c1) (2,4,0) -
{(z, f(2,¥)), (c; )} (¢, z) (a) (2,2,1) -
{(z, f(2,9)), (z,0)} (z, f(z,y) | (d) (2,2,0) False

(z,c) aus.

Wir gehen nochmal vom gleichen M aus, wihlen nun aber in Schritt 3 das Tupel
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M Paar Regel | (n1,n9,n3) | Ausgabe
{(f(@,0), f(f(z,y),2)} | f(f(z,y),2) | (c1) (2,4,0) -
{(z, f(2,9)), (¢, )} (¢, x) (a) (2,2,1) -
{(z, f(2,¥)), (z,0)} (z,c) (d) (2,2,0) -
{(c, f(c,9)), (z,0)} (¢, fle,y)) | (c2) (1,4,0) False

Ein weiteres Unifikationsproblem ist es zu einer endlichen Menge M C T, M =
{m1,...,my} von Termen, eine Substitution 7 zu finden, sodass w(m;) = ... =
m(my,). Wir sagen 7 unifiziert M. Die Entscheidbarkeit dieses Unifikationsproblems
lasst sich unmittelbar aus der Entscheidbarkeit des bereits behandelten Unifikati-
onsproblems 4.7 folgern.

Korollar 4.9. Die Menge V = {M C T: M ist endlich und M ist unifizierbar} ist
entscheidbar.

Beweis. Ist M = {mq,...,m,} C T eine endliche Menge an Termen, dann berech-
ne F(M) = {(m1,ma), (ma,m3),...,(mp,m1)} C T xT. F(M) hat die gleichen
Unifikatoren wie M, denn fiir eine Substitution 7 gilt:

m(my) = w(me), 7(mga) = m(m3),...,7(my,) =7(my) < w(my) =...=mx(my).

Um also zu iiberpriifen, ob M unifizierbar ist, bildet man F'(M) und iiberpriift, ob
F(M) unifizierbar ist, was nach Satz 4.7 entscheidbar ist.
O

Das néchste Korollar zeigt, dass sich der Unifikationsalgorithmus s Unifiable 4 leicht
modifizieren lasst, um, falls existent, einen allgemeinsten Unifikator zu bestimmen.

Korollar 4.10. Ist M C T x T endlich und unifizierbar und M.,q die Instanz von
M nach dem letzten Schleifendurchlauf von isUnifiable, dann hat M.,y die Form

Meng = {(z1,t1), ..., (zn,tn)|Vi: x; € Varnt; enthdilt keine Variable aus {x1,...,Tn}}.

und die Substitution m = {x1 — t1,...,2, — ty} ist ein allgemeinster Unifikator
von M.

Beweis. Hatte M,,q nicht diese Form, dann hétte isUnifiable noch eine der Regeln
(a)-(d) auf M,,q anwenden kénnen, M., 4 konnte dann also nicht die Instanz von M
nach dem letzten Schleifendurchlauf sein.

7 ist offensichtlich ein Unifikator von M,,y. Nach dem Korrektheitsbeweis des
Algorithmus isUnifiable 4, verdndern die Schleifendurchliufe nicht die Menge der
Unifikatoren von M. Damit ist 7 also auch ein Unifikator von M.

Ist 7 # 7 ein weiterer Unifikator von M, dann ist 7 auch ein Unifikator von M,q
und es gilt sogar, dass 7 = 7 o w, denn

T(m(z)) = 7(w(ts)) = 7(t;) = 7(2;) fir alle i =1...n.
damit ist 7 also ein allgemeinster Unifikator von M. O

Das Konzept der Unifikation ldsst sich erweitern, indem man nicht mehr nur das
Ziel hat, Terme zu unifizieren, sondern verschiedenste Klassen von Objekten. Gleich
bleibt, dass eine Substitution bei dem jeweiligen Objekt Variablen durch Terme
ersetzt. Ist beispielsweise, die Rede von einer Substitution 7 angewendet auf eine re-
lationale Primformel P(ty,...,t,), dann ist w(P(t1,...,t,)) = P(w(t1),...,7(tn))-
Alle Unifikationsprobleme von verschiedensten Objekten, die in dieser Arbeit auf-
tauchen lassen sich auf triviale Weise auf die hier behandelten Unifikationsprobleme
reduzieren, sodass wir darauf nicht weiter eingehen.
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4.2 Skolemisierung

Die Skolemisierung ist ein Verfahren um eine beliebige Formeln auf die Skolem-
Normalform umzuformen. Die Skolem-Normalform ist wie die Prénexnormalform,
nur dass keine 3-Quantoren im Quantorenprifix erlaubt sind. Diese Umformung,
bzw. Skolemisierung, erhélt dabei die Erfiillbarkeitsdquivalenz. Die Konvertierung
ist in sofern interessant, da diese Form leichter zu handhaben ist. Insbesondere wer-
den wir uns im Beweis zur Entscheidbarkeit der Herbrand und Maslov-Formeln das
Prinzip der Skolemisierung zu Nutze machen.

Dieser Abschnitt basiert auf Vorlesungen zur Skolemisierung von Evgeny Kruglov
und Christoph Weidenbach [3] und von James Worrell [13].

Sei im Folgenden o eine fixe Signatur mit abzihlbar unendlich vielen Konstanten-
/Funktionssymbolen.

Definition 4.11 (Skolem-Normalform). Eine o-Formel ¢ in Prinexnormalform ist
in der Skolem-Normalform, wenn der Quantorenprdfiz von ¢ die Form Vxi...Vxy
hat und die x; paarweise verschieden sind.

Beispiel 4.12

Seien R, H Relationssymbole und z,y, z Variablen.
¢ =VaVyR(x) A —H(z,y) ist in der Skolem-Normalform,
¢ = JzVyR(z) AN —~H(x,y) hingegen nicht.

Der folgende Satz ist Kern, dieses Abschnitts. In diesem Satz wird gezeigt, dass sich
jede Formel skolemisieren lidsst. Den Algorithmus, der in diesem Beweis angegeben
wird, werden wir spéter des Ofteren benutzen. Dieser Algorithmus wird beispielhaft
im Beispiel 5 angewendet.

Satz 4.13 (Skolemisierbarkeit). Es gibt eine berechenbare Funktion
skolemize: Form, — Form,,,

sodass fir alle ¢ gilt, dass ¢ genau dann erfillbar ist, wenn skolemize(y) erfillbar
ist und skolemize(p) ist in Skolem-Normalform.

Beweis. Sei ¢ eine beliebige o-Formel. Es ist aus dem Logik Skript [11] bekannt,
dass sich ¢ auf eine erfiillbarkeitsdquivalente Formel in Pranexnormalform umformen
lésst. Sei also

¢ = Praenexnormalform(p) = Q121 ... Qnrnt).

Die néichsten Schritte werden alle die Pranexnormalform erhalten.

Wir kénnen im néchsten Schritt sicherstellen, dass x1, ..., x, paarweise verschie-
den sind. Denn angenommen xz; = z; fiir 7 > j, dann kommt x; nicht als freie
Variable in der Formel vor, die (); quantisiert. Nach dem Lemma 2.4 kann Q;x;
durch @;x); ersetzt werden, wobei z’; eine neue Variable ist.

Im néchsten Schritt kénnen wir nun ¢ so umformen, dass die fiihrenden Quantoren
Q1,...,Qk k <n, V-Quantoren sind. Solange ¢ die Form Jx1) hat, formen wir wie

folgt um:
p = Yl/d,
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wobei ¢ ein neues Konstantensymbol ist. Dies nennen wir duflere Skolemisierung.
Die so erhaltene Formel ist trivialerweise erfiillbarkeitsiquivalent.

Im letzten Schritt miissen wir noch die restlichen 3-Quantoren aus ¢ entfernen. In-
formell gesprochen erreichen wir das, indem wir Variablen, die an einen 3-Quantor
gebunden sind, vor welchem nur V-Quantoren kommen, durch eine Auswahlfunktion
f zu ersetzen, die als Argumente die gebundenen Variablen der V-Quantoren enthélt.
Dies nennen wir innere Skolemisierung. Etwas konkreter:

Enthélt ¢ einen 3-Quantor, dann hat ¢ folgende Form.
p=Vry... Vrrdyp, k > 1.

Es werden dann folgende Schritte auf ¢ ausgefiihrt, solange ¢ einen 3-Quantor
enthélt.

1. Wahle k-stelliges Funktionssymbol f, das nicht in 1 vorkommt.

2. o =Va.. Veply/ f(x1, ... z1))].

© ist nun in Skolem-Normalform, da keine Existenzquantoren mehr im Quantoren-
prafix vorkommen. Wir miissen noch zeigen, dass auch die innere Skolemisierung die
Erfiillbarkeitsdquivalenz gewéhrleistet.

Sei dazu F =Vxy ... Vo Iy und F! =Vaq .. . Ver[y/ f(x1, ..., x)]. Dabeiist f ein
n-stelliges Funktionssymbol, das nicht in F' vorkommt. Wir zeigen, dass F’ erfiillbar
ist gdw. F” erfiillbar ist.

7 = ”: Sei J eine o-Interpretation mit J = F und ay,...,a; € A beliebig. Dann
b e A: 3orab 4 Fiir eine beliebige Interpretation J, die gleich J ist, abge-
sehen von f7, gilt nach dem Koinzidenzlemma 33755 = o Ist fI(ay,...,ax) =
b, dann gilt durch das Ubersetzungslemma 2.8 J37 % |= o[y/f(x1,...,21)]. Da
ai,...,ay beliebig waren, lidsst sich also so ein J’ konstruieren mit 3’ = F’, indem
3" gleich J gesetzt wird, abgesehen von f”. Fiir alle a1, ...,a; € A setzt man nun
f7 (a1, ..., a) = b, fiir ein b mit J2 50 = o,

7 &= 7: Sei J eine o-Interpretation mit J | F’. Dann gilt fiir alle a1,...,a5 €
A, dass 33008 = Yly/f(x1,...,21)]. Nach dem Ubersetzungslemma 2.8 ist das
dquivalent dazu, dass Ji};z;:;ﬁi’f; =, b= fay,...,a). Fiir alle ay,...,a;, € A
gibt es also ein b = fI(ay,...,ar) € A, mit J5 %L 4. Daraus folgt, dass
J ’:Vxl...VZL‘kﬂy'(ﬂ =F.

Noch eine Anmerkung zu dem verwendeten Verfahren, die eine andere Blickwei-
se auf das Verfahren gibt: Im Prinzip sind die innere und die &uflere Skolemisierung
dquivalent, sofern man Konstanten als O-stellige Funktionen betrachtet.

Wir fassen nun das beschriebene Verfahren zur Umwandlung einer o-Formel in eine

Skolem-Normalform mittels Pseudocode zusammen. skolemize ist dann genau die
Funktion, die durch den Algorithmus skolemize 44 berechnet wird.
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Algorithmus 5: skolemize 414

Eingabe : (y), ¢ € Form,

Ausgabe: (p) in Skolem-Normalform
¢ < Praenexnormalform(y)

/] =Q1ix1...Qx, ¢ ist quantorenfrei
while 37 > j: x; = z; do

z; < neue Variable

[ N VI

Ersetze duBerstes @Q;z; in ¢ durch Qja:;-

while ¢ = dzy do

¢ < neues Konstantensymbol
L p < pla/d
9 while ¢ hat einen 3-Quantor do

10 /] =V .. YrpIyy
11 f < neues k-stelliges Funktionssymbol

12 | @ Vo NVopdly/f(z, . 2)]

13 return

N o

Die von skolemize 5, berechnete Funktion skolemize ist damit eine berechenbare
Funktion, die eine beliebige o-Formel ¢ auf ihre Skolem-Normalform bringt. Da jeder
Schritt von skolemize 4,4 Erfiillbarkeitsiquivalenz erhilt, ist ¢ erfiillbarkeitsidquivalent
zu skolemize(p). Somit erfillt skolemize die geforderten Eigenschaften.

O]

Beispiel 4.14

Wir wollen mittels des Verfahrens die o-Formel
@ = Fy Va1 Iy Ve (R(y1, 1, Y2, 22)),

skolemisieren. R ist dabei ein Relationssymbol. ¢ ist bereits in Pranexnormalform
und alle Quantoren binden unterschiedliche Variablen. ¢ hat aber einen fithrenden
JF-Quantor. Wir fithren daher eine Konstante ¢ ein und ersetzen y; durch ¢. Wir
erhalten dadurch

@ = V1 yaVaa(R(e, 1, y2, T2)).

© hat nun einen fithrenden V-Quantor, aber immer noch einen 3-Quantor. Wir
fiihren daher f als neues, einstelliges Funktionssymbol ein und ersetzen g» durch
f(x1). Dadurch erhalten wir

@ =V 1Voo(R(c, 1, f(x1), x2)).

© hat keinen 3-Quantor mehr und damit ist das Verfahren beendet. ¢ ist jetzt in
Skolem-Normalform.

Beispiel 4.15

Wir mochten anhand dieses Beispiels demonstrieren, dass skolemize zwar immer
die Erfillbarkeitsiquivalenz garantiert, aber im Allgemeinen nicht semantische
Aquivalenz. In der Beweisfiihrung haben wir unter Anderem gezeigt , dass fiir alle
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o und alle Interpretationen J gilt, dass
J k= skolemize(p) = T = .

Die Riickrichtung gilt aber im Allgemeinen nicht. Sei dazu ¢ = JzR(z), wobei R
ein Relationssymbol ist. Dann ist skolemize(y) = R(c) fiir ein Konstantensymbol
c. Bs gilt z.B. fiir 2 mit Universum A = {1,2} und ¢ = 1 (1),¢ R*,(2) € R*,
zwar dass 2 = ¢ aber auch 2 £ skolemize(p).

4.3 Herbrand-Theorie

In diesem Kapitel werden Definitionen und Resultate aus der Herbrand-Theorie
eingefithrt und gezeigt. Diese Begriffe und Resultate werden fiir die Kapitel der
Entscheidbarkeit der Herbrand-Formeln und der Maslov-Formeln benétigt.

Im Kapitel zur Entscheidbarkeit von Herbrand-Formeln werden wir, falls eine For-
mel erfiillbar ist, in Lemma 4.28 ein explizites Modell fiir diese konstruieren. Dieses
Modell wird ein sogenanntes Herbrand-Modell sein. Im Kapitel zur Entscheidbar-
keit der Maslov-Formeln ist zusétzlich der Begriff einer Herbrand-Basis wichtig. Das
wohl wichtigste Resultat dieses Abschnitts ist das Herbrand-Theorem 4.20, was be-
sagt, dass ein Satz in Skolem-Normalform genau dann erfiillbar ist, wenn dieser ein
Herbrand-Modell besitzt.

Dieser Abschnitt basiert auf TCDP [2] und auf Vorlesungen zur Herbrand-Theorie
von James Worrell [12] und von Javier Esparza und Uwe Schoning [10]. AuBerdem
stammt die Idee zur Definition des Herbrand-Universums, aus dem deutschen Wi-
kipediaartikel zum Herbrand-Universum [6]. Diese Definition ist aber dquivalent zu
den anderen géngigen Definitionen.

Sei fiir dieses Kapitel o eine fixe Signatur mit mindestens einem Konstantensymbol.

Wir definieren nun zuerst den Begriff des Herbrand-Universums. Das Herbrand-
Universum eines Satzes ist informell gesprochen die Menge aller Terme, die sich aus
Zeichen (ohne Variablen) aus dem Satz bilden lassen.

Definition 4.16 (Herbrand-Universum). Ist ¢ ein o-Satz in Skolem-Normalform,
dann bezeichnen wir mit H, das Herbrand-Universum zu ¢ und es ist wie folgt
mduktiv definiert.

1. Kommt ein Konstantensymbol ¢ in ¢ vor, dann ist ¢ € Hg. Kommen keine
Konstantensymbole in ¢ vor, dann ist Ho = {a}, a ist Konstantensymbol aus
.

2. Hiy1 = HirUG. G ist die Menge aller Terme, die sich durch einmalige Anwen-
dung der in ¢ vorkommenden Funktionssymbole, angewendet auf die Elemente
in Hg, bilden lassen.

3. Hy = U Hi.
k>0
Beispiel 4.17

Im Folgenden ein paar Beispiele fiir Herbrand Universen. ¢ bezeichnet ein Kon-
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4.3 Herbrand-Theorie

stantensymbol, P ist ein Relationssymbol und f, g sind Funktionssymbole.
o Ist ¢ = Vo P(x), dann ist H, = {a}
(f(2)), dann ist Hy = {a, f(a), f(f(a)),.. .}
o Ist ¢ = VaVyP(c,z,h(g(y))), dann
ist Hyo = {c, h(c), g(c), h(g(c)), h(h(c)), g(h(c)), 9(g(c)), -}

o Ist p =V P(f(f(z)

Mit Hilfe des Herbrand-Universums kénnen wir nun Herbrand-Strukturen definieren.
Die Idee hinter einer Herbrand-Struktur ist es, Symbole durch sich selbst zu inter-
pretieren. Im auf diese Definition folgenden Lemma werden wir sehen, dass in einer
Herbrand-Struktur jeder Term (also eine Verkniipfung von Symbolen) tatséchlich
durch sich selbst interpretiert wird.

Definition 4.18 (Herbrand-Struktur). Ist ¢ ein o-Satz und 2 eine o-Struktur, dann
sagen wir, dass A eine Herbrand-Struktur zu ¢ ist, wenn 2 folgende Eigenschaften
erfillt.

1. Das Universum A ist das Herbrand-Universum zu ¢, also A = H,,.

2. Fiir jedes Konstantensymbol ¢ aus ¢, gilt ¢ = c. Enthilt ¢ keine Konstanten-
symbole, dann ist a® = a.

3. Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f aus o gilt: f2(t1,...,tn) = f(t1,... tn)
fir alle t1,...,t, € He,.

Gilt zusdtzlich A = ¢, dann sagen wir 2 ist ein Herbrand-Modell von .

Folgendes Lemma zeigt die Stédrke der Definition einer Herbrand-Struktur, indem
tatséchlich jeder Term durch sich selbst interpretiert wird.

Lemma 4.19. Ist ¢ ein o-Satz und A eine Herbrand-Struktur und t € H,, dann
gilt t* = t.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber die Tiefe eines Terms. Sei
dazu ¢ ein beliebiger o-Satz, 2l eine Herbrand-Struktur zu ¢ und ¢ € H,,.

1. Induktionsanfang n = 0: ¢ = ¢ fiir ein Konstantensymbol ¢. Nach Definition
von A gilt A=A =c=t.

2. Induktionsschritt n ~» n+1: ¢t = f(s1,...,sy,) fiir ein n-stelliges Funktions-
symbol f. Es gilt

th = fﬂ(s?a"-’sg)
= fA(s1,...,50) (Induktionsannahme)
= f(s1,.--,5n) (Nach Definition)
= 1.

O]

Das folgende Theorem ist das zentrale Theorem in der Herbrand-Theorie. Dieses
Theorem erlaubt es sich in den folgenden Kapiteln bei der Suche nach Modellen auf
Herbrand-Strukturen zu beschrinken.
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

Satz 4.20 (Theorem von Herbrand). Ist ¢ ein o-Satz in Skolem-Normalform, dann
ist ¢ genau dann erfillbar, wenn o ein Herbrand-Modell besitzt.

Beweis. 7 = 7: Sei ‘B ein beliebiges Modell von . Wir konstruieren nun ein
Herbrand-Modell ‘H von . Nach Definition muss das Universum von H, das Herbrand-
Universum H,, sein und alle in ¢ vorkommenden Konstantensymbole oder Funkti-
onssymbole (bzw. die funktionalen Terme) werden durch sich selbst interpretiert.
Wir miissen also nur noch die Interpretation der Relationssymbole in ¢ festlegen.
Alle nicht in ¢ vorkommenden Konstantensymbole, Relationssymbole oder Funk-
tionssymbole kénnen beliebig interpretiert werden. Ist R ein n—stelliges, in ¢ vor-
kommendes Relationssymbol, dann setzen wir fiir alle ¢1,...,%, € Hy,

(t1,...,tn) € R — (tF,...,t°) € R®.

Behauptung: H | . Wir zeigen dies iiber Induktion der in ¢ vorkommenden Quan-
toren:

1. Induktionsanfang n = 0: Da ¢ nach Voraussetzung ein Satz ist, kommen
in ¢ nur Primformeln ohne freie Variablen und deren Konnektoren vor. Ist
R(t1,...,ty) ein n-stelliges Relationssymbol in ¢, dann gilt wegen unser De-
finition von R*, H = R(t1,...,tn) <= B = R(t1,...,t,). Also muss dann
auch H = ¢ < B = ¢ gelten.

2. Induktionsschritt n ~ n + 1: ¢ = Vay. Ist t € Hy,, dann gilt B = p[tP).
Daraus folgt durch das Ubersetzungslemma 2.8 B = 9[z/t]. ¥[z/t] enthilt
nun keine freien Variablen. AuBerdem gilt, dass H, = Hy[p/q, also ist, wie
oben beschrieben, die aus [x/t] konstruierte Herbrand-Struktur gleich H.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt damit, dass H = v[z/t]. Daraus folgt
dann wieder durch das Ubersetzungslemma, nur in andere Richtung, dass H =
Y[t?],t7 = t. Da t € H,, beliebig gewihlt wurde, gilt dann also H = ¢.

7 =" Trivial. O

Als néchstes fithren wir den Begriff einer Herbrand-Basis ein. Das Konzept der
Herbrand-Basis ist zentral im Kapitel zur Entscheidbarkeit von Maslov-Formeln.

Definition 4.21 (Herbrand-Basis). Ist ¢ ein o-Satz, dann bezeichnet
HB, = {P(t1,...,tn) | ti € Hy, fiir i=1...n, P ist n-stelliges Relationssymbol in ¢}
die Herbrand-Basis von .

Méchte man zu einem Satz ¢ eine Herbrand-Struktur 2 spezifizieren, dann muss
man nur die nicht in ¢ vorkommenden, Konstanten- und Funktionssymbole inter-
pretieren und alle Relationssymbole. Die Interpretation der in ¢ vorkommenden
Relationssymbole ldsst sich hierbei elegant durch eine Teilmenge A C HB, ange-
ben. Ist ndmlich P ein n-stelliges, in ¢ vorkommendes Relationssymbol, dann setzt
man fiir ¢1,...,t, € Hy:

(t1,...,tn) € PY < P(t1,...,t,) € A.

Die néchste Definition ist die der Herbrand-Expansion. Die Folgenden Sétze basieren
auf dieser Definition und liefern uns ein wichtiges Erfiillbarkeitskriterium fiir Sétze
in Skolem-Normalform.
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4.3 Herbrand-Theorie

Definition 4.22 (Herbrand-Expansion). Ist ¢ ein o-Satz in Skolem-Normalform
und ist ¢ der quantorenfreie Teil von @ mit den freien Variablen x1,...,x,, dann
bezeichnet

E(p) ={¢lz/ta] .. [zn/ta] | tr, ... tn € He},

die Herbrand-Expansion von .

Dadurch, dass keine Variablen in den Formeln aus E(y) vorkommen und verschiede-
ne Primformeln P(t1,...,t,), R(s1,...,s;) unabhingig von einander entweder durch
wahr oder falsch bzw. A |= P(ty,...,t,) oder A = P(ty,...,t,), interpretiert wer-
den konnen, kann FE(p) auch als eine Menge von aussagenlogischen Formeln an-
gesehen werden, wobei die Primformeln die aussagenlogischen Variablen sind. Das
nichste Lemma liefert uns ein Erfiillbarkeitskriterium, indem die Erfiillbarkeit eines
Satzes in Skolem-Normalform auf die Erfiillbarkeit einer Menge an aussagenlogischen
Formeln reduziert wird.

Lemma 4.23 (Godel-Herbrand-Skolem Theorem). Ist ¢ ein o-Satz in Skolem-
Normalform und E(p) seine Herbrand-Ezxpansion, dann ist ¢ genau dann erfillbar,
wenn E(y) erfillbar ist.

Beweis. Sei ¢ ein beliebiger Satz in Skolem-Normalform und E(¢p) seine Herbrand-
Expansion. Mit 1 bezeichnen wir den quantorenfreien Teil von ¢ mit x1,...,x,
die freien Variablen von 1. Durch das Herbrand-Theorem 4.20 ist ¢ genau dann
erfiillbar, wenn ¢ ein Herbrand-Modell besitzt. Sei deshalb 2 eine beliebige Herbrand-
Struktur.

AEp
=V, oty € Hept A=t ...ty
=V, .ty € Hopt AE Y[ /t]. . [zn/tn]  (Ubersetzungslemma 2.8)
<= VG e E(p):AE=G
— A E(p)

O]

Das néchste Lemma ist auch als Endlichkeitssatz bekannt und besagt, dass Un-
erfiillbarkeit von Formelmengen nicht erst durch Unendlichkeit entstehen kann. Wir
benétigten dieses Lemma als Hilfe, um eine noch stérkere Aussage als die im vorhe-
rigen Lemma 4.23 formulieren zu kénnen.

Lemma 4.24 (Endlichkeitssatz). Ist ® eine Formelmenge iber einer Signatur o,
dann ist ® genau dann unerfillbar, wenn es eine endliche Teilmenge @y C ® gibt,
die unerfillbar ist.

Hier ohne Beweis. Genaueres im Logik Skript [11].

Wir kénnen dieses Lemma nun dazu nutzen, um eine noch stirkere Aussage zu zei-
gen, als die des Godel-Herbrand-Skolem Theorem 4.23. Diese Aussage wird spéter
fiir die Entscheidbarkeit von Maslov-Formeln von Relevanz sein.

Satz 4.25. Ist ¢ ein o-Satz in Skolem-Normalform und E(p) seine Herbrand-
Ezpansion, dann ist ¢ genau dann unerfillbar, wenn es eine endliche Teilmenge
von E(p) gibt, die unerfillbar ist.
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

Beweis. Das folgt direkt aus dem Godel-Herbrand-Skolem Theorem 4.23 und dem
Endlichkeitssatz 4.24. ¢ ist genau dann unerfiillbar wenn FE(y) unerfiillbar ist und
E(yp) ist genau dann unerfiillbar, wenn es eine endliche Teilmenge Fy C FE(y) gibt,
die unerfiillbar ist. O

4.4 Entscheidbarkeit der Herbrand-Formeln

Dieses Kapitel hat das Ziel die Entscheidbarkeit der Herbrand-Formeln zu zeigen.
Herbrand-Formeln sind o-Formeln in Pranexnormalform, dessen quantorenfreier Teil
eine Konjunktion aus Primformeln und negierten Primformeln ist. Dieses Kapitel
basiert auf dem Kapitel zu Herbrand-Formeln aus TCDP [2].

Definition 4.26 (Herbrand-Formeln). Ist o eine Signatur, dann bezeichnen wir mit
Formpyp(o) die Menge aller o-Formeln, mit Elementen ¢ der Form

©=Q111 ... Qg /\ o /\/\ —Bi; g, Bi sind Primformeln und @Q; € {3,V} fir alle i.
i=1 i=1

Ist o aus dem Kontext ersichtlich, schreiben wir nur Formgp und mit Sen(Formpgp) C
Formpyp bezeichnen wir die Menge aller Herbrand-Sdtze.

Beispiel 4.27

Im Folgenden ein paar Beispiele fiir Herbrand-Formeln und Formeln, die keine
Herbrand-Formeln sind. ¢ ist ein Konstantensymbol, R, H sind Relationssymbole
und f ist ein Funktionssymbol.

o VaIy(R(x,c) N—H(f(x,y))) € Formpp
o Vr(H(x)AJy(R(x,y)) & Formyp
e Jdz(—(R(x) N R(z))) & Formpyp

Das Vorgehen im spéateren Beweis wird es sein, Herbrand-Formeln zunéchst zu skole-
misieren und dann die skolemisierte Herbrand-Formel auf ein Erfiillbarkeitskriterium
hin zu iiberpriifen. Dieses Kriterium wird in Lemma 4.28 formuliert. Es reduziert
die Entscheidbarkeit auf ein Unifikationsproblem. Dieses Kapitel basiert daher auf
den Kapiteln zur Unifikation und zur Herbrand-Theorie. Es ist insbesondere wichtig
zu wissen, dass die Unifikation von Paaren von Termen ein entscheidbares Problem
ist.

Fir dieses Kapitel sei o eine fixe Signatur mit abzéhlbar unendlich vielen Funk-
tionssymbolen und Konstantensymbolen.

4.4.1 Entfernung der freien Variablen

Wir konnen in den folgenden Abschnitten wieder ohne Beschriankung der Allge-
meinheit von o-Séitzen ausgehen, da Formpgp abgeschlossen ist unter Hinzufligung
von dufleren 3-Quantoren. Die Abbildung auf erfiillbarkeitsdquivalente Sétze remo-
veFree Variables 2.9 fiigt ndmlich nur duflere 3-Quantoren hinzu.
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4.4 Entscheidbarkeit der Herbrand-Formeln

4.4.2 Entscheidungsalgorithmus fiir Herbrand-Formeln

Ziel dieses Abschnittes ist nun mit Hilfe der Resultate aus den vorherigen Kapiteln
zu zeigen, dass die Erfiillbarkeit von Herbrand-Formeln auf ein Unifikationsproblem
reduzierbar ist.

Lemma 4.28. Ein ¢ € Sen(Formgp) in Skolem-Normalform mit verschiedenen
Variablennamen in verschiedenen Primformeln ist genau dann erfillbar, wenn es
in ¢ keine entgegengesetzten Literale P(s1,...,sk), 7P (t1,...,t,x) gibt, fir die die
Menge {(s1,t1), ..., (Sk, tx)} unifizierbar ist.

Beweis. 7 <=7 : Wir zeigen hierzu konstruktiv, dass ¢ ein Herbrand-Modell besitzt.
Wir konstruieren nun dieses Herbrand-Modell 2l mit Universum H,. Sei R ein n-
stelliges Relationssymbol, das I-mal in nicht negierter Form in ¢ vorkommt, dann
bezeichne R(s;,,...,s;,) das i-te, ¢ <[, Vorkommen von R in ¢. Wir interpretieren
R dann wie folgt:

R* ={(t1,...,tn) € Hy, | Imyi: mounifiziert {(t1,84), ..., (tns 8i,)} T

Wir miissen nun zeigen, dass auch tatséchlich 2 = ¢ gilt. Ist R wieder ein n-stelliges
Relationssymbol. Nach Definition von R¥ sind die Vorkommen von R in ¢ in nicht
negierter Form immer erfiillt. Existiert R(uy,...,u,) aber auch in negierter Form in
¢, dann muss fiir alle Terme (t1,...,t,) € Hg, fir die {(t1,u1),..., (tn, un)} unifi-
zierbar ist, gelten, dass (t1,...,t,) € R*. Das ist aber gerade dadurch gewihrleistet,
dass sich nach Annahme keine entgegengesetzten Literale unifizieren lassen. Das
lasst sich wie folgt begriinden: Da Terme ¢ aus H, keine Variablen enthalten, gilt
fiir jede Substitution m, dass 7(t) = t. Angenommen es gibt ein 71,72 und ein ¢,
sodass

tl = 771(31'1); N ,tn = 7T1(Sz‘n> und tl = 7('2(11,1), ce ,tn = Wz(un).
Dann folgt daraus sofort, dass
7T1(Si1) = 71'2(’11,1), . 77T1(3in) = 71'2(’11,”).

Da es nach Annahme keine Variable gibt, die in s;; und u,, vorkommt, fiir beliebi-
ge j,m, konnen die Substitutionen 7y, w2 zu einer Substitution 7 erweitert werden,

die ein Unifikator von {(s;,,u1), ..., (Si,,un)} ist. Das ist aber ein Widerspruch da-
zu ist, dass sich die Terme zweier entgegengesetzter Literale (hier P(si,...,Si,),
—P(uy,...,uy,)) nicht unifizieren lassen.

7 =7 : Nun die Riickrichtung. Es reicht nach dem Herbrand-Theorem 4.20 zu zei-
gen, dass ¢ kein Herbrand-Modell besitzt, wenn es zwei entgegengesetzte, unifizierba-
re Literale gibt. Gibt es zwei entgegengesetzte Literale P(s1,...,Sy), 7 P(t1,...,tn),
fir die {(s1,%1), ..., (Sn,tn)} unifizierbar ist, dann gibt es einen Unifikator =, sodass
7(s;), m(t;) € H,, ist, fiir alle 4. Fiir jede Herbrand-Struktur A gilt aber

(r(5)%, oo 7 (50)®) = (7(51)s s 7l50)) = (r(tr), o m(t)) = (), el
und es kann aber nicht gleichzeitig gelten, dass einerseits (7(s1)%,...,7(s,)%) € P¥

und (7(s1)%,...,7(s,)%) & P%. Daher muss gelten A = .
O
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

Satz 4.29. Sat(Formpyp) ist entscheidbar.

Beweis. Wir beschreiben einen Entscheidungsalgorithmus und fassen diesen am En-
de in Pseudocode nochmals zusammen: Sei ¢ € Formpgp beliebig. Wir kénnen
zundchst ¢ zu einem erfiillbarkeitséquivalenten Satz in Skolem-Normalform umfor-
men. Wir setzen dazu

¢ = skolemize(removeFree Variables(p)).

© hat nun die Form

m n
Vai... Vg /\ a; A /\ —0;; a4, B; sind Primformeln fiir alle 7.
i=1 i=1

Wir kénnen jetzt die Variablen in den Primformeln so umbenennen, dass keine zwei
Primformeln, eine gleiche Variable enthalten. Sei im Folgenden VZ eine Abkiirzung
fir Vx; ...Va,, und T eine Abkiirzung fir z,...,z, fir ein n. Durch eine Umfor-
mung der Form

VI AY') = VEVG (Y A2 /7)),

konnen wir sukzessiv die Variablen in einzelnen Primformeln so umbenennen, dass
diese in keiner anderen Primformel in ¢ vorkommen. Dabei wire v pro Schritt eine
noch nicht umbenannte Primformel und ¢’ der restliche quantorenfreie Teil von ¢.
Diese Umformung erhélt die Skolem-Normalform und sogar semantische Aquivalenz,
denn

Vi(yp A" =Vap AVTY = Viy AV (/9] = Vavg(y AY'[2/7)).

Jetzt ist gewéhrleistet, dass zwei verschiedene Primformeln in ¢ keine gemeinsa-
me Variable enthalten, sodass ¢ nun genau die Vorbedingungen erfiillt, die im
Erfiillbarkeitskriterium fiir Herbrand-Séitze 4.28 gefordert sind. ¢ ist somit genau
dann in Sat(Formpgp), wenn es keine zwei entgegengesetzten Literale P,—P in ¢
gibt, dessen Terme unifizierbar sind. Alle beschriebenen Schritte sind berechenbar,
also ist Sat(Formpyp) entscheidbar.

Das Verfahren fassen wir nun noch einmal mit Pseudocode zusammen.

Algorithmus 6: isSat
Eingabe : (¢), ¢ € Formpyp
Ausgabe: ¢ € Sat(Formpp)
@ < skolemize(removeFree Variables(y))
Forme ¢ so um, dass verschiedene Primformeln keine gemeinsamen

Variablen enthalten
for Primformelpaare P(s1,...,8n), " P(t1,...,t,) in ¢ do

if isUnifiable({(s1,t1),-..,(Sn,tn)}) then

L L return False

N =

[, B N

6 return True
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4.5 Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln

Ziel dieses Kapitels ist es die Entscheidbarkeit der sogenannten Maslov-Formeln
zu zeigen. Wir werden dabei die aus der Aussagenlogik bekannte Resolution auf
die Préadikatenlogik erweitern. Danach werden wir das Konzept von semantischen
Béumen einfithren und wichtige Verkniipfungen zwischen der Resolution und den se-
mantischen Bdumen herstellen. Insbesondere zeigen wir, wie sich die Vollstdndigkeit
einer Resolutionsstrategie mit Hilfe von semantischen Baumen zeigen lédsst. Zum En-
de fiithren wir eine spezielle Resolutionsstrategie ein, die M-Resolution, und zeigen,
wieder durch semantische Bdume, dass die M-Resolution auch vollstdndig ist. Die
Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln folgt dann sofort aus der Vollsténdigkeit der
M-Resolution. Dieses Kapitel basiert auf der Beweisfithrung aus TCDP [2]. Die Idee
zur Notation der Robinson-Resolution stammt aus dem deutschen Wikipedia-Artikel
zur Resolution [8].

Definition 4.30 (Krom-Formeln). Sei o eine Signatur. KROM(o) bezeichnet die
Menge aller o-Formeln ¢ in Prdnexnormalform, deren quantorenfreier Teil 1) eine
Konjunktion von veroderten Primformeln und negierten Primformeln ist, also

m
Y= /\(Ozi V Bi); u, Bi sind Primformeln oder negierte Primformeln.
i=1

Ist 0 aus dem Kontext klar, dann schreiben wir nur KROM.

Definition 4.31 (Maslov-Formeln). Sei o eine Signatur. Formp(o) (oder auch
Maslov-Formeln genannt) ist die Menge aller Formeln ¢, die folgende Figenschaften
erfillen.

1. ¢y € KROM.
2. ¢ enthdlt keine Funktionssymbole.
8. Der Quantorenprifix von ¢ hat die Form F*V*3*.
Ist 0 aus dem Kontext klar, dann schreiben wir nur Formpys. Mit Sen(Formys) C

Formy; bezeichnen wir die Menge aller Maslov-Sitze.

Beispiel 4.32

Im Folgenden ein paar Beispiele fiir Maslov-Formeln und Formeln, die keine Maslov-
Formeln sind.

o Va(R(xz)V —-L(z)) € Formy
o Jxdy(H(f(x),y)V —H(x,y)) & Formyy

o VrIyVz(L(z,y,z) V R(x)) & Formyy

o VaR(x) & Formyy

Sei ab hier ¢ eine fixe Signatur mit mindestens einem Konstantensymbol.
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

4.5.1 Robinson-Resolution

Aus der Veranstaltung Logik und Formale System [11] ist die Ableitungsregel Resolu-
tion bekannt, mit welcher die Erfiillbarkeit von Klauselmengen in der Aussagenlogik
widerlegt werden kann. Zur Erinnerung: Sind C' und D Klauseln und p € C, —p € D,
dann ldsst sich durch die Resolutionsregel die Klausel R = (C' — {p}) U (D — {—p})
ableiten und wir notierten das wie folgt:

¢ D
(€ —={pHUuD—{-p})

Koénnen wir durch wiederholtes Anwenden der Resolutionsregel die leere Klausel
ableiten, dann folgt daraus, dass unsere Klauselmenge unerfiillbar ist. Tatséchlich
wurde sogar gezeigt, dass das Resolutionskalkiil vollstdndig ist, also eine endliche
Klauselmenge I' genau dann unerfiillbar ist, wenn sich aus I' die leere Klausel ablei-
ten l&sst.

Das Prinzip dieser Resolution lésst sich auf priadikatenlogische Klauseln erweitern.
Mit einer Klausel C' bezeichnen wir eine endliche Menge an Literalen. Die Formel
1 zu der eine Klauselmenge I' korrespondiert, ist die Konjunktion aller Klauseln in
I' (Jede Klausel wird als Disjunktion ihrer Literale geschrieben), umschlossen von
V-Quantoren fiir jede Variable in Var(I'). Wir kénnen daher iiber I' wie {iber eine
Formel sprechen. Wir sagen zum Beispiel I' ist (un)erfiillbar, wenn ¢ (un)erfiillbar
ist.

Ist C eine Klausel und 7 eine Substitution, dann soll 7(C'), die Klausel sein,
die entsteht, wenn 7 auf alle Literale von C' angewendet wird. Eine Substitution m
angewendet auf eine Primformel P(t1,...,t,), ist P(7(t1),...,7(tn)).

Definition 4.33 (Resolution). Sind C, D und E Klauseln, dann nennen wir E einen
R-Resolvent oder auch Robinson-Resolvent von C und D, wenn Folgendes gilt:

1. Es gibt Substitutionen 7,7, die nur Variablen auf Variablen abbilden (Umbe-
nennen), sodass m(C) und 7(D) keine gemeinsamen Variablen haben.

2. Es gibt ) # A C w(C),0 # B C 7(D), sodass (wAU B) unifizierbar ist. ~A ist
die Menge an Literalen, die entsteht, wenn die Literale in A negiert werden.
Eine doppelt negierte Primformel, wird unnegiert.

Sei 0 ein allgemeinster Unifikator von AU B.
3. E=0((r(C)—A)U(7(D) — B)).

Wir notieren dies analog zur Resolution in der Aussagenlogik wie folgt

™, T, 97

oder wenn w, T = id mit

C D
E 0.
Wir sagen dann, dass A C C und B C D faktorisiert wurden.
Ist T' eine Klauselmenge, dann bezeichnen wir mit I' C R(I') die Menge aller

R-Resolventen, die sich aus Klauseln aus I' bilden lassen, zusdtzlich zu I'.
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4.5 Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln

Beispiel 4.34

Im Folgenden ein einfaches Beispiel fiir Robinson-Resolution. L, R, P sind Relati-
onssymbole.

L(x),P(:v,x),P(f(y),x) _'P(uvv)aH(u)
L(f(y), H(f(y))

0={x— fly),u— fly),v— f(y)}

Nun noch ein Beispiel, welches zeigt, weshalb wir die Variablenumbenennung for-

dern:

L(x), H(f(z)) —H(x)
L(x)

id, {z =y}, {y = f(2)}.

Ohne die vorherige Umbenennung, hitten H(f(x)) und H(z) nicht unifiziert wer-
den konnen.

Lemma 4.35 (Korrektheit Resolution). Sind C, D Klauseln und E € R({C,D})
und ist A eine o-Struktur mit A |= C, D, dann folgt daraus, dass A = E.

Beweis. Seien m, 7,0 die Substitutionen aus der Definition der Resolution 4.33. Da
die Variablen in den Klauseln V-quantifiziert sind, gilt 2 = 0(7(C)), 8(7(D)). Seien
C' = 0(n(C)),D = 0(r(D)), z1,...,z, die Variablen in C,D und yi,...,ys die
Variablen in C’, D’. Mit C;, D; und C/, D} werden die i-ten Literale von C, D bzw.
C', D' bezeichnet. Sei L das Literal, welches durch die Unifizierung mit 6 faktorisiert
wurde, also z.B. L = Cf fiir gewisse i und —L = D fiir gewisse j. Es gilt nun

A=V, ..,z (C1V...VC,) AN(D1 V...V Dyp)
:>Ql):v111,...,y5(01 VC/VLV...VLA
(D)V...VD,V~=LV...V~L) (nach m,7,0)
= AE=VYy1,...,ys(C1V...VCVLYAN(D{V ...V DV —L)
= AE=VYy1,...,ys(=L > C{V...VC) AN(L = D} V...V Dy)
= AE={C),...,C/,D},...,D.} = E.

O]

Da gerade gezeigt wurde, dass die R-Resolution korrekt ist, kann die Unerfiillbarkeit
einer Klauselmenge wie in der Aussagenlogik gezeigt werden, indem man aus dieser
die leere Klausel ableitet. Dieser etwas schwammige Begriff ’ableiten kann’ préizisieren
wir nun durch den Begriff der Resolutionsstrategie. Etwas ’ableiten zu kénnen’ be-
deutet dann nichts anderes, als dass die leere Klausel durch eine endlich-fache An-
wendung einer Resolutionsstrategie entsteht.

Definition 4.36 (Resolutionsstrategie). Fine Resolutionsstrategie F: C — C ist ei-
ne Abbildung von einer Klasse von Klauselmengen auf sich selbst. Dabei ist die Ab-
bildung von T € C zu einer Klauselmenge F(I') D T eine Menge von R-Resolventen
oder von Instanzen von R-Resolventen von Klauselpaaren aus I'. I ist eine Instanz
eines R-Resolventen E von T, wenn es eine Substitution 7 gibt, sodass I = w(FE).
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

Beispiel 4.37

¢ Robinson-Resolution R(I") ist eine Resolutionsstrategie beziiglich der Klasse
aller Klauseln

e Die M-Resolution Rs(T"), die wir spéter einfithren werden, ist eine Resolu-
tionsstrategie beziiglich der Klasse aller M-Klauseln

Wir bemerken, dass nach Definition jede Resolutionsstrategie entweder R-Resolventen
oder Instanzen dieser liefert. Aus der Korrektheit von R-Resolution folgt damit,
dass wir mit beliebigen Resolutionsstrategien aus einer Klauselmenge I' nicht die
leere Klausel ableiten konnen, wenn I' erfiillbar ist. Das Schwierige ist es also die
Vollsténdigkeit von einer bestimmten Resolutionsstrategien zeigen, insbesondere fiir
die uns am Ende wichtige M-Resolution.

4.5.2 Semantische Baume

Wir fiihren nun das Konzept von semantischen Bidumen ein. Die einzelnen Definitio-
nen und Erkenntnisse dieses Abschnitts verfolgen das Ziel, das Lemma 4.45 zeigen
zu konnen. Dies ist das Werkzeug, welches wir benutzen werden, um am Ende die
Vollstandigkeit der M-Resolution zu zeigen.

Definition 4.38 (Semantische Béaume). Sei K eine (mdglicherweise abzihlbar un-
endliche) Menge an Primformeln. Ein Bindrbaum T, ist ein semantischer Baum,
basierend auf K, wenn es eine fite Nummerierung von den Elementen in K gibt,
a1, a9, ... € K, sodass Folgendes gilt:

1. Der Wurzelknoten hat zwet ausgehende Kanten, mit der Markierung oy und
.

2. Hat ein Knoten v eine eingehende Kante mit der Markierung «; oder —cy; und
ist i < |K|, dann hat v zwei ausgehende Kanten mit den Markierungen a;iq
und —a;11. Ist i = |K|, dann hat v keine ausgehende Kanten.

Wir bemerken, dass nach dieser Definition semantische Baume vollstéindig sind,
das heifit jeder Knoten hat entweder keine oder 2 ausgehende Kanten. Um das
Konzept besser zu verstehen sollte man die Blickweise einnehmen, dass man Literale
als aussagenlogische Variablen betrachtet und Pfade zu Blittern (moéglicherweise
unendliche lange Pfade, falls K unendlich grof ist) fiir vollstindige Belegungen der
Variablen stehen. Damit enthélt ein semantischer Baum durch die Gesamtheit dieser
Pfade, alle Variablenbelegungen.

Beispiel 4.39

Seien L, R, H Relationssymbole und c ein Konstantensymbol. Seien noch K =
{L(f(l‘)),R(.Z‘,C),H(Z)} und a; = L(f(l')),ag = R(.I‘,C),Ozg = H(Z)a dann ist
folgender Bindrbaum T ein semantischer Baum basierend auf K.
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xcﬂ ,C) R(z,c)
-H(z E 3H z

A3O0000000

Definition 4.40. Sei I' eine Klauselmenge und T ein semantischer Baum, basie-
rend auf einer Teilmenge der Herbrand-Basis HBr von I'. Wir fiihren nun folgende
aufeinander aufbauende Begriffe ein.

1. FEine Klausel C' € T' scheitert an einem Knoten v inT, wenn es eine Substituti-
on w der Variablen x1,...,x, in C durch Elemente des Herbrand-Universums
Hr gibt, sodass alle Literale in w(C) auf dem Weg von der Wurzel von T zu
v in negierter Form als Kantenmarkierung auftreten.

2. Ein Knoten v von T ist ein Ausfallknoten beziiglich I', wenn es eine Klausel
C €T gibt, die in v scheitert und keine Klausel an einem Vorgdingerknoten
von v scheitert.

3. Ein Knoten v von T dessen Nachfolger beide Ausfallknoten sind, heifst Ent-
scheidungsknoten beziiglich T'.

4. T ist abgeschlossen beziiglich ', wenn jeder Zweig von T einen Ausfallknoten
besitzt.

Nach dem Herbrand-Theorem 4.20 ist bekannt, dass ein Satz in Skolem-Normalform
genau dann erfiillbar ist, wenn der Satz ein Herbrand-Modell besitzt. Die zu einer
Klauselmenge I' korrespondierende Formel 1) ist ein Satz in Skolem-Normalform,
so dass I' genau dann erfiillbar ist, wenn I' ein Herbrand-Modell hat. Es reicht
also aus uns auf Herbrand-Modelle zu beschrinken bzw. auf semantische Baume
beziiglich einer Herbrand-Basis. Ein Herbrand-Modell 2 ist hinsichtlich 2 = I" oder
A [~ I’ dadurch spezifiziert, wie die einzelnen Elemente der Herbrand-Basis HBrp
interpretiert werden, also ob fiir ein P € HBr gilt 2 = P oder 2 = P. Jede Kante
eines semantischen Baums 7" basierend auf einer Teilmenge von HBr interpretiert ein
Element der Herbrand-Basis durch seine Kantenmarkierung. Damit kodiert ein Pfad
in T" eine Menge von Interpretationen, die durch die Kantenmarkierungen entlang des
Pfades festgelegt sind. Diese Menge wird kleiner je ldnger der Pfad ist, da dann mehr
Elemente spezifiziert sind. Dass T abgeschlossen ist, kann so interpretiert werden,
dass egal welchen Pfad man wahlt, also egal welche Interpretationen man wihlt, alle
diese Interpretationen I' bereits schon nicht erfiillen, oder der Pfad immer verldngert
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

werden kann, sodass alle Interpretationen, die dieser léngere Pfad kodiert, allesamt
I" nicht erfiillen. Das bedeutet also, dass wenn es einen abgeschlossenen semantischen
Baum zu I' gibt, I" unerfiillbar ist.

Beispiel 4.41

Wir veranschaulichen kurz die Begriffe anhand eines kleinen Beispiels. Seien dazu
R, L Relationssymbole und a ein Konstantensymbol.

Sei I' = {{—-R(z)},{R(z), L(z)},{—-L(z)}}, dann ist Hr = {a} und HBr =
{R(a), L(a)}. Die Abbildung zeigt einen semantischen Baum T beziiglich HBp.

R(a <R(a)

L(a) \ﬂ(a) L(a) ~L(a)
O ® : 7

Knoten 2 ist ein Ausfallknoten, da {=R(z)} dort scheitert. Knoten 6 ist ein Aus-
fallknoten, da dort {—L(x)} scheitert. Auch Knoten 7 ist ein Ausfallknoten, da
dort {R(x), L(z)} scheitert. Damit ist Knoten 3 ein Entscheidungsknoten und 7'
ist abgeschlossen unter I'.

Wie bereits erwéhnt ist es das Ziel ein Vollstandigkeitskriterium fiir Resolutionss-
trategien zu formulieren, damit wir dieses Kriterium nutzen kénnen, um die Voll-
stindigkeit von M-Resolution zu zeigen. Wir werden dabei wie folgt vorgehen. In
der nichsten Definition fiihren wir die Vollstdndigkeit von Resolutionsstrategien
beziiglich semantischer Baume ein. Mit Lemma 4.45 werden wir dann zeigen, dass
Vollstindigkeit beziiglich semantischen Badumen, Vollstdndigkeit impliziert und ha-
ben damit unser Kriterium formuliert.

Definition 4.42. Wir sagen eine Resolutionsstrategie F': C — C ist vollstindig im
Bezug auf semantische Biaume, wenn es fiir jede unerfillbare Klauselmenge I' € C
einen semantischen Baum T basierend auf einer endlichen Teilmenge von HBr gibt,
sodass

1. T ist abgeschlossen unter I'.

2. Fir alle Klauselpaare C, D € T, die beide an unterschiedlichen Kinderknoten
eines Entscheidungsknotens v scheitern, gibt es ein E € F(I"), sodass E an v
scheitert.

Dass die 1. Bedingung aus obiger Definition zumindest immer erfiillt werden kann,
zeigt das nichste Lemma. Diese Bedingung ist insbesondere fiir den Beweis von dem
spateren Lemma 4.45 von essenzieller Bedeutung, da die Beweisidee dort nur bei
endlichen Baumen funktioniert.

Lemma 4.43. IstT' eine unerfiillbare Klauselmenge, dann gibt es eine endliche Teil-
menge K C HBr, sodass jeder semantische Baum, der auf K basiert, abgeschlossen
st beztiglich T.
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4.5 Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln

Beweis. Ist I' unerfiillbar, dann gibt es nach Lemma 4.25 eine endliche Teilmenge
Ey von der Herbrand-Expansion E(I'), die unerfiillbar ist. Wir setzen nun

K = U {R(t1,...,t,) € HBr | R(t1,...,t,) kommt in G vor}.
GEEy

Wir zeigen, dass jeder semantische Baum, basierend auf K abgeschlossen ist beziiglich
I'. Sei dazu T ein semantischer Baum basierend auf K. Da K endlich ist, ist auch T’
endlich. Angenommen T wiére nicht abgeschlossen. Dann gibt es einen Pfad mit Lite-
ralen L1,..., L,, sodass keine Klausel aus I" an einem Knoten auf diesem Pfad schei-
tert. Seien Ry, ..., R, die entsprechenden Primformeln zu den Literalen. Wihlen wir
nun eine Herbrand-Struktur 2 von Ej, die die Primformeln wie folgt interpretiert:

Q[):Ri < Ri:Li (also%[béRi <~ Li:—'Ri).

Dann muss 2 = FEy gelten, denn jede Klausel in Fy wird von 2 erfiillt, da es sonst
eine Klausel aus I" geben wiirden, die auf dem Pfad L1, ..., L, scheitert. Dass 2 = Fy
gilt ist aber ein Widerspruch dazu, dass Ey unerfiillbar ist. Also darf es keinen
Pfad in T geben, auf dem keine Klausel aus I' scheitert. Folglich ist T" beziiglich T’
abgeschlossen.

O

Wir kénnen nun durch vorheriges Lemma einen weiteren wichtigen Satz zeigen,
welcher ebenfalls fiir das Vollstédndigkeitskriterium in Lemma 4.45 bendtigt wird.

Satz 4.44. R-Resolution ist vollstindig im Bezug auf semantische Bdume.

Beweis. Seil eine unerfiillbare Klauselmenge. Nach Lemma 4.43 gibt einen semanti-
schen Baum T basierend auf einer endlichen Teilmenge von HBr, der abgeschlossen
ist beztiglich I'. Sei nun v ein Entscheidungsknoten und vy, v3 seine Kinder und C, D
zweil Klauseln, die an v1 bzw. vy scheitern. Sei Ly das Literal der Kante v — v1 und
—L3 das der Kante v — v9. O.B.d.A. kénnen wir davon ausgehen, dass C, D bereits
keine gemeinsamen Variablen enthalten, da wir die Variablen bei der R-Resolution
umbenennen diirfen bzw. miissen. Da v, v Ausfallknoten sind und C, D deshalb
an keinem Vorgédngerknoten scheitern, muss C ein Literal Lo enthalten, sodass es
eine Substitution m gibt, sodass alle Literale in 71 (C') negiert auf dem Weg zu v;
vorkommen und 71(L¢) = —Ly. D muss ein Literal Lp enthalten, sodass es eine
Substitution 7 gibt sodass alle Literale in mo(D) auf dem Weg zu vy negiert vorkom-
men und mo(Lp) = —(—Ly). Sei P das Relationssymbol zu Lp, L¢, Ly. Damit ist
{=L¢, Lp} unifizierbar und wir kénnen nun mindestens eine Klausel E' € R({C, D})
resolvieren, sodass Literale mit dem Relationssymbol P faktorisiert wurden. E’ wird
weiterhin spétestens in v; und wve scheitern, da bei der R-Resolution ein allgemeins-
ter Unifikator gewéhlt wurde. Es kann aber nun immer noch sein, dass E’ erst in
v1, V9 scheitert, aber noch nicht bereits in v. Das liegt daran, dass es noch Literale
mit Relationssymbol P geben konnte. Wir wihlen daher E € R({C, D}) so, dass
einerseits L¢, Lp faktorisiert werden und F in v1, v9 scheitert aber andererseits auch
so, dass F eine minimale Anzahl an Literalen enthilt. Nun wird E bereits sicher in
v scheitern, da wenn F erst in vy, ve scheitern wiirde, dann géibe es wie oben be-
schrieben wieder L¢, Lp, sodass {—L¢, Lp} unifizierbar ist. Diese hitte man aber
auch direkt mit der Resolution zu E entfernen kénnen und damit wére E nicht
minimal. O
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

Wir kénnen nun durch folgendes Lemma endlich den Bogen zuriick zur Vollsténdigkeit
von Resolutionsstrategien schlagen. Dieses Lemma ist ein wichtiges Werkzeug um
die Vollstédndigkeit von Resolutionsstrategien zu zeigen. Wir werden dieses Lemma
auch am Ende benutzen, um die Vollstdndigkeit der M-Resolution zu zeigen.

Lemma 4.45. Sei F': C — C eine Resolutionsstrategie, welche vollstindig im Bezug
auf semantische Bdume ist. Dann kann aus jeder unerfiillbaren Klauselmenge I" € C
die leere Klausel abgeleitet werden.

Beweis. Sei F': C — C eine vollstdndige Resolutionsstrategie beziiglich semantischer
Baume und I' € C eine unerfiillbare Klauselmenge. Sei T" dann ein semantischer
Baum wie aus der Definition zu vollstédndigen Resolutionsstrategien 4.42. Da T end-
lich ist, gibt es auch sicher nur endlich viele Ausfallknoten beziiglich I" in 7.

Wir verwenden daher vollstéindige Induktion iiber die Anzahl der Ausfallknoten.

1. Induktionsanfang n = 0,n = 1: T kann nicht 0 Ausfallknoten beziiglich T’

haben, da I' sonst erfiillbar wére. Hat T nur einen Ausfallknoten beziiglich T,
dann muss dieser Ausfallknoten die Wurzel von T' sein, weil 1" sonst mindes-
tens zwei Ausfallknoten héitte, ndmlich einen im linken Zweig der Wurzel und
einen im rechten Zweig, da T abgeschlossen ist beziiglich I'. Da die Wurzel
ein Ausfallknoten ist, muss I' bereits die leere Klausel enthalten und wir sind
fertig.

. Induktionsschritt n ~ n + 1: Gibt es mindestens zwei Ausfallknoten in T

beziiglich I', dann muss es mindestens einen Entscheidungsknoten in T" beziiglich
I' geben. Wére dies ndmlich nicht der Fall dann kann fiir jeden Knoten v ein
Nachfolger v’ gewihlt werden, sodass v’ kein Ausfallknoten ist. Somit géibe es
einen Pfad bis zu einem Blatt ohne Ausfallknoten, was aber ein Widerspruch
dazu ist, dass T beziiglich I" nach Annahme abgeschlossen ist. Seien nun C, D
Klauseln, die an den Kindern eines Entscheidungsknotens v beziiglich I' schei-
tern. Dann muss es nach Definition einer vollstdndigen Resolutionsstrategie
eine Klausel £ € F(I") geben, sodass E an v scheitert. Beziiglich I' U {E'} sind
damit die Kinder von v keine Entscheidungsknoten mehr und entweder ist v
selbst nun ein Entscheidungsknoten oder ein Vorgénger von v ist ein Entschei-
dungsknoten. Das heifit die Anzahl der Ausfallknoten in 7" beziiglich I' U { E'}
ist um mindestens eins kleiner als beziiglich I'. Nun ist ' C T"U {E'} C F(T'),
das heifit durch die Resolutionsstrategie werden keine Klauseln entfernt, also
ist 7' auch abgeschlossen beziiglich F'(I"). Und da das Hinzufiigen von Klau-
seln, die Anzahl der Ausfallknoten nicht erhthen kann (Ausfallknoten bleiben
Ausfallknoten oder ein Vorgénger wird stattdessen ein Ausfallknoten), muss
T beziiglich F(T") strikt weniger Ausfallknoten haben, als beziiglich T'. Nach
Induktionsannahme muss nun die leere Klausel aus F'(I') ableitbar sein, also
auch aus I'.

Folgende Abbildung veranschaulicht die Intuition dahinter und zeigt, wie die Ausfall-
knoten (in rot) durch Anwendung einer vollstéindigen Resolutionsstrategie in Rich-
tung Wurzel wandern.
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4.5 Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln

Man kann sich die Anwendung einer vollstiandigen Resolutionsstrategie so vorstellen,
dass es bei einer unerfiillbaren Klauselmenge I' einen semantischen Baum basierend
auf einer endlichen Teilmenge der Herbrand-Basis von I' gibt, der abgeschlossen
ist. Wir miissen diesen konkreten Baum nicht kennen, aber wir wissen nun, dass
jeder Schritt der Resolutionsstrategie die Ausfallknoten in diesem Baum ”nach oben
schiebt”, sodass wir irgendwann bei der Wurzel ankommen werden, bzw. die leere
Klausel ableiten werden.

4.5.3 M-Resolution

Wir bereits erwédhnt lassen sich skolemisierte Maslov-Formeln als Klauselmengen
auffassen. Wir mochten in den néchsten Definitionen die Klauseln von skolemisierten
Maslov-Formeln etwas genauer charakterisieren, da diese gewisse, fiir uns spéter
niitzliche Eigenschaften besitzen. Wir werden diesen Klauseltyp, M-Klauseln bzw.
Maslov-Klauseln nennen.

Um eine Maslov-Klausel prézise definieren zu kénnen, brauchen wir zunéchst ein
paar Hilfsdefinitionen, die wir nun einfithren werden.

Definition 4.46 (Kongruenz). Wir nennen zwei Terme f(si,...,5n),g(t1,...,tn)
kongruent zueinander, wenn es eine Permutation m € S,, gibt, sodass (s1,...,Sn) =

(tﬂ(l), . ,tw(n)).

Definition 4.47. Die Tiefe eines Literals L ist die maximale Tiefe aller Terme in
L und die Tiefe einer Klausel, ist die mazximale Tiefe aller seiner Literale.

Definition 4.48 (Uniformitét). Ist C eine Klausel und L(s1, ..., sy) ein Literal von
C, dann sind s1,..., s, die Argumente von L. Wir sagen C ist uniform, wenn ent-
weder keine Funktionssymbole in C vorkommen oder es ein funktionales Argument
t = f(u1,...,ug) eines Literals in C gibt, sodass alle anderen Argumente von Lite-
ralen entweder kongruent zu t sind oder Konstantensymbole sind oder ein Argument
von t sind. Ein Literal L ist uniform, wenn {L} uniform ist.

Beispiel 4.49
Im Folgenden wird die Uniformitét von Klauseln an Beispielen gezeigt. Seien dazu

R, L, H Relationssymbole und f, g Funktionssymbole und ¢ ein Konstantensymbol.

o C={-R(z),L(c,y)} ist uniform, da keine Funktionssymbole vorkommen

o C = {R(J(9(x), 5, 9)), (e, h(z,y, 9(x))), H(g())} ist auch uniform. Wahlen
wir t = f(g(x),y, z), dann ist ¢ ein Konstantensymbol, h(z,y, g(z)) ist kon-
gruent zu ¢t und g(x) in H(g(x)) ist ein Argument von ¢

Wir konnen dank dieser Hilfsdefinitionen nun die Maslov-Klausel definieren.

Definition 4.50 (M-Klauseln). Mit M (oder auch Maslov-Klauseln) bezeichnen wir
die Menge von Klauseln, deren Elemente C' folgende Figenschaften erfiillen.

1. C hat < 2 Literale.
2. C hat eine Tiefe < 1.

3. C ist uniform.
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Wir gehen im finalen Beweis zur Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln 4.5.5 ge-
nauer darauf ein, aber M-Klauseln sind fiir uns in sofern relevant, dass alle Klau-
seln eines skolemisierten Maslov-Satzes M-Klauseln sind. Wir definieren nun die
M-Resolutionsstrategie, die genau auf den M-Klauseln operiert. Wir werden spéter
zeigen, dass die M-Resolution vollsténdig ist und wir mit Hilfe dieser Maslov-Formeln
entscheiden kénnen.

Definition 4.51 (M-Resolution). Mit Ryr: P(M) — P(M) bezeichnen wir die M-
Resolutionsstrategie. Ist ' C M, dann gilt fir jedes G € Ry (T), dass G = w(E),
wobei E € R(T) und 7 ist eine Substitution.

Es stellt sich die Frage weshalb wir eine neue Resolutionsstrategie nur fiir die M-
Klauseln einfiihren, wenn die R-Resolution doch bereits vollstandig und korrekt ist.
Das hat den Grund, dass die Menge aller durch R-Resolution ableitbaren Klauseln
einer initialen M-Klauselmenge nicht unbedingt endlich sein muss. Es ist also nicht
garantiert, dass man nur endlich viele Ableitungsschritte benttigt, um alle ableitba-
ren Klauseln, abzuleiten. Ein Beispiel dafiir ist folgende Ableitung, die wiederholt
angewendet ein beliebig tief verschachteltes Literal resolvieren kann:

R(f(x)),H(x) —-H(f(y)),H(y)
R(f(f(y))), H(y)

{z = f(y)}

Wir bemerken aber, dass die Menge M iiber einer Signatur mit endlich vielen Sym-
bolen, bis auf die Umbenennung von Variablen, endlich ist. Die Strategie Rjs muss
daher nur endlich oft auf eine beliebige Klauselmenge I' C M angewendet werden,
um alle mit dieser Strategie ableitbaren Klauseln zu erhalten. Wir kénnen also immer
in endlich vielen Schritten {iberpriifen, ob die leere Klausel aus I' mit R, ableitbar
ist.

Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass die M-Resolution vollstédndig im Bezug
auf semantische Bdume ist. Damit konnen wir genau dann aus den Klauseln eines
Maslov-Satzes in Skolem-Normalform die leere Klausel ableiten, wenn die Formel
unerfiillbar ist.

Satz 4.52. R,s-Resolution ist vollstindig im Bezug auf semantische Bdume.

Beweis. Sei I' C M eine unerfiillbare Klauselmenge. Nach Lemma 4.43 gibt es eine
endliche Teilmenge HBy C HBr, sodass alle semantischen Biume basierend auf
HB( abgeschlossen sind. Jeder semantische Baum, der auf einer Obermenge von
HB basiert, ist dann erst recht abgeschlossen. Sei nun ag, a9, . .. eine Enumeration
von HBr fiir die gilt

1. Tiefere Literale kommen vor weniger tiefen.
2. Innerhalb von Literalen einer Tiefe kommen zuerst die uniformen Literale.

Da HBj endlich ist, gibt es ein ¢ € N, sodass HBy C « = {ai,...,a;}. Sei nun
T der semantische Baum basierend auf ag,...,a; in dieser Reihenfolge. T' ist abge-
schlossen.

Sei v ein Entscheidungsknoten von T beziiglich T' und C, D Klauseln (0.B.d.A.

ohne gemeinsame Variablen), die an den Kinderknoten vy, v2 von v scheitern. Da
R-Resolution vollsténdig ist im Bezug auf semantische Béume, gibt es eine Klausel
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4.5 Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln

E € R(I"), welche in v scheitert. Da bei der Resolution aus jeweils C;, D mindes-
tens ein Literal faktorisiert wurde, hat F maximal zwei Literale. Indem wir zwi-
schen 3 Fillen unterscheiden zeigen wir nun, dass es eine Substitution 7w gibt, sodass
m(E) € Ry (T), also sichergestellt werden kann dass, m(E) eine Tiefe < 1 hat und
uniform ist.

1. E hat die Tiefe 0: Dann ist E sofort nach Definition ein M-Resolvent und
T =1d.

2. FE hat die Tiefe 1: Sei P die Primformel auf den Kantenmarkierungen der Kan-
ten v — w1, v9. P muss ein Funktionssymbol enthalten, da in T zuerst weniger
tiefe Literale kommen und E ein Funktionssymbol enthélt und £ vor vy, v
scheitert. Dadurch, dass die Argumente von P nicht nur Konstantensymbole
sein kénnen, miissen bei der Resolution in der Menge, die unifiziert wurde, die
Literale mindestens ein Funktionssymbol enthalten. Da C, D nun aber uniform
sind, gibt es deshalb einen Funktionsterm ¢, so dass alle anderen Funktions-
terme in E, kongruent zu ¢ sind.

Gilt bereits £ € M, dann setzen wir m = id und sind fertig. Wir beschéftigen
uns nun mit dem Fall, dass £ ¢ M und konstruieren ein 7, sodass 7(E) € M.
Da E an v scheitert, gibt es eine Substitution 7, sodass alle Literale in 7(E)
negiert auf dem Weg zu v vorkommen. Entweder 7(E) ist uniform oder wir
konstruieren eine Substitution 6, sodass 6( F) uniform ist (durch 6(t)) und auch
alle Literale in (E) auf dem Weg zu v negiert vorkommen. Da E nicht uniform
ist, gibt es Variablen y, ..., yz, die keine Argumente von ¢ sind und nur als
Argumente von Primformeln vorkommen. Wir setzen 6(y;) = ¢ fiir ein fixes
Konstantensymbol aus dem Herbrand-Universum, falls 7(y;) weder kongruent
zu 7(t), noch konstant, noch ein Argument von 7(t) ist und fiir die restlichen
Variablen 6(x) = 7(x). Nun ist (F) uniform und alle Literale in §(F) kom-
men auf Grund der Reihenfolge « in negierter Form auf dem Weg zu v vor. Ist
nimlich ein Literal L aus 7(E) nicht uniform, dann ist jedoch das zugehorige
Literal L' in §(F) uniform und kommt auf dem Weg zu v vor (sogar vor L).
Ist ein Literal L € 7(E) uniform, dann ist das zugehérige Literal L' in 0(E)
entweder gleich L oder d(L') < d(L) und damit kommt L’ auch vor L auf dem
Weg zu v.

Sei ab hier 6 die Substitution, sodass §(F) uniform ist und alle Literale negiert
auf dem Weg zu v vorkommen. Wir kénnen 6 noch nicht als unsere abschlie-
Bende Substitution wahlen, da moglicherweise die Tiefe von 6(E) > 1 ist. Wir
setzen 7 daher wie folgt. w(y) = 6(y), falls 6(y) ein Konstantensymbol ist. Ist
s =t oder ist s ein Argument von ¢, dann setzen wir 7(y) = s, falls 6(y) = 6(s).
Alle anderen Variablen werden auf sich selbst abgebildet. Damit ist 7(F) uni-
form und in M. Auch scheitert 7(E) in v, denn §(7(F)) = 6(F). Damit ist
0(E) € M der gesuchte Resolvent.

3. E hat eine Tiefe > 1: Wir zeigen, dass dies nicht moglich ist. Sei 6 der allge-
meinste Unifikator, der bei der Resolution von C; D verwendet wurde. Ange-
nommen es wurden zwei Literale der Tiefe 1 faktorisiert, dann kann fiir keine
Variable z, 6(x) ein funktionaler Term sein, da die Literale uniform sind. Der
Anstieg der Tiefe (C, D miissen beide Tiefe 1 haben) kann also nur dadurch
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4 Entscheidbare Klassen ohne Gleichheitsrelation

passiert sein, dass entweder C' oder D Literale «, 8 hat, wobei v keine Funk-
tionsterme hat, 8 jedoch schon und « faktorisiert wird und S nicht. Hier ein
Beispiel fiir diesen Fall:

H(z), R(f(z)) —H(f(y))
R(f(f(y))

{z = f(y)}

Auf Grund der Uniformitdt von C, D, beinhaltet § alle Variablen von . Da
d(B) > d(v) folgt, dass d(6(3)) > d(A(~y)). Sei nun 7 eine Substitution, sodass
alle Literale in 7(F) negiert auf dem Weg zu v vorkommen und die Kanten-
markierungen v +— v; und v — vy, T(0(7y)) bzw. —m(0(7)) sind (7 existiert,
weil 0 ein allgemeinster Unifikator ist). Da 6(5) € E ist auch w(0(8)) € n(E),
also ist d(mw(E)) > d(w(6(7))). Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass nach
der Reihenfolge v weniger tiefe Literale zuerst kommen, denn FE scheitert an
v oder davor, also tauchen die Literale von m(E) nicht erst nach v als Kanten-
markierung auf, w(6(v)) jedoch schon. Folglich kann die Tiefe d(E) nicht > 1
sein.

O
Korollar 4.53. M-Resolution st vollstindig und korrekt.

Beweis. M-Resolution ist vollstdndig im Bezug auf semantische Bdume, also ist M-
Resolution vollstdndig. Die Korrektheit von M-Resolution folgt direkt aus dem Lem-
ma 4.35 zur Korrektheit von R-Resolution. O

4.5.4 Entfernung der freien Variablen

Auch die Maslov-Klasse ist abgeschlossen unter Hinzufiigung von dufleren 3-Quan-
toren. Wir kénnen also mit der Abbildung removeFree Variables 2.9 jede Maslov-
Formel

auf einen erfiillbarkeitsiquivalenten Maslov-Satz reduzieren.

4.5.5 Entscheidungsalgorithmus fiir Maslov-Formeln

Wir kénnen nun die Resultate aus den vorherigen Abschnitten nutzen, um die
Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln zu zeigen. Sei ab hier o eine Signatur mit
abzahlbar unendlich vielen Konstanten und Funktionssymbolen. Wir brauchen die-
sen Symbolvorrat fiir die Skolemisierung.

Satz 4.54 (Theorem von Maslov). Sat(Formyy) ist entscheidbar.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Formel ¢ € Formy,;. Wir kénnen aus ¢ die
freien Variablen entfernen und dann skolemisieren, um einen erfiillbarkeitsdquiva-
lenten Satz in Skolem-Normalform zu erhalten. Sei

¢ = skolemize(removeFree Variables(p)).

Wir fassen ¢ als Klauselmenge I' auf.

Dadurch, dass Maslov-Formeln nach Definition keine Funktionssymbole enthalten,
entstehen bei der Skolemisierung hochstens Terme mit einer Tiefe < 1. Auflerdem
héngen die bei der Skolemisierung hinzugefiigten Skolem-Funktionen alle von den-
selben Argumenten ab. Folglich ist I' C M.
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4.5 Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Vollstdndigkeit und Korrektheit von M-
Resolution gezeigt. Das heifit wir konnen aus I' mit M-Resolution genau dann die
leere Klausel ableiten, wenn I' bzw. ¢ bzw. ¢ unerfiillbar ist.

Da wir im Beweis zur Vollstdndigkeit der M-Resolution 4.45 nicht iiber den Zei-
chenvorrat von I' hinausgehen, abgesehen von einem Konstantensymbol, wenn I'
keins enthélt, konnen wir uns auf M-Klauseln beschrinken iiber Symbole in T
Diese Menge an M-Klauseln ist dann endlich, abgesehen von Umbenennungen von
Variablen. Wir kénnen daher immer durch eine endlich-fache Anwendung der M-
Resolutionsstrategie auf I', alle moglichen, aus I' ableitbaren M-Klauseln, ableiten.

Der Entscheidungsalgorithmus fiir Sat( Formyy) besteht also nur darin bei Eingabe
@ die freien Variablen aus ¢ zu entfernen und dann ¢ zu skolemisieren, danach alle
ableitbaren M-Klauseln aus I" (Die Klauselmenge von ¢) zu bestimmen und abschlie-
Bend zu itiberpriifen, ob die leere Klausel abgeleitet wurde. All diese Schritte sind
berechenbar, also ist Sat( Formys) berechenbar. Im Folgenden ist dieser Algorithmus
nochmals mit Pseudocode zusammengefasst. Um die angesprochene Endlichkeit zu
garantieren, sollen mit R/ (I') nur Klauseln mit Zeichenvorrat aus I" resolviert wer-
den (oder mit einem zusétzlichem Konstantensymbole, wenn es in I" keine gibt) und
die Resolventen sollen so gebildet werden, dass die Variablenbenennung standardi-
siert ist.

Algorithmus 7: isSat

Eingabe : (¢), ¢ € Formy,
Ausgabe: ¢ € Sat(Formyy)

1 ¢ < skolemize(removeFree Variables(p))
2 //Sei I' die Klauselmenge von ¢

3 while I' # R/ (I") do

4 | TRy

5 if leere Klausel € T' then

6 L return False

7 else

8 L return True

47






5 Implementierung

Um das theoretisch vermittelte Wissen zur Entscheidbarkeit der Maslov,Herbrand
und Lo Formeln anwendbar zu machen, wurden die 3 jeweiligen Entscheidungsal-
gorithmen in Python implementiert. In diesem Kapitel wird die Implementierung
dieser kurz beschrieben und fiir konkrete Formeln, durch Anwendung der Algorith-
men, entschieden, ob diese erfiillbar sind.

Die gewéhlten Beispiele sind allesamt sehr klein gehalten, um das Ergebnis als
Mensch noch nachvollziehen zu kénnen. Des Weiteren sind die Laufzeiten allesamt
exponentiell oder gar fiir den Algorithmus fiir Lo sogar doppelt exponentiell, so dass
die Anwendung der Algorithmen auf gréoflere Formeln in der Praxis nicht sinnvoll
erscheint.

Das Kapitel gliedert sich wie folgt. Wir zeigen zunéchst, welche Représentation fiir
priadikatenlogische Formeln gewiihlt wurde und geben einen Uberblick iiber wichtige
verwendete Hilfsfunktionen. Danach stellen wir die Module vor, in denen die jeweili-
gen Entscheidungsalgorithmen implementiert wurden und geben jeweils Beispiele fiir
erfiillbare und nicht erfiillbare Formeln, die der jeweilige Algorithmus entscheidet.

Dieses Kapitel hat nicht den Anspruch die Implementierung im Detail zu erldutern.
In diesem Kapitel wird lediglich eine grobe Ubersicht iiber die implementierten Mo-
dule und deren Funktionalitdten gegeben. Wer sich fiir die Implementierungsdetails
interessiert, kann diese direkt im Code nachlesen, da dieser ausreichend dokumen-
tiert ist.

Alle Beispiele, die im Folgenden gezeigt werden, sind in dem Modul Examp-
les.py implementiert. Um die Ergebnisse tatséchlich zu sehen, muss das Modul nur
ausgefiihrt werden.

5.1 Reprdsentation

Die Reprisentation einer pridikatenlogischer Formel auf rein syntaktischer Ebene
ist durch das Modul Formula.py implementiert.

Um eine pradikatenlogische Formeln reprasentieren zu kénnen, miissen wir zunéchst
Terme repréasentieren kénnen. Dies ist durch die Klasse Term umgesetzt, die die
Unterklassen Function, Variable,Constant besitzt, welche jeweils funktionale Ter-
me, Variablen oder Konstantensymbole représentieren. Dabei ist die Représentation
strikt nach der Definition eines Terms umgesetzt, indem wir Term als einen rekur-
siven Datentyp implementiert haben. Folgendes UML-Diagramm zeigt dies.

FunctionSignature }(1—{ Function ‘
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5 Implementierung

Ein Term implementiert folgende Methoden:

1. getLength: Liefert die Lange des Terms, wenn dieser als String représentiert
wiirde.

2. getVariables: Liefert alle Variablen, die in diesem Term vorkommen.

3. getFunctions: Liefert aller Funktionsterme, insbesondere alle verschachtelten,
die in diesem Term vorkommen.

4. getConstants: Liefert alle Konstantensymbole, die in diesem Term vorkom-
men.

5. applySubstitution: Liefert den Term der entsteht, wenn eine gegebene Sub-
stitution auf diesen angewendet wird.

6. getDepth: Liefert die Tiefe dieses Terms.

Jede Instanz von Function speichert eine Instanz der Klasse FunctionSignature
als Attribut, welche das zugehorige Funktionssymbol und die Stelligkeit abspeichert.
AuBlerdem wurden fiir die verschiedenen Term-Klassen die Methoden eq und
hash {iberschrieben, sodass wir mit Termen wie mit primitiven Datentypen um-
gehen konnen.
Die Reprisentation einer Formel ist durch die Klasse Formula implementiert. For-
mula hat die Unterklassen Forall,Conjunction,Negation,Relation,Equation,
welche jeweils Formeln mit duflerem V-Quantor, Konjunktionen, Negationen, re-
lationale Primformeln oder Gleichheitsformeln, reprasentieren. Wie bei den Ter-
men ist auch der Datentyp Formula rekursiv, strikt nach der Definition einer
pradikatenlogischen Formel, implementiert. Folgendes UML-Diagramm zeigt dies.

Conjunction ‘ ‘ Negation ‘

1

[

1

RelationSignature }(1—{ Relation ‘ Equation Forall

FunctionSignature H Function ‘ ‘ Constant Variable

Jede Instanz von Relation hat als ein Attribut eine Instanz der Klasse RelationS-
ignature, welche sowohl das zugehorige Relationssymbol als auch die Stelligkeit
speichert.
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5.2 Hilfsmethoden

Eine Formel implementiert folgende Methoden:

1.

10.
11.

12.
13.

getLength: Liefert die Lénge der Formel, wenn man diese als String re-
prasentiert.

. getFreeVariables: Liefert die Menge aller freien Variablen, die in der Formel

vorkommen.

getVariables: Liefert die Menge aller Variablen, die in der Formel vorkom-
men.

getFunctions: Liefert die Menge aller Funktionsterme, die in der Formel vor-
kommen.

. getFunctionSignatures: Liefert die Menge aller Funktionssignaturen, die in

der Formel vorkommen.

getConstants: Liefert die Menge aller Konstantenterme, die in der Formel
vorkommen.

containsEquality: Liefert, ob die Formel ein Gleichheitszeichen enthélt.

getRelations: Liefert die Menge aller Teilformeln dieser Formel, die relatio-
nale Primformeln sind.

getRelationSignatures: Liefert die Menge aller Relationssignaturen (Instan-
zen der Klasse RelationSignature, die Relationssymbol und Stelligkeit spei-
chert), die in der Formeln vorkommen.

getLiterals: Liefert die Menge aller Literale, die in der Formel vorkommen.

applySubstitution: Liefert die Formel, die entsteht, wenn eine gegebene Sub-
stitution auf diese Formel angewendet wird.

isPrimeForm: Liefert, ob diese Formel eine Primformel ist.

isLiteral: Liefert, ob diese Formel ein Literal ist.

Auch hier sind die Methoden eq und hash iiberschrieben, sodass Formeln wie pri-
mitive Datentypen behandelt werden kénnen.

5.2 Hilfsmethoden

Allgemeine Funktionalitdten beziiglich Termen und Formeln, die in mehreren Ent-
scheidungsalgorithmen benttigt werden, sind in utility.py implementiert. Die wich-
tigsten Methoden sind im Folgenden explizit angegeben.

1.

removeFreeVariables: Liefert die Formel, die entsteht, wenn zu einer gege-
benen Formel die freien Variablen entfernt werden, indem die Gesamtformel
durch zusétzlich 3-Quantoren umschlossen wird.

. skolemize: Liefert die Formel, die entsteht, wenn eine gegebene Formel sko-

lemisiert wird (Implementiert skolemizeq;q 5).

getMostGeneralUnifier: Liefert zu einer Menge von Paaren von Termen,
einen allgemeinsten Unifikator (Implementiert isUnifiable 4).
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5 Implementierung

5.3 L, Entscheidungsalgorithmus Implementierung

Der Entscheidungsalgorithmus fiir Lo ist in dem Modul L2Decision.py implemen-
tiert. Die konkrete Methode, die entscheidet, ob ein eine gegebene Formel aus Lo
erfiillbar ist, heiffit isSatL2. Es wurde der in Pseudocode beschriebene Algorithmus
1sSat 3 bezliglich Ly Formeln implementiert.

Das Modul enthélt die Klassen FiniteStructure und FiniteInterpretation, wel-
che eine endliche Struktur bzw. endliche Interpretation reprisentieren. Finiteln-
terpretation hat unter Anderem die Methode models, welche zu einer gegebenen
Formel entscheidet, ob diese durch die Interpretation erfiillt wird.

Der gesamte Entscheidungsalgorithmus fiir Lo, ist in isSatL2 umgesetzt. Die Me-
thode wirft einen Fehler, wenn die eingegebene Formel nicht in Ls, sonst werden alle
moglichen Interpretationen bis zu einer gewissen Grenze (auch manuell festlegbar)
iteriert und iiberpriift, ob diese die eingegebene Formel erfiillen.

isSatL2 wurde beispielhaft auf folgende Formeln angewendet. In Examples.py
sind diese Beispiele implementiert (in gleicher Reihenfolge. Die Nummerierung ist
auch im Code zu sehen). R, F sind hier Relationssymbole.

Nummer Formel Ausgabe
1 VaVyVzR(x,y, z) Nicht in Lo
2 JxIy(E(z,y) A Jx(E(y,z) A Jy(E(z,y) A JzE(y,x)))) Erfiillbar
3 R(z) A =R(y) Erfiillbar
4 R(z) A —R(x) Nicht erfiillbar
5 (FzR(z)) A (Vz—R(x)) Nicht erfiillbar

Anmerkung zu 4,5: Da durch die doppelt exponentielle Laufzeit von isSatL2 hier
nicht alle Strukturen bis zu der im Satz von Mortimer 3.16 bestimmten Grenze
iteriert werden koénnen (zumindest nicht in unserer Lebenszeit), wurde der Suchraum
auf Strukturen bis zu einer Universumsgréfle von 10 beschrankt.

5.4 Herbrand Entscheidungsalgorithmus Implementierung

Der Entscheidungsalgorithmus fiir die Herbrand-Formeln ist in dem Modul Her-
brandDecision.py implementiert. Die konkrete Methode, die Herbrand-Formeln
entscheidet, heifit isSatHerbrand. Es wurde der in Pseudocode beschriebene Al-
gorithmus 4sSat 6 beziiglich Herbrand-Formeln, implementiert.

Die fiir isSatHerbrand wichtigen Hilfsmethoden, die auch in diesem Modul im-
plementiert sind, sind die Folgenden:

1. isHerbrand: Priift, ob eine gegebene Formel eine Herbrand-Formel ist. is-
SatHerbrand wirft ndmlich einen Fehler, falls die eingegebene Formel keine
Herbrand-Formel ist.

2. renamelLiterals: Wandelt eine gegebene Herbrand-Formel so um, dass al-
le Literale verschiedene Variablennamen besitzen. Liefert diese transformierte
Formel dann zuriick.
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5.5 Maslov Entscheidungsalgorithmus Implementierung

isSatHerbrand wurde beispielhaft auf folgende Formeln angewendet. In Examp-
les.py sind diese Beispiele implementiert (in gleicher Reihenfolge. Die Nummerie-
rung ist auch im Code zu sehen). R, H sind hier Relationssymbole, ¢, d sind Kon-
stantensymbole und f, g sind Funktionssymbole.

Nummer Formel Ausgabe
1 Jr—VyR(z,y) Nicht in Formpgp
2 Va(H(z,c) N R(x) AN ~R(z)) Nicht erfiillbar
3 VaVy(—R(z, g(c,d)) N H(z,y) N R(f(c),y)) | Nicht erfillbar
4 Vae(R(f(x)) A —R(g(x))) Erfiillbar

5.5 Maslov Entscheidungsalgorithmus Implementierung

Der Entscheidungsalgorithmus fiir die Maslov-Formeln ist in dem Modul Maslov-
Decision.py implementiert. Die konkrete Methode, die Maslov-Formeln entschei-
det, heifit isSatMaslov. Es wurde der in Pseudocode beschriebene Algorithmus
18Sat 7 beziiglich Maslov-Formeln implementiert.

Das Modul enthilt folgende Klassen, die fiir die Methode isSatMaslov benotigt
werden.

1. Clause: Diese Klasse reprisentiert eine Klausel, also eine Menge von Literalen.
Diese Klasse implementiert unter anderem die Methode isMaslovClause, die
liefert, ob es sich bei der Klausel um eine M-Klausel handelt.

2. R_Resolution: Diese Klasse ist eine Sammlung von Methoden beziiglich der
Robinson-Resolution. Die Methode getRResolvents liefert alle Robinson-
Resolventen (bis auf Umbenennung) zu zwei Klauseln.

AuBerhalb einer Klasse, aber innerhalb von MaslovDecision.py gibt es noch unter
Anderem die Methode isMaslovForm, die fiir eine gegebene Formel, entscheidet,
ob diese eine Maslov-Formel ist. Eine weitere wichtige Methode ist getMResol-
vents, die bis auf Umbenennung von Variablen alle M-Klauseln zu zwei gegebenen
Maslov-Klauseln liefert. Die Methode isSatMaslov ist die vollstédndige Implemen-
tierung von isSat 7, wobei die Methode noch einen Fehler wirft, falls die eingegebene
Formel keine Maslov-Formel ist.

isSatMaslov wurde beispielhaft auf folgende Formeln angewendet. In Examp-
les.py sind diese Beispiele implementiert, in gleicher Reihenfolge. Die Nummerie-
rung ist auch im Code zu sehen. L, R, T, Q) sind hier Relationssymbole und ¢ ist ein
Konstantensymbol.

Nummer Formel Ausgabe
1 Ve3yVz(L(x,y, z) A R(x)) Nicht in Formps
2 ((R(z,c) V R(z,c)) A (mR(z,c) V ~R(z,c)) Nicht erfiillbar
3 Vedy(T(y) VT(y) A (Q(z) VQ(z)) AN(—Q(x) vV —-T(y))) | Nicht erfiillbar
1 VT (~Q@) v T@) A Q)T () Exfillbar
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben im Verlaufe dieser Arbeit die Entscheidbarkeit von 3 verschiedenen Klas-
sen der Pradikatenlogik gezeigt.

Dabei haben wir zunéichst die Entscheidbarkeit von Lo gezeigt, der Klasse mit 2
Variablen ohne Konstantensymbole und Funktionssymbole aber dafiir mit Gleich-
heit. In der Beweisfithrung haben wir gezeigt, dass Lo die endliche Modelleigenschaft
besitzt, indem wir gezeigt haben, dass sich Formeln aus Ly auf die Scott-Normalform
reduzieren lassen koénnen. Fiir Formeln in der Scott-Normalform haben wir dann ein
konkretes endliches Modell durch geschicktes Setzen von 2-Tables definiert, falls
diese erfiillbar waren.

Eine weitere Klasse fiir welche die Entscheidbarkeit gezeigt wurde, ist die der
Herbrand-Formeln. Das sind Formeln in Prénexnormalform deren quantorenfreier
Teil eine Konjunktion von Literalen ist. Im Gegensatz zu Lo haben wir hier aber
keine Gleichheit zugelassen. Um die Entscheidbarkeit zu zeigen haben wir zunéchst
die Entscheidbarkeit von einem speziellen Unifikationsproblem gezeigt. Wir konnten
dann die Entscheidbarkeit von Herbrand-Formeln auf dieses Unifikationsproblem
zuriickfithren.

Zuletzt haben wir die Entscheidbarkeit der Maslov-Klasse gezeigt. Das sind For-
meln in Pranexnormalform, ohne Funktionssymbole, deren quantorenfreier Teil eine
Konjunktion von Krom-Klauseln ist. Der Quantorenprifix hat die Form 3*V*3*.
Auch hier haben wir wieder die Gleichheit ausgeschlossen. Die Beweisfithrung hier
war etwas aufwindiger. Wir haben dafiir Resolution fiir pradikatenlogische Klauseln
eingefiihrt und mit Hilfe von semantischen Bédumen gezeigt, dass Resolution fiir eine
gewisse Klauselklasse, die M-Klauseln, vollsténdig ist. Da die Klauseln eines skolemi-
sierten Maslov-Satzes gerade M-Klauseln sind, und die Menge der M-Klauseln iiber
einem endlichen Symbolvorrat bis auf Variablenumbenennung endlich ist, konnten
wir durch endlich viele Resolutionen feststellen, ob die leere Klausel ableitbar ist,
also ob die Formel erfiillbar ist.

In dieser Arbeit wurden die Klassen nur auf die Entscheidbarkeit hin untersucht,
es bietet sich aber auch an die Klassen beziiglich ihrer Komplexitét zu untersuchen.
Es ldsst sich zum Beispiel zeigen, dass Lo, NEXPTIME vollsténdig ist [4]. Auch
kann gezeigt werden, dass das Problem der Entscheidbarkeit der Maslov-Formeln,
DTime(2°(") vollstéindig ist [2]. Es lisst auch zeigen, dass das hier behandelte Uni-
fikationsproblem P-vollstindig ist und damit dann auch die Entscheidbarkeit der
Herbrand-Formeln [2].

Neben den entscheidbaren Klassen, die hier behandelt wurden gibt es noch inter-
essante weitere. Zum Beispiel ist die Aanderaa-Lewis Klasse entscheidbar. Das ist
die Klasse der Formeln in Préanexnormalform ohne Gleichheit, Konstanten- oder
Funktionssymbole, deren quantorenfreier Teil eine Konjunktion von Krom-Klauseln
ist und der Quantorenprafix die Form V3V besitzt. Die Entscheidbarkeit kann hier
mittels linearer diophantischer Gleichungen gezeigt werden [2]. Ein weiteres Bei-
spiel fiir eine entscheidbare Klasse, ist die Lowenheim-Klasse. Das sind Formeln in
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Pranexnormalform mit beliebigem Quantorenprifix mit ausschliellich unéren Rela-
tionssymbolen, keinen Konstanten oder Funktionssymbolen. Gleichheit ist erlaubt.
Die Entscheidbarkeit der Léwenheim-Klasse wird dariiber gezeigt, dass diese Klasse
die endliche Modelleigenschaft besitzt [2].

Es lassen sich aber auch die hier gezeigten Klassen teilweise noch erweitern. So
konnen wir durch einen im Kern gleichen, aber aufwéndigeren, Beweis zeigen, dass
Lo erweitert um Konstantensymbole ebenfalls noch entscheidbar ist.
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