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Einleitung

Seit dem ersten Semester des Informatikstudiums begegnen einem in verschiedenen Vorle-
sungen aussagenlogische Formeln, etwa

-1V (332 A xg).

Boolesche Schaltkreise stellen Auswertungsstrategien mittels ;A% |V und ,,—“-Gattern
dar; diese kann man mithilfe eines gerichteten Graphens visualisieren:

o
S

Eng verwandt mit boolescher Arithmetik ist die Arithmetik modulo 2, also der Korper
Fy = {0,1} mit Addition und Multiplikation modulo 2. So ldsst sich obiger Schaltkreis
auch mittels eines algebraischen Ausdrucks schreiben, etwa

(1 4+1)+1) - (z2-23+1)+ 1.

Dies ist ein Polynom in den drei Variablen h(z1,z2,x3), und eine Auswertungsstrategie
kann ebenfalls als Schaltkreis dargestellt werden, hier mit ,,+“ und ,,- “-Gattern

@
@/Q/\@
of

Eine naheliegende Frage fiir ein Polynom wie h ist, wie effizient es sich mittels eines solchen
algebraischen Schaltkreises auswerten lisst. Dies fithrt zum Komplexititsmafl L(h), der
GroBe eines kleinsten Schaltkreises, welcher h berechnet. Ein Polynom mit vielen Variablen,
welches in der linearen Algebra auftaucht, ist die Determinante

X1 o Xin

det | = oo | =) sign(0) - Xig) Xno(n). (1)
an Xnn cESH



2 INHALTSVERZEICHNIS

Obwohl die Anzahl der Summanden in der Leibnizformel (1) mit wachsendem n mit
Groflenordnung O(n!) wichst, kennen wir effizientere Algorithmen, um die Determinante
auszuwerten. Genauer: Die Folge L(det, ;) ist polynomiell beschréinkt; anschaulich steigt
der Berechnungsaufwand von det,, «, mit wachsendem n beherrschbar. Die Klasse solcher
Folgen (hy,), wird mit VP bezeichnet, sie ist ein Analogon zur Klasse P.

Lésst man in (1) den Vorfaktor sign(c) weg, so erhdlt man die Permanente perm,,,.,.
Im Kontrast zur Determinante ist bis heute kein effizienter Schaltkreis zur Berechnung der
Permanente bekannt. Tatséichlich gehort die Folge (perm,,,,,)n zu den am aufwindigsten
zu berechnenden in der Komplexitétsklasse VNP, welche ein algebraisches Analogon zu
NP darstellt. Das zentrale Problem der algebraischen Komplexitétstheorie ist Valiants
Hypothese

?
VP #£ VNP.

Geometrische Komplexititstheorie

Man kann sich also die Frage stellen, wie man im Raum aller Polynome diejenigen aus-
zeichnen kann, welche geringe Komplexitét besitzen, oder sich zumindest durch Polynome
geringer Komplexitét approximieren lassen.

Hier setzt die geometrische Komplexitdtstheorie an: Es stellt sich heraus, dass diese
Menge eine geometrische Struktur trégt, sie ist eine sogenannte algebraische Menge. Das
mathematische Gebiet der algebraischen Geometrie bietet Methoden, um solche Mengen
zu studieren.

Eine Konsequenz dieser Struktur ist zum Beispiel, dass es Funktionen Fi, ..., Fj auf
dem Raum der Polynome gibt, sodass ein Polynom A genau dann durch Polynome kleiner
Komplexitéit approximiert werden kann, wenn

Eine weitere Komponente der GCT ist die Verwendung darstellungstheoretischer Methoden:
Polynome wie det,,x, und perm,,,.,, weisen viele Symmetrien auf. Um diese systematisch zu
untersuchen und ihre Auswirkungen auf die Komplexitdt zu beurteilen, werden Methoden
aus der Darstellungstheorie verwendet.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine Einfithrung in die geometrische Komplexitétstheorie
zu geben. Dabei werden die benottigten mathematischen Grundlagen aus der Algebra,
Analysis, algebraischer Geometrie und Darstellungstheorie eingefithrt und anhand von
konkreten Beispielen aus der Komplexititstheorie illustriert. Weiterhin wird ein Uberblick
iiber bisherige Meilensteine der GCT gegeben und bekannte Forschungsergebnisse werden
diskutiert.



Notation

In dieser Arbeit werden folgende Notationen und Konventionen verwendet.

e Die Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0 wird mit N = {1,2,3,...} bezeichnet,
No=NU {0}
e Fiir eine Funktion p: N — N sei

O(p(n)) ={¢: N — N es gibt ¢,ngp € Nmit g(n) <c-p(n) Vn>ng }.

Ein Ausdruck wie 20®(") ist elementeweise zu verstehen. Wir schreiben machmal
etwas ungenau g(n) = O(p(n)) statt g(n) € O(p(n)).

e p: N — Nist polynomiell beschrinkt, falls es ein ¢ € N gibt mit p(n) € O(n°®).

e Die Matrizen mit m Zeilen und n Spalten und Eintrédgen aus einer Menge M bezeich-
nen wir mit Maty,x,(M). Fiir m = n schreiben wir Mat,,(M).

e Ein Graph G = (V| E) ist ein endlicher gerichteter einfacher Graph, d.h. E CV x V.
Der ein-/ausgehende Grad eines Knotens wird mit deg;, (v)/deg,,;(v) bezeichnet.

— Ein Zykel ist ein Tupel von Knoten (vg,v1,...,v,) (n > 1) mit (vi—1,v;) € E,
vp=vgund v; #v; flir 0 <i<j<n—1
— @ ist azyklisch, falls G keine Zykel enthélt.

e Es werden in dieser Arbeit Polynome in drei verschiedenen Kontexten auftreten. Um
Missversténdnisse zu vermeiden, werden verschiedene Buchstaben verwendet:

— Polynomiell beschrinkte Funktionen N — N als Schranke fiir Komplexitiit:
p(n),q(n),....
— Polynome, deren Komplexitat wir untersuchen wollen:
fig,... € K[Xy,...,X,].
— Polynome als Funktionen auf einem Raum von Polynomen (Kapitel 3):

F,G,...E(C[Tl,...,Tm].



Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel fiihren wir die benttigten mathematischen Begriffe aus der Algebra und
Topologie ein. Wichtig fiir diese Arbeit sind die Polynomringe in vielen Variablen, sowie
Monoidoperationen.

Der Inhalt dieses Abschnittes wird in jedem Lehrbuch zur Algebra behandelt, etwa
dem von Lang [Lan02]. Die Grundbegriffe der Topologie werden zum Beispiel im Analysis 2
Buch von Forster eingefiihrt [Forl7].

1.1 Algebraische Strukturen

Sei M eine Menge und *: M x M — M eine Verkniipfung auf M. Wir verwenden die
Infixnotation *(a,b) = a * b.

e x ist assoziativ, falls

ax(bxc)=(axb)xc fiir alle a,b,c € M.

x ist kommutativ, falls
axb=0bxa fir alle a,b € M.
e ¢ € M ist ein (beidseitig) neutrales Element beziiglich *, falls

axe=e*xa=a fiir alle a € M.

« besitzt (beidseitige) inverse Elemente beziiglich des neutralen Elementes e, falls es
zu jedem a € M ein a™' € M gibt mit axa ™' =a" ! xa =e.

Ist + eine weitere Verkniipfung auf M, so heifit x distributiv iiber +, falls

ax(b+c)=(axb)+ (axc), (a+b)xc=(axc)+ (bxc) fiir alle a,b,c € M.

Im Falle der Existenz neutraler bzw. inverser Elemente sind diese durch ihre definierende
Eigenschaften eindeutig festgelegt, man kann also von dem neutralen Element sprechen.

Definition 1.1.1 (Monoid, Gruppe).
Ein Monoid (G,x*,e) ist ein Menge G zusammen mit einer zweistelligen Verkniipfung x,
welche assoziativ ist, und fiir die e ein neutrales Element ist. Existieren zusétzlich inverse
Elemente in G, so ist G eine Gruppe.
Ist * kommutativ, so spricht man von einem kommutativen Monoid bzw. einer kommutativen
Gruppe. _
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Definition 1.1.2 (Ring, Integritatsring, Korper).

(i) Ein Ring (R,+,-,0,1) ist eine Menge R zusammen mit zwei binéiren Verkniipfungen
+, -, sodass (R, +,0) eine kommutative Gruppe, (R, -, 1) ein Monoid und - distributiv
iiber + ist.

Ist - kommutativ, so spricht man von einem kommutativen Ring.

(ii) Ein Integrititsring oder nullteilerfreier Ring R ist ein kommutativer Ring mit 1 # 0,

sodass fiir je zwei Elemente a,b € R gilt

a-b=0 = a=0VvVb=0.

(iii) Ein Korper ist ein kommutativer Ring K, sodass 1 # 0 und jedes Element a # 0 ein
multiplikatives Inverses besitzt. |

Sind die Verkniipfungen aus dem Kontext klar, so sprechen wir auch einfach nur von
einem Ring R oder einer Gruppe G.

Beispiel 1.1.3.
e Die bijektiven Abbildungen einer Menge X in sich selbst bilden mit der Verkettung
von Abbildungen eine Gruppe

Sym(X) = ({o: X — X | 0 bijektiv } ,0,idx).

So definieren wir die symmetrische Gruppe als S,, = Sym({1,...,n}).

e 7 ist ein Integritédtsring, welcher kein Korper ist.
Die Moduloarithmetik der Restklassen Z/nZ = {[0],[1],...,[n — 1]} mod n bilden
einen kommutativen Ring, welcher genau dann ein Koérper ist, wenn n eine Primzahl
p ist. In diesem Fall schreiben wir auch F), := Z/pZ.

e Die bekannten Zahlbereiche Q C R C C bilden Korper

e Die nxn-Matrizen Mat,,(K) tiber einem Grundkérper K bilden mit komponenten-
weiser Addition und Matrixmultiplikation einen Ring. Das neutrale Element der
Multiplikation, die Finheitsmatrixz, notieren wir mit I,,.
Die Teilmenge der invertierbaren Matrizen GL,,(K) bildet eine Gruppe, welche fiir
n > 2 nicht kommutativ ist.

e Ist X eine Menge und R ein Ring, so bildet die Menge der Abbildungen Abb(X, R)
einen Ring, wenn man fiir f,g € Abb(X, R), x € X definiert

(fx9)(z) = f(z)£g(x), (f g)(x)=f(2) g(=) -

Definition 1.1.4 (Monoid-, Gruppen-, Ringhomomorphismus).
(i) Sind (G, *¢,eq), (H,*m,em) Monoide, so ist ein Monoidhomomorphismus eine Ab-
bildung ¢: G — H mit

dleq) = em, (91 *c 92) = ¢(91) *1 #(g2) fir alle g1,92 € G.

Sind G, H Gruppen, so sprechen wir von einem Gruppenhomomorphismus, in diesem
Fall ist dann auch ¢(g)~! = ¢(¢g~ 1) fiir alle g € G erfiillt.
(i1) Sind (R, 4R, r,0r,1R), (S,+s,-s,0s,1s) Ringe, so ist ein Ringhomomorphismus
eine Abbildung R — S, welche zugleich ein Gruppenhomomorphismus (R, +g,0r) —
(S, +s5,0g) und ein Monoidhomomorphismus (R, ‘g, 1r) — (S,-s,1g) ist.
_
Definition 1.1.5 (Untergruppe, Ideal).
(i) Es sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe ist eine Teilmenge U C G, sodass e € U
und fiir a,b € U auch a * b~! € U ist. In diesem Fall ist U mit der eingeschrinkten
Verkniipfung wieder eine Gruppe.
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(ii) Ein Ideal I in einem kommutativen Ring R ist eine Untergruppe von (R, +,0), sodass
firre R, a €l auch r-a € I gilt. _

Definition 1.1.6 (Quotientenring).
Ist I C R ein Ideal in einem kommutativen Ring, so ist der Quotientenring R/I folgender-
mafen definiert:

o 1~y 5:i<= 1 —s € I definiert eine Aquivalenzrelation auf R. Die Aquivalenzklasse
von r € R hat die Gestalt

Fle=r+I={r+alacl}.

e Die Menge der Aquivalenzklassen notieren wir mit R/I. Die Menge R/I wird zu einem
kommutativen Ring, in dem Addition und Multiplikation auf den Reprisentanten
definiert werden:

[r]~ £ [s]~ = [r £ s]~, [F]e - [8]w = [r - s]~.

Null- und Einselement sind die Restklassen [0]. und [1]., die Ringaxiome von R
vererben sich so auf R/I. _

Beispiel 1.1.7.
e Die geraden Zahlen bilden ein Ideal im Ring der ganzen Zahlen Z. Allgemein ist
nZ ={kn|n €Z} ein Ideal, der Quotientenring ist gerade Z/nZ.
e Essei M C R eine Menge und

I={feAbb(R,R)| f(z) =0Vz € M} C Abb(R,R).
I ist ein Ideal: Sicher ist 0 € I, sind fi, fo € I, g € Abb(R,R), so ist

(= fo)(@) = hil@) = fo(2) =0, (g- f)(@) = g(x) - fi(z) =0
=0

fiir alle x € M. Ideale dieser Form werden uns in Kapitel 3 wiederbegegnen. _

1.2 Polynome

Es sei in diesem Abschnitt K ein Korper (die meisten Aussagen gelten aber auch fiir
kommutative Ringe).

Definition 1.2.1 (Polynom, Polynomring).
Ein Polynom tiber K ist formal ein Ausdruck der Form

f(X):a0+a1X+a2X2+...+aan:ZaiXi, ag, ..., 0n EK
=0

Die a; sind die Koeffizenten, wir setzen implizit a; = 0 fiir ¢ > n. Summe und Differenz
von Polynomen werden Komponentenweise erklart, die Multiplikation wird gebildet iiber
die Regel

m-+n

m n k
(ZGZXZ> . (ijXj) = Z Cka, Cl — Zaibk,i.
i=0 Jj=0 k=0 i=0

Mit diesen Verkniipfungen wird die Menge der Polynome zu einem Integritéitsring K[ X].
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Um Polynome in mehreren Variablen zu definieren, fithren wir die Multiindexschreib-
weise ein. Ein Multiindex ist ein Tupel k = (ki1, ..., k,) € Nij. Wir definieren fiir k, £ € Nj

kl=Fk i+ +kn k+€0=F +0,.. . ky+0,), XF:=XxF. . xkn
1 n

Ein Ausdruck der Form X¥ heifit Monom vom Grad |k|. Ein Polynom ist nun eine endliche
Linearkombination

fX1, Xn) =D apX¥,  ageK.
|k|<d

Die Multiplikation wird analog definiert via

(lgdaka>.<le|§i/beXe>: Y emX™ emi= Y abe (L)

|m|<d+d’ k+e=m
Wir fithren die niitzliche Notation
X=Xy,...,X,

ein, wenn die Anzahl der Variablen aus dem Kontext klar oder unerheblich ist.

Definition 1.2.2 (Grad, homogene Polynome).
Fiir ein Polynom f # 0 definiert man den Grad durch

deg Z apX® = max { |k| | ar #0}.
|k|<d

Fiir das Nullpolynom vereinbaren wir deg0 = —oo. Ein Polynom ist homogen vom Grad
d € Np, wenn alle vorkommenden Monome Grad d haben. Wir notieren

K X|<a={feK[X]|degf<d}

K[X]s:={0}U{ f e K[X]| f homogen, deg f=d}._I
Die Gradfunktion deg: K[X] \ {0} — Ny erfiillt die Eigenschaften

deg(f +g) < max{deg f,degg},  deg(f-g)=deg [ +degyg.

Dies zeigt auch, dass K[X] keine Nullteiler enthélt.

Man kann jedem Polynom auf folgende Weise ein homogenes Polynom zuordnen:
Definition 1.2.3 (Homogenisierung).
Es sel f =} <qak- XF ... Xk e C[Xy,...,X,] ein Polynom vom Grad d. Die Homo-
genisierung von f ist

F=> ap Xt xyiMecxy,. .., X, Y]a
|k|<d

Dabei ist Y eine weitere Variable, deren Vorkommen die bestehenden Monome auf den
gemeinsamen Grad d erginzt. _

Die Homogenisierung als Abbildung K[X]<; — K[X,Y]; ist eine K-lineare bijek-
tive Abbildung mit Umkehrabbildung g — ¢(Xi,..., Xy, 1). Insbesondere haben diese
Réume die gleiche Dimension, welche man aus der Anzahl der Multiindizes der Lénge d
kombinatorisch bestimmen kann:

d
dimg K[X1, ..., Xn]<q = dimg K[X1,..., Xp,V]q = (”Z >
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Beispiel 1.2.4. .
Die Homogenisierung von f = X; +3- X2 — X2 X, € Q[ X1, Xo] ist f = X1YV? +3X2Y —

X%XQ. _
Definition 1.2.5 (Polynome als Funktionen).
Ist x = (z1,...,2,) € K™, und f € K[X,...,X,], so kénnen wir z in f einsetzen:

x— f(x) = Zak-xlfl‘--xﬁ"GK.
|k|<d

Dies definiert einen Ringhomomorphismus K[X1,...,X,] — Abb(K", K). Die durch
Polynome definierten Funktionen nennen wir auch Polynomfunktionen. o

Beispiel 1.2.6 (Polynomfunktionen # Polynome).

Im Polynomring Fo[X] sind f(X) = X und g(X) = X? zwei verschiedene Polynome, welche
jedoch die gleiche Abbildung Fo — Fy definieren. Die gleiche Polynomfunktion kann also
sogar von Polynomen von verschiedenem Grad induziert werden! _
Lemma 1.2.7 (Polynome = Polynomfunktionen, falls |K| = c0).

Enthilt K unendlich viele Elemente und sind f,g € K[X1,...,X,] mit f(x) = g(x) fir
alle x € K™, so gilt bereits f = g als Polynom (alle Koeffizienten sind gleich).

Beweis. [Lan02, Cor. IV.1.7] O

Somit ist die Identifikation von Polynomen und Polynomfunktionen iiber unendlichen
Koérpern wie C unproblematisch.

Definition 1.2.8 (Substitution).
Ein n-Tupel a = (a1, ...,a,), a; € {X1,..., Xy} UK definiert eine Substitition

K[X1,...,Xn] 3 feve(f) = fla,...,an) € K[X1,..., X,]. _

Fiir ein festes a definiert ev, einen Ringhomomorphismus von K[Xy,...,X,] in sich
selbst. Ist a € K™, so entspricht dies genau der Auswertung von f im Punkt a.

1.3 Monoidoperationen

Um ein mathematisches Objekt zu verstehen, kann es niitzlich sein, seine Symmetri-
en zu untersuchen. Dieses Konzept wird durch den Begriff der Gruppenoperation bzw.
Monoidoperation formalisiert.

Definition 1.3.1 (Monoidoperation).
Ist (G, -, e) ein Monoid und X eine Menge, so ist eine Monoidoperation eine Abbildung

p:GxX =X, plg,z)=g>u,
sodass fiir g1,92 € G und z € X gilt
g1> (g2 ) =(91-92) >z, epx =ux. N

Beispiel 1.3.2.
e Die symmetrische Gruppe S,, operiert durch Permutation auf der Menge {1,...,n}.
e Der Monoid (Mat,(K),-, I,) operiert auf den Spaltenvektoren K" durch Matrix-
Vektor-Multiplikation:
(Ajx) - A-ze K" _
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Definition 1.3.3 (Orbit, Fixpunkt, Stabilisator).
Es sei G ein Monoid, welches auf der Menge X operiert. Es sei z € X.

(i) Die Bahn oder der Orbit von x die Teilmenge
Gox={graz|geG}CX.

(ii) Ist G >z = {z}, so ist x ein Fizpunkt unter G.
(iii) Die Teilmenge Stabg(z) = {g € G | g > x = x } wird der Stabilisator von G genannt.
_

Ist G eine Gruppe, so sind fiir z,y € X die Bahnen G > =, G > y entweder disjunkt oder
gleich. Somit ist X die disjunkte Vereinigung von Bahnen. Der Stabilisator eines Elementes
ist eine Untergruppe von G.

Beispiel 1.3.4.

e Die Operation von GL,,(K) auf K™ hat genau die Bahnen {0} und K™ \ {0}.
Fiir die Operation von Mat, (K) auf K™ hingegen enthilt jede Bahn den Nullvektor,

da0-v=0.
e Der Stabilisator von n € {1,...,n} unter der Operation der S,, sind gerade die
Permutationen von {1,...,n — 1}. Daher ist Stabs, (n) = S,_1. _

1.4 Topologische Grundbegriffe

Definition 1.4.1 (Topologie, offene Menge, abgeschlossene Menge).
Es sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Familie von Teilmengen 7 C P(X)
mit den Eigenschaften

i) 0eT,XeT.
(ii) Sind Uy,Us € T, so ist auch Uy NUs € T.
(iii) Sind U; € T fiir alle i € I, I eine Indexmenge, so ist (J;c; U; € T.

Die Mengen in 7 nennen wir offene Mengen, das Paar (X, T) einen topologischen Raum.
Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist. _

Man kann eine Topologie auch durch Angabe der abgeschlossenen Mengen A definieren,
die Axiome lauten dann

) DeA XeA
(ii’) Sind Ap, Ay € A, so ist auch A; U Ay € A.
(iii") Sind A; € A fiir alle ¢ € I, I eine Indexmenge, so ist [);c; 4; € A.

Es sei nun (X, 7) ein topologischer Raum mit abgeschlossenen Mengen A

Definition 1.4.2 (Abschluss).
Sei M C X eine Teilmenge. Der Abschluss von M in X ist definiert als die kleinste
abgeschlossene Teilmenge von X, welche M enthélt.

M = ﬂ A. _
MCAeA

So ist etwa A genau dann abgeschlossen, wenn A = A.



Ein wichtiges Beispiel fiir eine Topologie aus der Analysis ist die Normtopologie:

Definition 1.4.3 (Normierter Vektorraum).
Es sei V ein Vektorraum iiber K € {R, C}. Eine Norm ist eine Abbildung ||-||: V — Rx>g
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir v € V gilt ||v|| = 0 genau dann wenn v = 0.
(i) Firv eV, A e Kgilt || Av| = |A] - |Jv]].
(iii) Fiir v,w €V gilt || + w|| < [|v]| + [Jw]l-

Das Paar (V, ||-||) ist ein normierter Vektorraum. Eine Teilmenge U C V ist offen, falls es
fiir jeden Punkt p € U ein € > 0 gibt mit
Be(p) ={xecV||z—pl<e} CU J

Mit dieser Definition offener Mengen wird jeder normierte Vektorraum V mit einer
Topologie ausgestattet. Durch die Norm ldsst sich ein Grenzwertbegriff einfithren: Fiir eine
Folge (vn)nen C V ist die Konvergenz gegen v € V definiert durch

lim v, =v <= lim|jv—v,| =0
n—oo n—oo

(Nullfolge in R). Der Abschluss einer Teilmenge M C X kann charakterisiert werden durch
die Menge aller Grenzwerte

M:{UEV‘Esgibt(vn)neNngit lim vn:v}.

n—oo

Beispiel 1.4.4 (Die Standardtopologie auf K").
Der Vektorraum V = K" kann mit verschiedenen Normen ausgestattet werden, etwa

I sally = Lo P 4 zal®s @1, @) = max{Jaal, .., [2al}.

Nach einem Satz der Analysis sind auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum alle Normen
dquivalent, d.h. fiir ||-||, ||-||' Normen auf V gibt es Konstanten ¢, C' > 0 mit

cllv]| < ]| < C|vl| fiir alle v € V.

Daraus folgt, dass sdmtliche Normen die gleiche Topologie definieren und auch Folgenkonver-
genz unabhingig von der gewahlten Norm ist. Dies rechtfertigt es, von der Standardtopologie
oder euklidischen Topologie auf V zu sprechen. _



Kapitel 2

Algebraische Komplexitiatsklassen

In diesem Kapitel fithren wir grundlegende Konzepte der algebraischen Komplexitétstheorie
ein. Wir definieren ein Komplexitdtsmafl fiir Polynome, und ordnen dann Folgen von
Polynomen in Komplexitétsklassen ein. Wir fithren einen Reduktionsbegriff ein und lernen
vollstdndige Familien kennen.

Die Darstellung folgt in einigen Teilen dem Buch von Biirgisser [Biir00, Kapitel 2], eine
knappe Darstellung der Theorie findet sich auch im Buch von Arora und Barak [AB09,
Kapitel 16].

2.1 Arithmetische Schaltkreise

Die Definitionen in diesem Abschnitt orientieren sich an [Vol99, Abschnitt 5.1].
Beispiel 2.1.1.

Um das Polynom X? — Y2 € R[X,Y] in (z,y) € R? auszuwerten, gibt es (mindestens) die
folgenden Moglichkeiten:

(i) Berechne a ==z -x, b:=y-y, c:=a — b, dann ist ¢ das Ergebnis.
(ii) Berechne @' ==z +y, b =2 —y, ¢ :=ad’ -V, dann ist ¢ das Ergebnis, da

2t =y = (x+y)(z—y).

Da die Multiplikation von (Gleitkomma)Zahlen im Allgemeinen aufwéndiger als die Addition
ist, scheint die zweite Methode der ersten zunichst iiberlegen. Andererseits sind die
Multiplikationen z - x und y - y unabhéngig voneinander und kénnen parallel berechnet
werden. o

Wir definieren nun Schaltkreise, um Komplexitdtsmafle fiir die Auswertung von Poly-
nomen definieren zu kénnen.
Definition 2.1.2 (Basis).
Sei M eine Menge von Werten und S = {s; };cs eine Familie von Funktionen s;: M®* — M,
wobei a; € Ny die Stelligkeit von s; ist. Das Paar (M, S) nennen wir eine Basis. _
Beispiel 2.1.3.
Um die Boolesche Arithmetik darzustellen, ist eine mogliche Basis M = {0,1} und
S ={V,A,—,0,1}, wobei V und A zweistellig, — einstellig und 0, 1 nullstellig (Konstanten)
sind. N
Definition 2.1.4 (Schaltkreis).
Ein Schaltkreis C = (G, o, f,w) tiber der Basis (M, S) mit n Eingéingen und m Ausgéngen
besteht aus folgenden Komponenten;

e Ein gerichteter Graph G = (V, E), welcher keine gerichteten Zyklen enthélt.

11
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e Eine injektive Abbildung «: V' — N, welche eine topologische Ordnung auf G
induziert, d. h. fiir (u,v) € E ist a(u) < a(v).

e Eine Abbildung 5: V — SU{Xy,...,X,}, welche die Berechnungsgatter markiert.
Fiir v € V mit eingehendem Grad deg;, (v) erfiillt 5:

— Fiir deg;,(v) = 0 ist S(v) € S eine nullstellige Funktion oder f(v) = X; eine
FEingangsvariable. Dabei wird jedes X; hochstens einmal getroffen.
— Falls deg;, (v) > 1, ist S(v) = s; € S eine Funktion mit Stelligkeit a; = deg;, (v).

e Eine Abbildung w: V' — {x} U{Y1,..., Y}, die die Ausgabegatter markiert:

— Auf die Teilmenge { v € V' | deg,,;(v) = 0} eingeschrinkt definiert w eine Bi-
jektion mit {Y3,...,Y,,}.
— Fir alle v € V mit deg,,;(v) > 1 ist w(v) = *.

Die Grifse size(C') eines Schaltkreises C sei die Anzahl der Berechnungsgatter. Die Tiefe
depth(C) ist die Linge eines langsten gerichteten Pfades in G. _

Definition 2.1.5 (Boolescher Schaltkreis, arithmetischer Schaltkreis).
(i) Ein Boolescher Schaltkreis ist ein Schaltkreis iiber der Basis ({0,1},5), wobei S =
{V,A,—,0,1}.
(ii) Ein arithmetischer Schaltkreis iiber einem Ring (R, +,-) ist ein Schaltkreis iiber der
Basis (R, S) mit S = {+, -} UR, wobei wir Elemente aus R als nullstellige Funktionen
auffassen. _

Wir wollen nun erklédren, was die von einem Schaltkreis C' berechnete Funktion ist.

Seien x1,...,x, € M Eingabewerte. Wir definieren fiir v € V:
e Falls f(v) = Xj, so definiere val,(x1,...,x,) = z;.
e Falls f(v) = s; € S eine nullstellige Funktion, also eine Konstante ¢ € M ist, so
definiere val,(z1,...,x,) = c.
e Falls 5(v) = s; € S Stelligkeit a > 1 hat, so besitzt v genau a Vorgéingerknoten
U1,...,Vq. Diese seien sortiert nach a(vy) < --- < a(v,), dann definiere rekursiv
valy(z1, ..., xn) = si(valy, (x1,...,2pn), ..., valy, (z1,...,2,)).

Die Rekursion ist wohldefiniert, da die Definition von val, nur auf val,y mit a(v’) < a(v)
zuriickgreift.

Definition 2.1.6 (Von einem Schaltkreis berechnete Funktion).
Ist C ein Schaltkreis iiber (M, S) mit n Eingéingen und m Ausgingen, so ist die durch C'
definierte Funktion fo: M™ — M™ definiert als

fe(zy, .. mn) = (Va1 v (@1, - ), -y VAl iy, ) (21,4, @) _

Bemerkung.

Sind die Funktionen aus S symmetrisch in ihren Eingabewerten, wie etwa bei den angegebe-
nen Basen zu booleschen und arithmetischen Schaltkreisen iiber kommutativen Ringen, so
bendtigt man zur Auswertung keine konkrete topologische Sortierung. Aus diesem Grund
spezifizieren wir im Folgenden keine spezielle Ordnung fiir diese Schaltkreise. _

Beispiel 2.1.7.
Folgender arithmetischer Schaltkreis iiber R berechnet die Funktion

f: R3 —>R2, ($1,:L’2,l’3) — (—:L’l'ZL‘Q,J}l—I—l‘Q':L'g).
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j% !

Dieser Schaltkreis hat Grofie 4 und Tiefe 2. _J

2.2 Die Klassen VP und VNP

Die Definitionen in diesem Abschnitt finden sich etwa in [AB09, Abschnitt 16.1] oder [Biir00,
Abschnitt 2.1]. Letzterer nutzt ein anderes Berechnungsmodell (straight-line programs),
welches jedoch zu arithmetischen Schaltkreisen dquivalent ist ([AB09, Lemma 16.6]).

Fixiere einen Koérper K. Ist C ein algebraischer Schaltkreis iiber K mit n Eingéngen
und einem Ausgang, so folgt aus der Konstruktion von fo, dass fo: K" — K eine
Polynomfunktion berechnet.

Definition 2.2.1 (Schaltkreiskomplexitat eines Polynoms).
Ist f € K[X1,...,X,] ein Polynom, so definiere die Komplexitit

L(f) :== min { size(C) | C ist arith. Schaltkreis iiber K, fo = f (als Funktion) } .

Definition 2.2.2 (p-Familie).
Eine p-Familie ist eine Folge von Polynomen (f,,),en, sodass es polynomiell beschréinkte
Funktionen p,¢: N — N gibt mit f, € K[X1,..., X,)] und deg f, < g(n). _
Beispiel 2.2.3.
e Die Folge f, = X1 ---X,, € K[X1,...,X,] ist eine p-Familie (p(n) = ¢(n) = n
geniigen). Offenbar ist L(f,) € O(n).
e Die Determinante einer nxn-Matrix, definiert {iber die Leibnizformel

X1 ... Xln

det | . :ZSign(U)'chr(l)"'Xna(n) (2.1)
Xn1 ... Xpn o€Sn

definiert eine p-Famile von Polynomen (det,),en (p(n) = n?, g(n) = n).

Streng genommen miissten wir noch eine Anordnung der Variablen X;; <+ X}, wihlen,

es ist jedoch praktischer, die Variablen wie gewohnt mit zwei Indizes zu indizieren.
e Lisst man in Gleichung (2.1) das Signum der Permutation weg, so erhélt man die

Permanente
X1 ... X
perm I = Z Xla(l) to X’rw(n)7 (22)
Xn1 ... Xun oESn
welche ebenfalls eine p-Familie (perm,,),ecn definiert. _

Wir fithren nun Klassen von p-Familien ein, welche wir im Folgenden untersuchen
wollen.
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Definition 2.2.4 (VP, VNP).
(i) Die Klasse VP besteht aus den p-Familien (f,),, sodass L(f,) = O(n°) fiir ein
ceN.
(ii) Die Klasse VNPg besteht aus den p-Familien (f,),, sodass es polynomiell be-
schrinkte Funktionen p: N — N, p: N — No und eine Familie von Polynomen
fn€ K[Xq,... ,Xp(n),yl, e ,Y},/(n)] gibt mit (f,)n € VPg und

fn(X1>-"7Xp(n)): Z fn(Xlw-'aXp(n)aela"-aep’(n))'
ec{0,1}r'(m)

Ist der Grundkorper aus dem Kontext klar, so schreiben wir einfach VP und VNP. |
Ist p/(n) =0, so ist f, € K[X1,..., Xpr)) und die Summe ist definiert als

S X X)) = FalXa, o Xpw)).
e€{0,1}0

Insbesondere ist VP C VNP (p'(n) kann immer konstant 0 gesetzt werden). Die Namen
VP und VNP sind zu Ehren Valiants gew&hlt worden, welcher diese Klassen in der Arbeit
Completeness Classes in Algebra eingefithrt hat [Val79]. In Abschnitt 2.6 gehen wir auf die
Analogie zu P und NP genauer ein.
Beispiel 2.2.5 ((imm,,), € VP).
Wir wollen iterierte Matrixmultiplikation (IMM) durch eine Familie von Polynomen be-
schreiben.

Seien Xi(f) Variablen fiir 1 < 4,5, <nund Ay = (X.(Z)

ij )i.j=1 Matrizen. Definiere imm,
als die erste Komponente des Matrixprodukts

4,j=1

imm,, == (A1 . AQ“'An)ll S K[Xﬁ), . ,XT(LZ]

(ein Polynom in n® Variablen). An der Definition des Matrixprodukts sieht man, dass
sdmtliche Eintrige von A; - A2 homogene Polynome vom Grad 2 sind. Setzt man dies
iterativ fort, erhdlt man, dass die Eintrdge von Aj - - - A, homogene Polynome vom Grad n
sind. Dies zeigt, dass (imm,,),, eine p-Familie ist.

Das Produkt A - A; hat n? Eintrige, wobei jeder Eintrag von der Form

XX XX XX

ist. Der Schaltkreis mit n?4n? Eingéingen und n? Ausgingen, welcher zunichst alle Produkte
X Z-(]-I)X](.i) berechnet, und dann die Terme in jeder der n? Komponenten zusammenaddiert,
beinhaltet n? - n = n3 Multiplikationsgatter und n? - (n — 1) Additionsgatter.

Nutzt man n — 1 dieser Schaltkreise, um nacheinander

Ar-As, (Aids)-As, oo (A Ay - A,
zu berechnen, so erhilt man einen Schaltkreis C,, mit size(C,,) = O(n*), welcher alle
Eintrige von A; - - - A,, berechnet. Insgesamt sehen wir, dass (immy,,),, € VP. _
Das Verfahren zeigt auch, dass Familien von passenden rechteckigen Matrizen A1, ..., A,

mit polynomiellem Aufwand in der Gesamtzahl der Eintriige berechnet werden kénnen.

Wir wenden uns nun den Familien (det, ), und (perm,,), zu. Die Leibnizformel (2.1)
ist zur effizienten Berechnung ungeeignet, da sie O(n!) Additionen und O(n -n!) Multiplika-
tionen beinhaltet. Dennoch kénnen wir die Determinante mittels polynomiellem Aufwand
evaluieren.
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Satz 2.2.6.
(dety,), € VP.

Beweis. Wir nutzen den Samuelson-Berkowitz- Algorithmus, um das charakteristische Poly-
nom det(T - I, — A) von A = (X;;)7';—; mittels Matrixmultiplikation auszurechnen. Die
Determinante erhélt man dann als den konstanten Term dieses Polynoms.

Es sei A, = (XU);" =1 die Untermatrix der ersten r Zeilen und Spalten; zerlege dann diese
Matrizen in folgende Blocke:

Ry ‘ Xor

Da R, ein Zeilenvektor und S, ein Spaltenvektor ist, ergibt das Matrixprodukt R, - A¥ - S,
(k € Ng) eine 1x1-Matrix, also einen Eintrag aus K[X]. Definiere die Matrizen

0 falls i < j
1 falls i = j
T = (T0) € Mat, 1y (K[X]), TV =
( ij ) (r+1)x ( [7]) 5 X1t falls 4 —j+1

—RyATIT2S, falls i > j + 2.

Dann ist P =7 .70~ ...7(1) ¢ (K[X])"*! ein Vektor, welcher die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms von A beinhaltet:

XA(T) = Py T" + PT" ' 4 4 Py

Fiir den konstanten Term erhélt man nun det(A) = (—1)"P,,41. Diese Berechnungsvorschrift
konnen wir mittels eines Schaltkreises polynomieller Grofle realisieren:

e Fiir festes r € {1,...,r} kann man jeden einzelnen Eintrag von T() als Matrixprodukt
mit einem Schaltkreis der GréBie O(r#) berechnen (Beispiel 2.2.5).

e Fiigt man diese (r 4+ 1)xr Schaltkreise zusammen, kann man die vollsténdige Matrix
T() mit einem Schaltkreis der GroBe O(r®) berechnen.

e Fiigt man diese n Schaltkreise fiir T .., T zusammen, und berechnet dann das
Matrixprodukt 7" ... T so liefert dies einen Schaltkreis fiir den Koeffizientenvek-
tor P der GréBe O(n7).

Eine Herleitung und Analyse dieses Verfahrens findet sich in dem Artikel von Abdeljaoued
[Abd97, S. 21-32] (insbesondere wird dort auch auf die Korrektheit eingegangen). O

Satz 2.2.7.
(perm,,), € VNP.

Beweis. Es sei f, = perm,,(X11,..., Xn,) und (Yij)it ;=1 eine weitere Matrix mit Unbe-
stimmten als Eintrége. Definiere

n

n n n n
o= I Q=YY | [ TID v ) [ 11D YeXy | € KIX Y],

i=1i' xor j=j'

~ = Bu(Y) = (X.Y)
=tan(Y)
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Ist nun e = (e;5) € {0,1}"*" eine Belegung der Y;;, so ist a(e) € {0,1}. Genauer ist
a(e) = 1 genau dann wenn e;je; ;v = 0 fiir alle Indizes mit ¢ = 7', j # j' oder umgekehrt,
d.h. jede Zeile/Spalte von e enthélt hdchstens eine 1. Ist a(e) = 1, so beinhaltet die
Summe in 5 hochstens einen Eintrag # 0, d.h. a(e) - f(e) = 1 genau dann, wenn e eine
Permutationsmatriz ist. In diesem Fall ist dann

n n n
In( X1, X, €11, - €nn) = 1+ Hzez’inj = HXio(i)v
i=1 j=1 i=1

wobei ¢ die durch die Matrix e dargestellte Permutation ist. Ist e keine Permutationsmatrix,
so verschwindet a(e)B(e) und g, (X, e) ist das Nullpolynom. Insgesamt erhalten wir

n
Z In(X11, -, Xnns €11, - -+ €nn) = Z HXZ-U(Z-) = perm,, .

e€{0,1}nxn 0€S, i=1
Schliefllich schétzen
L(gn) < L(om) + L(Bn) + L(7a) + 2 = O(n*) + O(n?) + O(n?),
also (gn)n € VP. Damit ist (perm,,),, € VNP gezeigt. O

Analog zum P versus NP Problem lautet nun Valiants Hypothese

VP £ VNP.

2.3 Projektionen und Vollstindigkeit

Um die schwierigsten Probleme in NP auszuzeichnen, fiithrt man den Begriff der Polynomi-
alzeitreduktion ein. Fiir die hier betrachteten algebraischen Komplexitétsklassen definieren
wir ein analoges Konzept, welches jedoch deutlich restriktiver ist.

Definition 2.3.1 (Projektion, <,, abgeschlossen unter Projektionen).
(i) f e K[X1,...,X,] ist eine Projektion von g € K[X1,...,X,,], wenn es eine Substi-
tution a = (a1, ...,am), a; € {X1,...,Xp} UK gibt mit

f(Xla"'vXn) :g(al7"'aam)‘

In diesem Fall schreiben wir f < g.

(i) Sind (fn)n, (9n)n p-Familien, so schreiben wir (fy,)n <p (gn)n, falls es eine polynomiell
beschriinkte Funktion ¢: N — N gibt mit f, < gy, fiir alle n € N.

(iii) Eine Menge von p-Familien C nennen wir unter Projektionen abgeschlossen, falls fiir
p-Familien (f)n <p (gn)n mit (gn)n € C stets auch (fy), € C gilt. N

Beispiel 2.3.2.
Sei f, = X1---X,, dann ist f, < det,,, denn die Substitution

Xy s X; falls z :]:
0 falls ¢ # j.

realisiert f, als Projektion der Determinante:
X4 0
det =X Xp = fn
0 Xn

Tatséchlich ist (dety,), sogar eine sogenannte universelle Familie, d.h. fiir jedes Polynom
feK[Xy,...,X,] gibt es ein m € N mit f < dety,. |
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Lemma 2.3.3 (VP, VNP sind abgeschlossen unter Projektionen).
Sind (fn)n <p (gn)n p-Familien, so haben wir die Implikationen

(i) (gn)n € VP = (fn)n € VP.
(ii) (gn)n € VNP = (fy)n € VNP.

Beweis. (i) Es seizunéchst f eine Projektion von g mittels der Substitution X; — a;. Ist
C ein Schaltkreis, welcher g berechnet, so erhélt man durch Ersetzen der Eingangsvariablen
durch die a; einen Schaltkreis gleicher Grofle, welcher f berechnet. Dies zeigt L(f) < L(g).
Ist nun f,, < gy fiir eine polynomiell beschrénkte Funktion ¢(n) = O(n®) und L(g,) = p(n),
so folgt
L(fn) < L(gyn)) = p(t(n))-

Ist (gn)n € VP, so ist p polynomiell beschrinkt, und damit auch pot¢, d.h. (f,), € VP.

(i) Essei fn(X1,..., Xpm)) < gen) (X1, - -+, Xy(u(n))) durch Substitutionen X; — az(-n).
Haben wir eine Darstellung

gn(le"'vXq(n)) = Z gn(Xla-”vXq(n),elw'-veq’(n))a
ec{0,1}4'(™)

wie in Definition 2.2.4, so ist

fn(Xla'”?Xp(n)) :gn(ala‘--uaq(t(n))) = Z gn(ala"'7aq(t(n))7617"')6q’(n))'
ec{0,1}a'(n)

Nach (i) ist (Gn(a1,- - -, agm))» €1, - - - €q(n)))n € VP, daher ist die definierende Eigenschaft
fiir (fn)n € VNP gezeigt. O

Nachdem wir nun einen Reduktionsbegriff eingefithrt haben, definieren wir einen
analogen Begriff zu NP-Schwere und NP-Vollstdndigkeit. Im Folgenden sei C eine Klasse
von p-Familien, welche unter p-Projektionen abgeschlossen ist, etwa VP oder VNP.

Definition 2.3.4 (C-Schwere, C-Vollstandigkeit).
Es sei (gn)n eine p-Familie.

(1) (gn)n ist C-schwer, falls (fn)n <p (gn)n fir alle (f,)n € C.
(ii) (gn)n ist C-volistdndig, falls (gn)n C-schwer ist und selbst in C liegt. _

Diese Begriffe wenden wir nun auf die Klasse VNP an. Tatséichlich existieren {iber jedem
Grundkoérper VNP-vollstdndige Familien, zum Beispiel

HC,, = Z Xlo(l) T Xno(n) € K[X117 s ’Xnn}
g€S,, Zykel
der Liange n
(vergleiche die Arbeit von Valiant [Val79, Theorem 3]). Vollstdndige Familien représentieren
die schwierigsten Probleme einer Klasse, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 2.3.5 (Vollstindige Familien charakterisieren ihre Klasse).
FEs sei (gn)n eine C-vollstindige Familie.

(i) Eine p-Familie (fn)n liegt in C genau dann, wenn (fn)n <p (gn)n-
(i) Ist (gn)n VNP-vollstindig, so gilt VP = VNP genau dann, wenn (g,), € VP.

Beweis. (i) Ist (fu)n € C, soist (fu)n <p (gn)n, da (gn)n C-schwer ist.
Ist umgekehrt (fn)n <p (gn)n, so folgt aus der Abgeschlossenheit von C unter Projektionen
aus (gn)n € C auch (fn)n €C.

(ii) Falls VNP = VP, so ist sicher (gn)n € VP.
Es sei umgekehrt (gy), € VP. Fiir jedes (f,)n € VNP, ist (fn)n <p (gn)n. Da VP unter
Projektionen abgeschlossen ist, ist also auch (f,), € VP. O
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2.4 Die Vollstiandigkeit der Permanente

Satz 2.4.1 ((perm,,), ist VNP-vollstindig).
(permy,,), ist VNP-vollstindig iber jedem Korper der Charakteristik # 2.
Bevor wir eine Beweisidee dieses Satzes geben, gehen wir noch auf eine eingeschriankte
Familie von Schaltkreisen ein.
Definition 2.4.2 (Formeln, Le¢(f), VPe, VNP,).

(i) Ein algebraischer Schaltkreis ist eine Formel, falls der zugrundeliegende Graph G
ein (gerichteter) Baum ist. Die Grofle der kleinsten Formel, welche ein Polynom f
berechnet, bezeichnen wir mit Le(f).

(ii) Die Klasse VP, besteht aus den p-Familien (fy,),, sodass Le(fn) = O(n®) fiir ein
ceN.

(iii) Die Klasse VNP, besteht aus den p-Familien (f5,), sodass es polynomiell beschrénkte
Funktionen p,¢: N — N und Polynome f, € K[X1,..., Xy, Y1, ..., Yyn)] gibt mit

(f)n € VP, und

fn(Xla---,Xp(n)) = Z fn(Xl,...,Xp(n),el,...,eq(n)). _
ec{0,1}a(n)

Das ,,e“ in VP, steht fiir ,expression®. Offenbar ist L(f) < L¢(f) und damit VP, C VP
und VNP, C VNP. Die Forderung, dass der Graph ein Baum ist, besagt anschaulich, dass
der Algorithmus kein Zwischenergebnis mehrfach verwenden darf.

Beispiel 2.4.3.
Ein lineares Polynom /,(X) = ap + a1 X1 + - - - + a, X, lésst sich durch eine Formel der
GroBle O(n) berechnen:

S
Somit ist (¢,)n € VPe. _

Es ist unbekannt, ob das Berechnungsmodell der Formeln genauso méchtig ist wie jenes

l

der beliebigen Schaltkreise, also ob VP, L VP. Andererseits gilt folgendes iiberraschendes
Resultat.

Satz 2.4.4 (VNP = VNP,).
Wir haben die Inklusion VNP C VNP,. Insbesondere ist damit VNP = VNP,.

Beweis. [Biir00, Theorem 2.13]. O

Der Beweis nutzt nun folgende kombinatorische Interpretation der Permanente:
Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit einer Gewichtsfunktion w: £ — K U X. Es sei
A = (a;5) € Mat)y (K U X) die Gewichtsmatrix mit
{w((vi,vj)) falls (v;,vj) € E,
al-j =

sonst.
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Definiere dann perm(G) := perm(A) € K[X]. Da die Permanente invariant unter Permuta-

tion der Zeilen und Spalten ist, hiingt dies nicht von der Nummerierung der Knoten ab.

Eine Zykleniiberdeckung (w1, ...,m) von G ist eine Uberdeckung von V mit disjunkten
(4) (4)

Zyklen my,...,m. Ist m = (vy 7, . .. ;U ), so definieren wir

7 Zyklen-
iiberdeckung

Beweis von Satz 2.4.1. Wir haben bereits in Satz 2.2.7 gesehen, dass (perm,,), € VNP.
Der Beweis der VNP-Schwere ist aufwindiger und wird im Buch von Biirgisser ausfiihrlich
dargestellt [Biir00, Abschnitt 2.2]. Wir geben hier nur die wesentlichen Schritte an.
Schritt 1: Sei (f,)n, € VNP. Nach Satz 2.4.4 ist (f,)n € VNP, wir konnen also annehmen,
dass . )

X)) = > falXie),  (fa)n € VPe

ec{0,1}4(n)

Schritt 2: Es sei nun F,, := Le( fn) und C eine Formel mit E,, Gattern, welche f,, berechnet.
Dann konstruiert man aus C explizit einen gewichteten Graphen G,, mit F, + 1 Knoten,
sodass perm(G,,) = f, [Biir00, Proposition 2.16].

Schritt 3: Aus dem Graphen G,, konstruiert man nun einen gewichteten Graphen F mit
hochstens 6(FE, + 1) Knoten, sodass

fX) = Y falX,e) = perm(F) (2.3)

ec{0,1}4(m)

[Biir00, Proposition 2.17]. In dieser Konstruktion werden dem gewichteten Graphen G,
geschickt konstruierte Teilgraphen hinzugefiigt, um die Summation iiber e € {0,1} als
Summe iiber die Zykleniiberdeckungen zu erreichen.

Schritt 4: Die Gleichung (2.3) zeigt, dass f,, < permgg (wobei die Substitution der
Eintrige gerade die Gewichtematrix von F' ist). Somit ist schlieflich (fy,), <p (perm,,)p
gezeigt. O

Einer dieser ,, Bausteine® besitzt Kantengewichte der GroSe 42; an dieser Stelle des
Beweises wird verwendet, dass char(K) # 2, also 2 # 0 ist. Im Falle char(K) = 2 ist
—1 =1, daher stimmen dort die Definitionen von det,, und perm,, iiberein. Es wird nicht
erwartet, das in diesem Fall (perm,,),, VNP-schwer ist, da dies VNP = VP zur Folge hétte
(siehe auch Satz 2.6.2).

Dieses Resultat zusammen mit Lemma 2.3.5 zeigt, dass Valiants Hypothese (iiber einem
Korper der Charakteristik # 2) dquivalent ist zu

(perm,,), ¢ VP.

2.5 Die Komplexitidt der Determinante

Ist (fn)n € VP eine VP-vollstéindige p-Famile, so ist nach Lemma 2.3.5(i) VP = VNP genau
dann, wenn (perm,,), <p (fn)n. Es ist bislang nicht bekannt, ob (det,,), VP-vollstéindig
ist, zumindest ist (det, ), vollstindig fiir eine Teilklasse von VP.
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Definition 2.5.1 (Schwach-schiefe Schaltkreise, Lys(f), VPws)-
(i) Ein Schaltkreis C' ist schwach-schief (engl. weakly skew), falls der zugrundeliegende
Graph G folgende Eigenschaft erfiillt:

() Ist v ein Multiplikationsgatter mit eingehenden Kanten «, § € E, so fithrt das
Entfernen von « oder 8 dazu, dass G (ungerichtet) unzusammenhéngend wird.

Die Grofie des kleinsten schwach-schiefen Schaltkreises, welcher ein Polynom f
berechnet, bezeichnen wir mit Lys(f).

(ii) Die Klasse VPy;s besteht aus den p-Familien (f,,),, sodass Lys(f,) = O(n®) fiir ein
ceN. _

Die Forderung, dass die berechnenden Schaltkreise schwach-schief seien, bewirkt, dass
fiir jede Multiplikation mindestens einer der Faktoren ausschlieflich fiir dieses Produkt
berechnet wurde. Offenbar liegt VPys zwischen VP, (noch restriktivere Schaltkreise) und
VP (keine Restriktionen auer polynomielle Grofie). Wie in Lemma 2.3.3 sieht man, dass
VPys unter Projektionen abgeschlossen ist.

Beispiel 2.5.2.
e Der Schaltkreis aus Beispiel 2.1.7 ist nicht schwach-schief, da die Bedingung (x) fiir
das mittlere Multiplikationsgatter verletzt ist.
e Der Schaltkreis fiir imm,, aus Beispiel 2.2.5 l&sst sich leicht zu einem schwach-schiefen
Schaltkreis umbauen:
Es sei 0.B.d. A. n > 2. Aus der Konstruktion ist ersichtlich, dass jedes Multiplika-
tionsgatter mindestens eine Eingangsvariable Xi(]l) (I > 2) unmittelbar als Eingang
besitzt. Gibt man jedem einzelnen Multiplikationsgatter sein , eigenes* Eingangsgatter
Xi(jl-), so ist der resultierende Schaltkreis sicher schwach-schief. Dabei wird die Grofie
des Schaltkreises hochstens verdoppelt (es kommen hochstens so viele Knoten hinzu,
wie es Multiplikationsgatter gibt).
e In Satz 2.2.6 haben wir die Determinante mithilfe iterierter Matrixmultiplikation
berechnet. Realisiert man im dortigen Schaltkreis die Multiplikation durch schwach-
schiefe Schaltkreise, so liefert dies (det,), € VPys. Ahnlich wie bei der Matrixmulti-

(r)

plikation miissen Kopien der Schaltkreise fiir TZ-J genutzt werden, da die Ergebnisse

nicht wiederverwendet werden konnen. _

Satz 2.5.3 ((dety,), ist VPys-vollstandig).
Jedes Polynom f € K[X] ist eine Projektion von dety+1, m = Lys(f). Insbesondere ist
(dety,)n VPys-vollstindig.

Beweis. [MPO08, Theorem 7). O
Wir haben also die Aquivalenz
VP, = VNP = (perm,, ), <p (dety)n,

sodass (perm,,), %, (det,), zwar notwendig, aber nicht hinreichend fiir Valiants Hypothese
ist. Interessanterweise ist (det,, ), vollstindig fiir VP, wenn man zur Berechnung Schaltkreise
quasipolynomieller Gréfle zulésst:

Definition 2.5.4 (Quasipolynomiell, VQP, <;).
(i) Eine Funktion p: N — N wiichst quasipolynomiell, falls es ein ¢ > 0 gibt mit
p(n) e 200og"(n)),
(ii) Eine p-Familie (f,), liegt in VQP, falls L(f,) quasipolynomiell beschrinkt ist.
(iii) Sind (fn)n, (9n)n p-Familien, so schreiben wir (fy,)n <qp (gn)n, falls es eine quasipo-

lynomiell beschrénkte Funktion ¢: N — N gibt mit f,, < gy, fiir alle n € N. _



Sicher ist VP C VQP, tatséchlich ist sogar VQP € VNP [Biir00, Corollary 8.9]. Es gilt
nun folgendes Resultat.

Satz 2.5.5 ((det,), ist VQP-Vollstandig).
(dety)n ist gp-vollstindig fir die Klasse VQP, d.h. (fn)n <qp (dety)n fir jede Familie
(fn)n € VQP.

Beweis. [Biir00, Corollary 2.29] oder [MP08, Theorem 4]. O
Auf diese Weise erhélt man die Aquivalenz
VNP C VQP = (perm,, ), <qp (det)s,.
n

Die Hypothese VNP ¢ VQP ist also eine stdrkere Aussage als Valiants Hypothese, und
wird auch als Valiants erweiterte Hypothese bezeichnet.

2.6 Ein Vergleich mit P und NP

In diesem Abschnitt wollen wir uns kurz der Analogie von VP vs. VNP und P vs. NP
widmen. Die Darstellung folgt Computational Complexity: A Modern Approach [AB09,
insbesondere Abschnitt 16.1].

Definition 2.6.1 (P/poly).
Eine Sprache A C {0, 1}* liegt in P/poly, falls es eine Familie von Booleschen Schaltkreisen
(Ch)nen mit folgenden Eigenschaften gibt:

e (), hat Fingangsvariablen X1, ..., X,, und berechnet genau ein Ausgabegatter.
e size(C),) ist polynomiell beschrankt.
e Fiir alle n € N und z € {0,1}? gilt # € A genau dann wenn f¢, () = 1. _

Eine dquivalente Charakterisierung fiir A € P/poly ist, dass es eine deterministische
Turingmaschine polynomieller Laufzeit M und Worter (o, )nen, € {0,1}* polynomieller
Lénge gibt, sodass fiir z € {0,1}" gilt: © € A genau dann wenn M (x, cv,) akzeptiert [AB09,
Theorem 6.18]. Ersetzt man hier deterministisch durch nichtdeterministisch, so erhélt man
die Klasse NP /poly.

Ein Vergleich von Definition 2.6.1 und 2.2.4 zeigt, dass VP ein algebraisches Analogon
von P/poly ist: Eine Sprache A ist in P/poly, wenn die charakteristische Funktion von
AN{0,1}"™ von Booleschen Schaltkreisen polynomieller Gréfle berechnet werden kann.

Um eine Analogie von VNP und NP zu ziehen, erinnern wir an die Charakterisierung
von NP durch Zertifikate: A € NP, falls es eine Sprache B € P gibt, sodass fir « € {0,1}*
gilt

reA <= 3Jee{0,1}P¥1) . (x ¢) e B.
Dem Quantor Je € {0, 1}” entspricht der Ausdruck \/, . {0,130~ Das algebraische Analogon
des logischen Oders ist die Summe, also . {017

Wir zitieren noch folgendes Resultat, welches Valiants Hypothese mit P vs. NP in

Zusammenhang bringt.

Satz 2.6.2.
Angenommen VP = VNP diber einem Korper K, sodass entweder

(i) K ein endlicher Korper ist, oder
(ii) char(K) = 0 und die verallgemeinerte Riemann-Hypothese wahr ist.

Dann ist P/poly = NP /poly und die Polynomialzeithierarchie kollabiert auf die zweite Stufe.
Beweis. [Biir00, Corollary 4.6]. O



Kapitel 3

Das Orbitabschlussproblem

In diesem Kapitel iibersetzen wir Valiants Hypothese aus dem Kontext der algebraischen
Komplexitétstheorie in ein geometrisches Problem iiber Gruppenoperationen. Um die-
ses Problem untersuchen zu konnen, werden grundlegende Konzepte der algebraischen
Geometrie eingefiithrt. Die Situation wird am Beispiel des Waringranges illustriert.
Inhaltlich folgen wir dem Buch von Landsberg [Lan17, Kapitel 1] und der Arbeit von
Tkenmeyer [Ikel2, Kapitel 2 und 3|. Bei Verstindnis hat mir das Vorlesungsskript zur
geometrischen Komplexitétstheorie von Blidser und Ikenmeyer sehr geholfen [BI18].

3.1 Algebraische Komplexitidtsmafle

Definition 3.1.1 (Affine/lineare Projektion, determinantielle Komplexitat dc).
Es seien f € K[Xy,...,X,], g € K[Y1,...,Yy] Polynome.

(i) f ist eine affine Projektion von g, falls es lineare Polynome ¢1,..., ¢y, € K[X]<; gibt
mit

(X)) = g(b(X), .. b (X))

f ist eine lineare Projektion von g, falls die ¢; homogen (also aus K[X];) gewihlt
werden kénnen.

(ii) Die determinantielle Komplezitit dc(f) ist definiert als das kleinste k € N, sodass
f eine affine Projektion von dety ist. Konkret ist dc(f) die minimale Grofe einer
Matrix linearer Polynome A(X) = (¢;; (K))ﬁjzl € Maty (K [X]<1) mit

(11 (X) ... lp(X)
f(X) = det : :
(X)) 0 (X))

_

de(f) ist fur jedes Polynom definiert, da (det, ), wie in 2.5.3 gesehen eine universelle
Familie ist.

Lemma 3.1.2.
Eine p-Familie (fn)n liegt in VPys genau dann, wenn dc(f,) polynomiell beschrinkt ist.

Beweis. Falls (fn)n € VPys, 80 ist (fn)n <p (dety )y, also f, < det,,) fiir eine polynomiell
beschrinkte Funktion p. Nach Definition der determinantiellen Komplexitéit ist dann
de(fn) < p(n), also polynomiell beschrankt.

Es sei umgekehrt dc(f,) = p(n) € O(n). Seien ¢;; lineare Polynome, sodass f,, eine
affine Projektion von det),) ist. Wir wissen, dass lineare Polynome ag+ a1 X1+ -+ an X,

22
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Formeln linearer Grofle besitzen (Beispiel 2.4.3). Ist C,, ein schwach-schiefer Schaltkreis,
welcher det,, berechnet, so kénnen die Eingénge, welche mit der Eingangsvariablen X;;
belegt werden, durch die Formeln fiir ¢;; ersetzt werden. Der so resultierende Schaltkreis
C!, berechnet f,, ist selbst schwach-schief, und ist héchstens O(n)-Mal groBer als C,,. Dies
zeigt, dass Lys(f,) polynomiell beschrénkt ist. O

Interessanterweise ldsst sich also die Aussage ,VNP # VPy“ (fiir char(K) # 2)
dquivalent ausdriicken als

»Zu jedem ¢ € N gibt es ein ng € N mit dc(perm,,) > n° fiir n > ng.“

Eine analoge Aussage ldsst sich auch fiir VNP € VQP treffen. In dieser Formulierung kommt
nun unser Berechnungsmodell der arithmetischen Schaltkreise gar nicht vor; die Definition
fiir dc lasst sich lediglich mit Mitteln der (linearen) Algebra ausdriicken!

Fin Beispiel fiir ein anderes algebraisches Komplexitdtsmaf ist der Waringrang.

Definition 3.1.3 (Waringrang WRank, Waringzerlegung).
Es sei f € K[X]4 ein homogenes Polynom. Der Waringrang oder auch symmetrischer Rang
WRank(f) € Ny ist die kleinste Zahl r € N, sodass es Linearformen ¢1,... ¢, € K[X];
gibt mit

f=04 e

Eine solche Darstellung als Summe von Potenzen von Linearformen heiit Waringzerlegung
von f. _

Der Waringrang WRank(f) von f € K[X]; ist also das kleinste r € N, sodass f eine
lineare Projektion von X¢ + X¢ + ... + X4 ist.
Beispiel 3.1.4.
Das Polynom f = XY € C[X, Y] ist kein Quadrat einer Linearform, da

P = (a1 X +aY)? = a?X? + 20100 XY + a3Y? L xy

durch Koeffizientenvergleich a? = a3 = 0, also £ = 0 liefert, im Widerspruch zu f # 0.
Somit ist WRank(f) > 2, und es herrscht Gleichheit, da

1 1 1 1 1 1

XY =-X?2+ XY +-Y2_-2X%24_-XY —-Y?
1 s T 1 s 4
1 1 1 1.\? i i \2
= (X+Y) - (X-Y)?2=(=X+-Y -X--Y) . |
2( +Y) 2( ) <2 *3 > +<2 2 )

Es stellt sich die Frage, ob jedes Polynom eine Waringzerlegung besitzt. Uber den
komplexen Zahlen kénnen wir diese Frage positiv beantworten:
Lemma 3.1.5 (Erste Eigenschaften des Waringrangs).
(i) Jedes Polynom f € C[Xy,...,X,]q besitzt eine Waringzerlegung.
(ii) WRank(f) ist das kleinste r € N, sodass es {1, ..., 0, € C[X]1, A1,..., A\ € C gibt
mit
f=M0 4 N0

(iii) Ist A € C\ {0}, so ist WRank(Af) = WRank(f).

Beweis. (ii) Eine Waringzerlegung ist von der Gestalt des Lemmas (A; = --- = A\, = 1).
Umgekehrt kann man in jede Potenz einer Linearform einen Skalar hineinziehen, da in C
jede Zahl eine d-te Wurzel besitzt:

A (@ X+ -+ anXn)? = (VAa) X1+ -+ (VAan X)) "
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Dies zeigt, dass jede Darstellung aus dem Lemma zu einer Waringzerlegung der gleichen
Lénge umgeformt werden kann:

[= ZM&(XL e X))t = Z&(%Xl, e YNX)?
=1 i—1

(iil) Ist f = >0, ¢4 soist Af = > I_; M4, Nach (ii) ist also WRank(\f) < WRank(f).
Wendet man die Argumentation auf f = %-)\ f an, so erhélt man die umgekehrte Ungleichung
WRank(f) = WRank(} - Af) < WRank(Af).

(i) Fiir das Polynom X - - - X, kann man eine explizite Formel angeben:

d d
1
Xl...Xd:% Z 51...5d.<zgjxj> )
=1

Cee{-1,1}4

Eine Analyse des Waringranges dieses Monoms findet sich im Buch von Landsberg [Lanl7,
Abschnitt 7.1.2 und 10.1.4], tatsichlich ist WRank(X; --- Xg) = 29=1 (ohne Beweis).
Durch eine Substitution {X1,..., X4} = {X1,..., X},

X1, Xg = X1, Xgp1=-=Xg 44, = Xo,

gewinnt man daraus eine Waringzerlegung fiir jedes beliebige Monom X’fl e X’gn. Da
jedes f € C[X], eine Linearkombination von Monomen vom Grad d ist, ist die Aussage
gezeigt. O

Korollar 3.1.6 (Globale Abschatzung fiir WRank).
Fiir jedes f € C[X1, ..., Xy]q ist WRank(f) < dime C[X7, ..., Xp]a = (771).

Beweis. Da jedes Polynom eine Waringzerlegung besitzt, spannen die Polynome der Form ¢¢,
e C[Xy,...,Xp]1 den Raum V = C[X7, ..., X,,]q auf. Da jedes Erzeugendensystem eine
Basis enthiilt, zeigt dies, dass es eine Basis von V der Form {¢¢,...,¢%} gibt (m = dim V).
Jedes f € V lisst sich als Linearkombination der éj-l schreiben, nach vorigem Lemma ist
WRank(f) < dimV. O

Waringzerlegungen konnen als eingeschrinktes Maschinenmodell fiir die Auswertung
von Polynomen angesehen werden: Das Polynom w = X {l + - -+ X9 hat Formelkomplexitiit

L(w)<r-(d—1)4+r—1=rd—1.
——"

rX (d-Potenz) Summe

Nach Satz 2.5.3 ist X ji + -+ 4+ X% somit eine Projektion von detg,. Wir folgern daraus:

Lemma 3.1.7.
Fir f € C[Xy,...,Xp]q ist de(f) < d- WRank(f).

Beweis. Ist f =44 + -+ €%, so ersetze in einer Projektion w < dety, die X; durch ¢;, um
f als affine Projektion von detg, zu realisieren. Dies zeigt dc(f) < d - WRank(f). O

3.2 Umformulierung als Orbitproblem

Wie im ersten Kapitel gesehen, operiert das Monoid Mat,, (C) auf dem Raum C". Wir
wollen diese Operation auf den Ring C[X7,..., X,,] iibertragen:
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Es bezeichne BT die transponierte Matrix, dann definiere fiir B = (bij)ij=1 € Mat,(C),
feC[Xy,..., X, und z € C"

(B> f)(a) = f(BTx).

Fasst man die Koordinaten = (z1,...,z,) als Variablen auf, so sieht man sofort, dass
auch B > f ein Polynom definiert:

f=> ap X{t-- XM eClXy,..., X,
|k|<d

By f= Z ag - (b X1+ -+ 4 by Xn)* - (b X1+ -+ bpn X)) (3.1)
|k|<d

Lemma 3.2.1 (Mat,,(C) operiert linear auf C[X1,..., X,]).
(i) Diese Abbildung Mat,,(C) x C[X1,...,X,] = C[Xy,...,X,] erfillt die Aziome einer
Monoidoperation.
(ii) Die Operation schrankt sich zu einer Operation auf C[ X1, ..., X,]q ein.
(iii) Sind f,g € C[X1,...,Xy], A e C=C[Xy,...,Xp]o und A € Mat,(C), so ist

A (f+g9=A>fl+(A>yg), A>(f-g9)=(A>f) - (A>g), ApA=A

Beweis. (i) Zunéchst ist I,, > f = f. Fiir A, B € Mat,,(K) rechnen wir unter Verwen-
dung von (AB)T = BTAT nach

(A (Br f))(x) = (B> f)(ATz) = f(B'ATz) = f((AB)'z) = (AB > f)(z).

(ii) Ist f € C[Xy,...,Xy]q homogen, so steht in (3.1) eine Summe von Produkten von
Linearformen. Da das Produkt von ki 4 - - - + k, = d Linearformen homogen vom Grad d
ist, liegt B > f wieder in C[X71,..., X4

(iii) Es seien A, f, g wie oben gegeben, so ist

(A> (f+9)(x) = (f+9)(ATx) = f(ATz) + g(ATz) = (A> f + A g)(2).

Die Rechnung verlauft vollig analog fiir die Multiplikation. Ist A ein konstantes Polynom, so
kommt in (3.1) kein Monom von positivem Grad vor, daher wird X invariant gelassen. [

Der letzte Punkt impliziert, dass die Zuordnung f +— A > f fiir ein festes A € Mat,,(C)
einen Ringhomomorphismus C[X] — C[X] definiert (A > 1 = 1 ist hier klar).

Nun sehen wir, dass sich der Waringrang ausdriicken lésst als Eigenschaft des Orbits
dieser Operation:
Satz 3.2.2 (Waringrang als Orbitproblem).
Es sei nun f € C[Xy,..., X,]a homogen vom Grad d, N = dim C[X}, ..., X,]4. Dann gilt
firr < N

WRank(f) <r <= fe&Maty(C)> (X{+---+X9).

Dabei ist die Operation von Mat(C) auf dem Raum C[X7, ..., Xn]4 zu verstehen, um
sicherzustellen, dass X ji, e X,Yv Rank(f) i1} diesem Raum enthalten ist.

Beweis. Es seil zunachst

f=0+ 40 mit £ =a,; X1+ 4 an X (3.2)
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Setze a;; := 0 fiir « > n oder j > 7, so erhalten wir eine Nx/N-Matrix A = (aij)%zl €
Matn(C). Einsetzen liefert

a1l ... Q1N
Gttt =| 0 e (XP 4+ X)) € Mat, (C) > (X + -+ + X9).

anNi ... QNN

Ist umgekehrt f = A (X{ + -+ X9) fiir ein A € Mat,,(C), zeigt selbige Rechnung, dass
f eine Waringzerlegung der Lénge < r besitzt:

f=A>(X¢+. ..+ X9 = Z(Zaw >

Dabei kénnen grundsétzlich Variablen X;, ¢ > n auftauchen, da diese jedoch nicht in f
vorkommen, koénnen wir fiir all diese Variablen X; = 0 substituieren und erhalten eine
Summe, in denen nur Xy, ..., X, auftaucht. O

Um eine analoge Aussage fiir die determinantielle Komplexitét treffen zu konnen,
machen wir zunéchst folgende Beobachtung: Es sei f ein Polynom vom Grad d mit
de(f) <r, also f = det(A(Xy,...,X,)), wobei

A = (Ay)i ;=1 € Mat,(C[X]<1), - (0) 4 Za

Homogenisiert man die linearen Polynome A;; mittels der Variablen Y, so erhélt man eine
Matrix A € Mat, (C[X1,..., Xy, Y]1) mit

det A = Z sign(co HAW () (X1,...,X,,Y) = Yr_df,

oES,

wobei f die Homogenisierung von f ist. Die Urspriingliche affine Projektion kann man
durch Y = 1 wieder zuriickgewinnen. Dies zeigt, dass f genau dann eine affine Projektion
von det, ist, wenn Y"~¢f eine lineare Projektion von det, ist.

Mit dieser Modifikation von f erreichen wir genau die Situation wie beim Waringrang,
sodass der Beweis vollig analog funktioniert. Nach Lemma 3.1.7 kénnen wir ein N abhéngig
von n und d wihlen, sodass dc(f) < N(n,d) fir alle f € C[X,..., X,]q.

Satz 3.2.3 (Determinantielle Komplexitat als Orbitproblem).
Es sei f € C[Xy,...,Xn]<q vom Grad d und f seine Homogenisierung. Es sei N > dc(f)
und wdihle eine beliebige Inklusion von {X1,..., X, Y} — {X11,..., Xnn}. Dann gilt fir
r<N

de(f) <r <= Y"%f e Maty2(C) > det,.

3.3 Grenzkomplexitét

Unser Ziel ist es nun, unter den Polynomen in C[ X1, ..., X,] jene mit beschrinkter Komple-
xitét beziiglich eines Komplexitétsmafies £: C[X] — N wie dc oder WRank auszuzeichnen.
Wir beschréinken uns dabei auf homogene Polynome vom Grad d, welche einen endlichdi-
mensionalen C-Vektorraum bilden:

V= C[Xl,. . .,Xn]d.
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Es sei nun U C V die Teilmenge der Polynome mit Komplexitit < c:
U={feVIL(f)<c}.

Da der Vektorraum V nach Beispiel 1.4.4 ein topologischer Raum ist, kann man der Frage
nachgehen, ob sich Polynome gréflerer Komplexitéit nicht zumindest durch Polynome
kleinerer Komplexititapprozimieren lassen . Formalisiert wird dies durch folgenden Begriff.
Definition 3.3.1 (Grenzkomplexitit £(f), WRank, dc).
Es sei f € C[Xy,...,Xy,]q. Die Grenzkomplezitit L(f) ist das kleinste r € N, sodass es
eine Folge (fn)nen in V gibt, welche gegen f konvergiert, und deren Elemente Komplexitét
L(fn) < r haben.
Insbesondere definiert dies WRank und dc fiir homogene Polynome. _
Es ist also L(f) < ¢, falls sich f beliebig gut durch Polynome von Komplexitit < ¢
approximieren lisst.
Beispiel 3.3.2 (WRank(XY?) < WRank(XY?)).
Es sei f(X,Y) = XY?2. Nach Lemma 3.1.5 ist WRank(XY?) < 3, da

6XY?=(X+Y)*+ (X -Y)*-2X°
Man kann zeigen, dass tatsichlich WRank(XY?) = 3. Allgemein haben Carlini, Catalisano

und Geramita eine geschlossene Formel fiir WRank(X " - .. X@) gefunden [CCG12].
Andererseits liasst sich f als Grenzwert von Polynomen mit Waringrang 2 schreiben:

1 1 3X3 —3e2X%Y 4+ 3eXY2 Y34 Y3
lim (o (eX — V)P + ——V3) = lim < o T xys,
e—0 \ 3¢ 3e e—0 3e
Dies zeigt WRank(f) < 2 < 3 = WRank(f). _

Wir kénnen nun Satz 3.2.3 auf die Grenzkomplexitét iibertragen:
Satz 3.3.3 (Das Orbitabschlussproblem der Determinante).
Es sei f € V=C[X1,...,Xn]a. Bs sei m € N mit m?> >n+1 und m > d und wihle eine
beliebige Inklusion von {X1,..., X, Y} = {X11,..., X;um }-

de(f)<m <= Y™ "f e Mat,:(C) > dety,.

Beweis. Eine Folge (f.)n, C V konvergiert gegen f genau dann, wenn (Y™ 9f,), in
C[X11,- -+, Xmm)m gegen Y™~ 94 f konvergiert (da die Koeffizientenvektoren bis auf Nul-
leintréige gleich bleiben). Nach Satz 3.2.3 ist dc(f,) < m genau dann wenn Y™ %f, im
Orbit von det,, liegt. Somit ist dc(f) < m genau dann, wenn Y™ ¢f im Orbitabschluss
von det,, liegt. O

Ein Vorteil der Grenzkomplexitit ist es, dass wir die Monoidoperation von Mat,, (C)
durch die Gruppenoperation von GL, (C) ersetzen konnen.

Lemma 3.3.4 (Die Orbiten unter Mat,,(C) und GL,,(C) haben denselben Abschluss).
Ist g € C[X1,...,XN]|q ein Polynom, so ist

Maty(C) > g =GLy(C)> g

Insbesondere trifft dies auf g = X{ + -+ X% und g = det,, (fir n> = N) zu.

Wir verwenden die Tatsache, dass die Operation von GLx(C) auf V stetig ist; dies
wird spéter im Beweis von Satz 3.5.3 klar werden.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es zu A € Maty(C) eine Folge (Ay)neny C GLy(C) mit
lim;, o0 A, = A (im Vektorraum Maty (C)) gibt. Betrachte dazu

xa(l/m) = det(L - I,, — A), m e N
Da das charakteristische Polynom nur endlich viele Nullstellen hat, gibt es ein ng € N mit
det(%[n —A)#£0 fiir m > ng

Daher ist A, = A— ﬁlnojn eine Folge invertierbarer Matrizen, welche gegen A konvergiert.

Die Inklusion GLx(C) > g C Maty(C) > g ist klar. Es sei nun f = A > g fiir ein
A € Maty(C). Es sei A, eine Folge aus GLx(C), welche gegen A konvergiert, dann ist
wegen der Stetigkeit

f=Avg=(lim A,) > g e lim (4, > g) € GL(C) > g.

Somit ist Maty(C) > g € GLy(C) > g. Da die rechte Menge abgeschlossen ist, folgt damit
auch Maty(C) > g C GLN(C) > g O

Um die Struktur dieses Orbitabschlusses besser zu verstehen, fithren wir einige Grund-
begriffe der algebraischen Geometrie ein.

3.4 Grundlagen algebraischer Geometrie

Die algebraische Geometrie beschéftigt sich klassischerweise mit den Nullstellenmengen von
Polynomen, und untersucht diese mit algebraischen und geometrischen Methoden. Eine
gute Einfiihrung bietet das Buch von Hulek [Hull2], wir bendtigen hier nur einige Begriffe
aus dem ersten Kapitel.

Definition 3.4.1 (Algebraische Menge, affine Varietat).

Sei S C K[X1,...,X,] eine Menge von Polynomen. Die Nullstellenmenge von S ist

V(S)={xzeC"| f(z)=0firalle fe S} CC"

Eine Teilmenge V C C" ist algebraisch oder eine affine Varietdit, falls V = V(S) fiir eine
Menge von Polynomen S. _
Lemma 3.4.2 (Algebraische Mengen bilden eine Topologie).
Es bezeiche A C P(C™) die Menge der algebraischen Mengen in C™. Dann erfillt A die
Axiome fiir abgeschlossene Mengen einer Topologie auf C™.

Beweis. Wir weisen die Axiome nach.

() 0 = V({1}), C" = V({0}).
(ii’) Es seien Vi = V(S1), Va = V(S2) algebraische Mengen, zeigen wir V3 UV, = V(5),
WobeiS:{fl-f2|f1 € 51, fQGSQ}.
Die Inklusion V3 U Vo C V(S) ist klar. Es sei x € C* \ V4 U V;, d.h. es gibt ein
f1 € S1 mit fi(z) # 0 und ein fo € So mit fo(z) # 0. Da C nullteilerfrei ist, ist
fi(x) - fa(x) # 0 und x ¢ V(S).
(iii’) Sind V; = V(S;) fur i € I, wobei S; C C[X], so ist

(VVi={zeC"|fz)=0firalleic ], feSi}t=V(UqcsS) O
el

Diese Topologie wird die Zariskitopologie auf C™ genannt
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Beispiel 3.4.3.
e Endliche Mengen sind algebraisch: Ist P = (a1, ...,ay,) € C", so ist

V(Xi—a1,...,Xpn—ap)={2zeC"|z1=ai,...,2, = an } = {P}.

Fir V ={Py,..., P,} folgt die Aussage, da die Vereinigung endlich vieler algebrai-
scher Mengen wieder algebraisch ist.
e V(X% +Y?)ist die Vereinigung zweier eindimensionaler C-Vektorrdaume von C2, da

X24Y?=(X+iY)- (X —iY) = VX?+Y?) =YX +iYV)UV(X —iY).

e Wir fassen die Menge der komplexen nxn-Matrizen Mat, (C) als n?-dimensionalen
Raum C" auf. Die Teilmenge

SL,(C) :={ A € Mat,,(C) | det(A) =1}

ist eine algebraische Menge, da die Bedingung det(A) = 1 eine polynomielle Gleichung
ist:

SL,(C) = { 2= (2i)7;1 € C" | det(z) = ¥, cs, sign(0) - [Ty Tiogs) = 1 } L

Definition 3.4.4 (Definierendes Ideal, Koordinatenring).
Es sei V. C C™ eine algebraische Teilmenge.

(i) Das definierende Ideal von V ist das Ideal
Z(V)={feClX]| f(x)=0firalexz eV }.
(ii) Der Quotient C[V] := C[X]/Z(V) heifit Koordinatenring von V. J

Dass Z(V) ein Ideal ist, rechnet man genau wie in Beispiel 1.1.7 nach. Das Ideal hat
die Eigenschaft, dass fiir f € C[X] stets gilt

fMeZ(V)firemmeN = feI(V).

Ideale mit dieser Eigenschaft werden Radikalideale genannt. Nach Konstruktion des Quoti-
entenringes in Definition 1.1.6 sind dies Polynomfunktionen, welche als gleich angesehen
werden, wenn sie auf V' dieselbe Funktion definieren.

Die Zuordnungen Z(—) und V(—) sind invers zueinander, wenn man sie auf geeignete
Teilmengen von C" bzw C[X] einschrénkt.

Satz 3.4.5 (Hilberts Nullstellensatz).
Wir haben eine Bijektion

I—V(I)

{I CC[Xy,...,X,]| I Radikalideal } {V CC"|V algebraisch }

— eV

Genauer ist V(Z(V)) = V fir jede algebraische Menge V. und Z(V(I)) = I fir jedes
Radikalideal I. Diese Bijektion ist inklusionsumkehrend: Fiir algebraische Mengen Vi, Vo
gilt

ViCcVW, <~ I(Vl) D) I(Vg)

Beweis. [Hull2, Korollar 1.12] O
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Man kann sich bei der Definition der Zariskitopologie auf Nullstellenmengen endlich
vieler Polynome beschrinken:

Satz 3.4.6 (Hilberts Basissatz).
Ist I C C[Xy,...,X,] ein Ideal, so gibt es fi,..., fm € I mit

I=(fi,. - ey ={gfi+- -+ gnfmlg...,9m € C[X] }.

Jede algebraische Menge V. C C" ist die Nullstellenmenge endlich vieler Polynome.
Beweis. [Lan02, Corollary 4.4.2] bzw. [Hull2, Lemma 0.1]. O

Definition 3.4.7 (Polynomielle Abbildung).
Eine Abbildung f: C™ — C™ ist polynomiell, falls es Polynome fi,..., f;, € C[X1,..., X}]
gibt, sodass

f(x) = (fi(x),..., fm(z))  VoeC™ N
Polynomielle Abbildungen sind stetig in der Standardtopologie und Zariskitopologie.

3.5 Polynomielle Obstruktionen

Es sei nun wieder V = C[X1,..., X,]q = CV, wobei wir als Basis die Monome X* wiihlen.
Diesen N-dimensionalen Raum fassen wir nun als affinen Raum auf; die Polynome auf
diesem Raum bezeichnen wir mit C[V] .= C[T7,...,Tn].

Um den Abschluss des Orbits der Gruppenoperation besser zu verstehen, benotigen
wir folgende Begriffe.

Definition 3.5.1 (Lokalabgeschlossene Menge, konstruierbare Menge).
Wir betrachten C" mit der Zariskitopologie.

(i) Eine Menge M C C™ heifit lokalabgeschlossen, falls es eine offene Menge U C C™ und
eine abgeschlossene Menge A C C" gibt, sodass M = ANU.

(ii) Eine Menge M C C™ heifit konstruierbar, falls M = M; U --- U M}, fiir geeignete
lokalabgeschlossene Mengen My, ..., M. _

Satz 3.5.2 (Eigenschaften konstruierbarer Mengen, Satz von Chevalley).
Es sei M C C™ eine konstruierbare Menge.

(i) Ist f: C™ — C™ eine polynomielle Abbildung, so ist f(M) C C™ ebenfalls konstru-
terbar.

(ii) Der Abschluss von M in der Standardtopologie ist gleich dem Abschluss in der
Zariskitopologie, insbesondere also eine algebraische Menge.

Beweis. [Kra84, Abschnitt AI.3.3 Folgerung 2] und [Kra84, Abschnitt AL.7.2 Folgerung]. [

Satz 3.5.3.
Es seigeV=C[Xy,...,X,]q, N=dimV.

(i) Die Menge M = Maty(C) > g ist konstruierbar.
(i) Die Menge M C 'V ist ein algebraische Menge.

Beweis. Betrachte die Abbildung
: Maty(C) =V, A— Apg.

Wir weisen nach, dass 1 eine polynomielle Abbildung ist. Es sei B = (bij)%-:l € Maty(C).
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e Die komponentenweise Summe polynomieller Funktionen

ist offenbar wieder eine polynomielle Funktion. Da nach Lemma 3.2.1 die Operation
linear ist, geniigt es, die Aussage fiir ein Monom g = X fl x ~X,‘f" zu zeigen.

e Aus der Gleichung 1.1 sieht man, dass sich die Koeflizienten ¢ des Produktes zweier
Polynome als Polynom in den Koeflizienten ag und by ausdriicken lassen. Induktiv
gilt dies auch fiir n-fache Produkte, also lassen sich die Koeffizienten von

B 9= (blle +oet bnl)(n)k1 e (banl +oot bnan)kn
als Polynom in den a;; ausdriicken.

Nach Satz 3.5.2(i) ist die Menge M = Maty(C) > g = ¥(Maty(C)) als Bild der poly-
nomiellen Abbildung 1 konstruierbar, die zweite Aussage folgt dann ebenfalls aus Satz
3.5.2(ii). O

Dies zeigt, dass {f ev ‘ de(f) < T} = V(F1,...,Fy) fur endlich viele Polynome

Fy,...,F, € C[Ty,...,Ty]. Falls man solche Polynome konkret konstruieren kann, ist es
leicht, untere Schranken fiir die Grenzkomplexitéit zu erhalten:

de(f) > r = Fi(f)#0 fireini e {1,...,k}.

Untere Schranken sind in diesem Sinne dquivalent sind zur Existenz von sogenannten
polynomiellen Obstruktionen:

Definition 3.5.4 (Polynomielle Obstruktion).
Eine polynomielle Obstruktion fiir ein Orbitabschlussproblem

0
fGGLN((C)Dga fageC[Xla"an]dg(CNa

ist ein Polynom F' € C[Ty,...,Ty] mit F(GL,(C) > g) = {0} und F(f) # 0. _

Beispiel 3.5.5 (WRank(f) < 1).
Eine quadratische Form in zwei Variablen

F(X,Y) = aaX? + a1 XY + agY? € C[X, Y]y

hat genau dann Waringrang 1, wenn es sich als Quadrat f = (aX + 3Y)? schreiben lisst
(a, B € C). Dies ist nach Dehomogenisieren dquivalent zu

f(X,1) = aa X%+ 01X 4+ ap = (X + B)%.

Dies ist also genau dann der Fall, wenn das quadratische Polynom f(X,1) eine doppelte
Nullstelle hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Diskrimiante

Alag, a1, as) = ai — dagas

verschwindet (vergleiche mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen). Somit
konnen wir hier explizit ein Polynom angeben, welches die Orbitmenge ausschneidet:

{f=aX’+a XY +aY?€C[X,Y], | WRank(f) <1} =V(A(ag,a1,a)). -

Wir wenden uns nun wieder der Permanente zu. In Satz 3.3.3 hatten wir den Zu-
sammenhang der determinantiellen Grenzkomplexitdt mit dem Orbitabschlussproblem
dargestellt.



Definition 3.5.6 (Det,,, Perm!").
Fiir m,n € N, n > m definieren wir folgende Teilmengen von C[X1, ..., X,nln

Detn = GLn2 (C) > detn(Xn, R ,Xnn),
Perm,’ = GL,2(C) > Xy, ™ perm,, (X11, - . ., Xonm)- J

Satz 3.5.7.
de(perm,,) > n genau dann, wenn Perm]" < Det,,.

Beweis. Dies ist lediglich eine Umformulierung von Satz 3.3.3, wenn man beachtet, dass
X" perm,,, € GL,2 > det,, genau dann wenn GL,2 > X7, " perm,, C GL,,2 > det,,. O

Wir kénnen uns bei der Suche nach polynomiellen Obstruktionen sogar auf homogene
Polynome beschréinkten: Ist f = lim,, o (A > g) € Matny(C) > g und X € C, so ist

A f= li_)m A(Ap>g) = li_>m ((\d/X-An)Dg)EMatN((C)Dg.

Dies zeigt, dass unsere Orbitenabschliisse sogenannte affine Kegel sind:

Definition 3.5.8 (Koordinatenring, affiner Kegel).

Eine algebraische MengeV C C¥ ist ein affiner Kegel, falls fir € V und X € C auch

A -z € V ist. Dies ist dquivalent dazu, dass V' = V(S) fiir homogene Polynome S C

C[Tl,...,TN]. |
In diesem Fall ist Z(V') = @ gcp, Z(V)a mit Untervektorrdumen Z(V)q C C[X]4. Der

Koordinatenring hat ebenfalls eine Zerlegung

CVl= P CVla= P ClX1,..., Xu]a/Z(V)a-

deNg deNg



Kapitel 4

Geometrische Komplexititstheorie

Geometrische Komplexitétstheorie hat zwei verschiedene Bedeutungen:

o Einerseits das Programm der geometrischen Komplexitétstheorie, wie es von Mulmuley
und Sohoni vorgeschlagen und in einer Reihe von Papern ausgearbeitet wurde, hier
kurz GCT-Programm gennannt.

e Und andererseits allgemein der Einsatz von Geometrie und Darstellungstheorie, um
Resultate in der Komplexitéitstheorie wie untere Schranken zu finden.

In diesem Kapitel fithren wir die darstellungstheoretischen Grundlagen ein, um dann
die wichtigsten Ideen des urspriinglichen GCT-Programms nachzuvollziehen. Neben dem
Negativresultat, dass das Programm in seiner urspriinglichen Form nicht gelingen kann,
prisentieren wir einige weitere Resultate der letzten Jahre.

Inhaltlich folgen wir dem Buch von Landsberg [Lanl7, Kapitel 6 und 8], sowie der
Darstellung im Artikel von Mulmuley [Mull2]. Eine sehr schone Darstellung findet sich
in der Doktorarbeit von Grochow, welche mir beim Einordnen der Themen ebenfalls sehr
hilfreich war [Grol2, Kapitel 3].

4.1 Grundlagen der Darstellungstheorie

Es sei in diesem Abschnitt G eine Gruppe, fiir uns wird der Fall G = GL,,(C) besonders
relevant sein. Die klassische Darstellungstheorie beschéftigt sich mit der Realisierung von
G als Untergruppe von Automorphismengruppen wie GL, (C). Eine Referenz ist das Buch
[FHO4].

Definition 4.1.1 (Darstellung, G-lineare Abbildung).

Eine (endlichdimensionale) Darstellung (p,V) von G ist ein endlichdim. C-Vektorraum

V # {0} mit einer Gruppenoperation p: G x V — V| sodass fiir jedes g € G die Zuordnung
p(g,—): V=V, VgD

eine lineare Abbildung definiert. Eine Isomorphismus von Darstellungen (p, V) und (w, W)
ist ein Vektorraumisomorphismus f: V — W mit

m(g, f(v)) = f(p(g,v)) VgeG, veV, N

Nach den Axiomen der Gruppenoperation ist

p(g1,—) o p(g2, =) = p(g1, p(g92, —)) = p(g1 - g2, —).

33



34 KAPITEL 4. GEOMETRISCHE KOMPLEXITATSTHEORIE

Fir g = g7 Uist dies die Identitdt p(1,v) = v, d.h. die Abbildung ist invertierbar.
Die Zuordnung g — p(g, —) definiert also einen Gruppenhomomorphismus G — GL(V).
Umgekehrt definiert ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — GL(V) eine Darstellung via

p(g,v) = (¢(g))(v).

Diese Konstruktionen sind zueinander invers, die Begriffe Darstellung und Homomorphismus
G — GL(V) konnen also synonym verwendet werden.

Beispiel 4.1.2.
e Die Gruppe S,, operiert auf C"™ durch Permutation der Komponenten:

o> (21, Tn) = (To(1)s - - To(n))-

Dies liefert die reguldre Darstellung der S,,.

e Die Operation von GL,(C) auf C" ist die Standarddarstellung; sie entspricht dem
Identitétshomomorphismus GL,(C) — GL,,(C). Ein interessanteres Beispiel ist die
Darstellung von GL,,(C) auf V= C[X},..., X,]q aus Lemma 3.2.1.

e Die Determinante selbst ist eine Darstellung; sie ist ein Gruppenhomomorphismus
det: GL,(C) — (C\ {0},-) =2 GLy(C). _

Sind (p1, V1), ..., (pk, Vi) Darstellungen von G, so wird die direkte Summe V;@®- - - &V,

zu einer Darstellung durch

p(.ga (Ulv s 7”16)) = (P(g,?ﬂ), s 7p(gavk))'

Man kann umgekehrt fragen, ob sich Darstellungen als Summe einfacherer Darstellungen
schreiben lassen.

Definition 4.1.3 (G-Invarianz, irreduzibel, (un)zerlegbar).

Es sei (p, V) eine Darstellung von G.

(i) Ein Untervektorraum U C V heit G-invariant, falls p(g,U) C U fiir alle g € G. In
diesem Fall ist die Einschrankung von p auf U wieder eine Darstellung.
(ii) V heifit irreduzibel, falls {0} und V die einzigen G-invarianten Unterrdume von V

sind.
(iii) V heifit zerlegbar, falls es G-invariante Unterrdume Uy, Uy # {0} gibt mit V= U @ U’;
ansonsten ist V unzerlegbar. _

Beispiel 4.1.4.

e Die Standarddarstellung von GL,,(C) auf C" ist irreduzibel: Es sei U # {0} ein
GL,,(C)-invarianter Unterraum und 0 # v € U. Zu jedem Vektor v € C™\ {0} gibt es
eine invertierbare Matrix A € GL,(C) mit Av =/, da U ein invarianter Unterraum
ist, folgt v' € U, also U = C".

e Die regulidre Darstellung von §,, auf C” besitzt den invarianten Unterraum U =

{(z,...,z) | x € C}. Dieser besitzt ein G-invariantes Komplement
U={(z1,...,20) | > jzi=0}.
Somit ist die reguléire Darstellung reduzibel. o

Der Satz von Maschke zeigt allgemein, dass fiir eine endliche Gruppe G und eine
Darstellung (p,V) jeder G-invariante Unterraum U C V ein G-invariantes Komplement
besitzt [FHO04, Proposition 1.5]. Wiederholtes Anwenden dieses Resultates zeigt, dass sich
jede Darstellung als direkte Summe endlich vieler irreduzibler Darstellungen schreiben
l&sst.

Fiir uns ist von Bedeutung, dass es solche Zerlegungen auch fir G = GL,,(C) gibt. Wir
notieren V& := @7 | V.
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Satz 4.1.5 (Satz von Weyl, Lemma von Schur).
Es sei (p,V) eine Darstellung von G = GL,(C).

(i) Jeder G-invariante Unterraum U C 'V besitzt ein invariantes Komplement UdU' = V.
(i1) Es gibt irreduzible Darstellungen Vi,..., Vi und ay,...,ar € N, sodass wir eine
Isomorphie von Darstellungen

V%V?“l@...@vfak

haben. Die irreduziblen Darstellungen V; sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt,
ebenso die Vielfachheiten multy, (V) :=a; € N.

Beweis. [FH04, Theorem 9.19] und [FH04, Proposition 1.8]. O

Da also jede Darstellung von GL,,(C) sich als Summe irreduzibler Darstellungen schrei-
ben lédsst, stellt sich die Frage nach der Klassifikation der irreduziblen Darstellungen.

Satz 4.1.6 (Irreduzible Darstellungen von GL,(C)).
Jeder Partition

A= (\,..., \) € NE, reN, Ay >--> M >1
kann man eine irreduzible Darstellung von GL,(C)
A = S)\(Cn

zuordnen. Diese Abbildung definiert eine Bijektion zwischen der Menge der Partitionen
und der Menge der Isomorphieklassen irreduziblen Darstellungen von GL,(C).

Beweis. [FH04, Proposition 5.47] oder [Lanl7, Theorem 8.7.1.2] O
Ohne auf die Konstruktion genauer einzugehen, seien folgende Beispiele erwahnt:

e S5(1)C" entspricht der Standarddarstellung,
e S(q)C" entspricht der Darstellung auf C[X1,. .., X,]4,
e Su,..1)C" (n Eintrége) enspricht der Determinante.

4.2 Geometrische Obstruktionen

Wir betrachten nun wieder ein Orbitabschluss V' = GLx(C) > g CV = C[X},..., X,]q fiir
ein homogenes Polynom g € V. Es sei wieder C[V] = C[T1,...,Txy] der Polynomring auf
dem Raum V = CV.

Lemma 4.2.1 (Z(V)s und C[V]; sind Darstellungen).
Fiir jedes 6 € N induziert die Operation von G = GLN(C) auf 'V eine lineare Operation
auf den homogenen Komponenten C[T|s, Z(V)s und C[V]s.

Beweis. Die Operation von G auf V war definiert als (A > f)(z) = f(ATx). Ist nun F
ein Polynom auf V, so definieren wir wieder (A > F)(f) := F(A" > f). Der Nachweis der
Operationseigenschaften funktioniert analog, ebenfalls die Linearitit, und dass sich diese
Operation auf C[T1,...,Tn]s einschrinkt.

Als néchstes zeigen wir, dass Z(V')s G-invariant ist. Es sei A € G, F € Z(V)s, dann
gilt fiir alle f € V', da V abgeschlossen unter der Operation von G ist,

(A>F)f)=FA'> f)=0 = A>FcZI(V)NCV]s=TI(V)s.
ev
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Die Operation von G auf C[T7,...,Txn]s wird vererbt zu einer Operation auf C[V]s =
C[T]s/Zs durch Definition auf Repréisentanten

Ap [Flo =[Ap> F..
Dies ist wohldefiniert: Falls Fy ~ Fy, also Fy = Fo + G fiir, G € Z(V), Fy, F; € C[T], so gilt
ADFl:AD(F2+G):AI>FQ+AI>G = Ap Fi ~ Ap Fy.
eZ(V)
Somit sind Z(V)s und C[V]s auf natiirliche Weise Darstellungen von G. O

Somit sind C[Det,] und C[Perm]’| Darstellungen der Gruppe GL,,2(C). Wir notieren
multy fiir die Vielfachheit der irreduziblen Komponente SyC" in einer Darstellung von
GL,(C). Wir haben nun das folgende wesentliche Resultat:

Satz 4.2.2 (Perm C Det impliziert Abschdtzung der Vielfachheiten multy).
Fulls fiir myn € N Perm]' C Dety,, so ist fir § € N und irreduzible Darstellung SA(C”2
von GL,,2(C)
multy C[Det,]s > multy C[Perm,]s.
Im Beweis nutzen wir folgende Aussage, welche aus dem Lemma von Schur folgt:
Das Bild einer irreduziblen Darstellung Vi C V unter einer surjektiven Abbildung V — W
von Darstellungen ist {0} oder wieder eine irreduzible Darstellung.

Beweis. Nach der Korrespondenz des Hilbertschen Nullstellensatzes ist
Perm,' C Det,, <= ZI(Det,) CZ(Perm,’).
Fiir die homogenen Komponenten bedeutet dies Z(Det,,)s C Z(Perm™)s, nach Ubergang
zum Koordinatenring erhalten wir eine surjektive Abbildung durch Einschrankung
¢: C[Dety)s — C[Perm)’|s, F +Z(Det,,) — F + Z(Perm,").
Nimmt man nun eine Zerlegung in irreduzible Darstellungen
C[Detn]s = @(S)\CnQ)@multx(C[Detn])
A

vor, so sind die Bilder dieser irreduziblen Komponenten unter ¢ nach der vorangegangenen
Bemerkung {0} oder irreduzible Komponenten von C[Perm]']s sind.

Wir erhalten also eine Zerlegung in irreduzible Darstellungen von C[Perm!"|s durch das
Weglassen endlich vieler Komponenten von C[Det,,|s. Fiir die Vielfachheiten einer beliebigen
Komponente S A(C”2 bedeutet dies

multy C[Det,]s > multy C[Perm,']s. O

Die Kontraposition dieses Resultats ist der Angriffspunkt des GCT-Programms von
Mulmuley und Sohoni.

Definition 4.2.3 (Ocurrence Obstruction, Multiplicity Obstruction).
Es seien m,n € N mit m > n.

(i) Eine Partition A, sodass SxC™ fiir ein & € N als irreduzible Komponente in
C[Perm]']s, aber nicht in C[Det,]s auftaucht, wird Ocurrence Obstruction genannt.
(ii) Eine Partition A, sodass multy C[Det,]s < multy C[Perm]’|s fiir ein § € N, wird
Multiplicity Obstruction genannt. _

Dabei sind Ocurrence Obstructions der Spezialfall von Multiplicity Obstructions fiir
multy C[Det,]s =0 < 1 < multy C[Perm,]s.
Eine solche Obstruktion A ist also ein Beweis fiir

dc(perm,,,) > n.
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4.3 Das GCT-Programm nach Mulmuley und Sohoni

Die Kernidee der Geometrischen Komplexitétstheorie nach Mulmuley und Sohoni ist die
Hypothese, dass es fiir m (quasi)polyniell in n Ocurrence Obstructions gibt, welche dann
untere Schranken fiir de(perm,,,) beweisen.

Vermutung 4.3.1 (VNP ¢ VQP durch Ocurrence Obstructions).

Ist n(m) = 20 (log®(m)) quasipolynomiell in m, so gibt es ein n € N und eine Ocurrence
Obstuction fir n(m), m.

Insbesonder wichst dc(perm,,,) nicht quasipolynomiell und VNP € VQP.

Vergleiche [Mul, GCTII - Conjecture 4.2] fiir die urspriingliche genaue Formulierung.

Das Programm, Algebraische Geometrie und Darstellungstheorie fiir die Trennung von
VP und VNP zu nutzen, wurde von Mulmuley und Sohoni in einer Reihe von Papern seit 2001
ausgearbeitet. Die Arbeiten, Ubersichtsartikel und Vorlesungsskripten zum GCT-Programm
werden auf der Homepage von Mulmuley gesammelt [Mul].

Ein zentraler Punkt ist der konzeptuelle , Flip“ fiir Valiants erweiterte Hypothese:

Existenz von Obstruktionen X fiir m(n) quasipolynomiell

!

Nichtexistenz von Schaltkreisen quasipolynomieller Grofle fiir perm,,,

Beispiel 4.3.2 (Ein ,flip" in der Berechenbarkeitstheorie).

Dies ist vergleichbar mit dem Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems: Es gibt
einen Algorithmus A, welche auf Eingabe einer Maschine M, welche behauptet, das
Halteproblem zu entscheiden, eine Maschine M’ ausgibt, sodass M auf Eingabe M’ das
falsche Ergebnis produziert.

Existenz des Algorithmus A

!

Nichtexistenz von Maschinen M, welche das Halteproblem entscheiden.

Dieses Analogie stammt aus [Grol2, Abschnitt 3.4.2] _

Fiir allgemeine Orbitabschlussprobleme wird nicht erwartet, dass man sie durch Ob-
structions trennen kann. Die besondere Situation bei der Frage nach det vs. perm ist, dass
diese Polynome durch ihre Symmetrien charakterisiert sind:

Definition 4.3.3 (Durch Symmetrien charakterisiert).

Es sei f € C[X,..., Xu]q und Stabgr,,(c)(f) ={ A € GL,(C) | A> f = f } der Stabilisa-

tor. Das Polynom f ist durch seine Symmetrien charakterisiert, falls fiir jedes Polynom

g € C[X]4 mit Stabgr, (c)(f) € Stabgr,, (c)(g) bereits g = a - f fiir a € C gilt. _
Durch Symmetrien charakterisiert zu sein, bedeutet also in gewissem Sinne, bis auf

Skalare eindeutig durch den Stabilisator charakterisiert zu werden. In unserer Situation ist
dies der Fall:

Lemma 4.3.4.
det,, perm,, € C[X11,..., Xunln sind durch ihre Symmetrien charakteriert.
Beweis. [Grol2, Proposition 3.4.3] und [Grol2, Proposition 3.4.5]. O

Diese Symmetrien ermoglichen es, den Suchraum fiir Ocurrence Obtructions weiter
einzuschrénken, da a prori mehr darstellungstheoretische Werkzeuge zur Verfiigung stehen
(Satz von Peter-Weyl), dies wird im Buch von Landsberg genauer ausgefithrt [Lanl?7,
Abschnitt 8.6].
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Die flip strategy versucht sich an der Konstruktion von Polynomialzeitalgorithmen fiir
folgende Probleme [Mul, GCT VI], [Mull2, Abschnitt 3]:

Vermutung 4.3.5 (Flip Hypothese).

e FH[Short|: Falls n polynomiell in m ist, so existiert eine Ocurrence Obstruction X,
deren Bitldnge polynomiell in m und n ist.

e F'H[Verification|: Bei Eingabe von m,n, XA kann in polynomieller Zeit (in m, n und
der Bitlinge von X) verifiziert werden, dass XA eine Ocurrence Obstruction ist.

e FH[Discovery and Construction|: Bei Eingabe von m,n kann die Ezistenz einer
Ocurrence Obstruction in polynomieller Zeit in m und n entschieden werden. Falls
eine Obstruktion existiert, kann diese ebenfalls in Polynomialzeit konstruiert werden.

e FH[Det, Perm]: Fiir gegebenes m,n, X kann in polynomieller Zeit (in m, n und der
Bitlinge von X\) entschieden werden, ob S,\(C"2 eine irreduzible Komponente von
C[Dety] bzw. C[Det)?] ist.

Biirgisser, Ikenmeyer und Panova haben allerdings 2016 gezeigt, dass schon Hypothese
4.3.1 falsch ist!

Satz 4.3.6 (,No ocurrence obstructions exists").
Fiir n,m,d € N mit n > m? taucht jede irreduzible Komponente SA(C”2 von C[Perm"|s
auch in C[Det,]s auf.

Beweis. [BIP16], der Beweis wird auch im Buch von Landsberg vorgestellt [Lan17, Abschnitt
8.10). O

Die Existenz von Multiplicity Obstructions wird durch dieses Resultat allerdings nicht
ausgeschlossen.

4.4 Einige Resultate

Es stellt sich die Frage, ob der Ansatz iiber die Vielfachheit von irreduziblen Darstellungen
iiberhaupt geeignet ist, untere Schranken zu zeigen. Als ,,proof-of-concept“ haben Dorfler,
Ikenmeyer und Panova gezeigt, dass es Orbitabschlussprobleme gibt, welche sich durch
Multiplicity Obstructions, aber nicht durch Ocurrence Obstructions trennen lassen.

Satz 4.4.1.
Betrachte folgende affinen Varietiten C[ X1, ..., Xpm|n definiert als Orbitabschliisse

Chly, == Mat, (C) > (X1 --- X5)
Powy, i, = Mat,,(C) > (XT + -+ + XJ).

m
Firm>3,n>2k=86=n+1und A= (n? —2,n,2) ist

multy C[Chy,]s < multy C[Powy, x]s,
es liegt also eine Multiplicity Obstruction vor, welche Powy, Z Ch}, zeigt.

Beweis. [DIP19, Theorem 2.1]. O

Fir konkrete Werte von m,n,d, k wurde zudem gezeigt, dass eine Trennung durch
Multiplicity Obstructions moglich ist, obwohl keine Ocurrence Obstructions vorliegen.
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Was konkrete untere Schranken fiir die determinantielle Komplexitéit angeht, ist man
noch weit von nicht-polynomiellen Schranken entfernt. Die bislang beste Schranke wurde
von Mignon und Ressayre 2004 bewiesen:

Satz 4.4.2 (Untere Schranken fiir dc(perm,,)).
Fir alle n € N ist dc(perm,,) > n”.

Beweis. [Lanl7, Theorem 6.4.6.4]. O

Dieses Resultat wurde 2013 von Landsberg, Manivel und Ressayre auf die Grenzkom-
plexitit ausgeweitet:

Satz 4.4.3 (Untere Schranken fiir dc(perm,,)).
Fiir alle n € N ist dc(perm,,) > in?.

Beweis. [Lanl7, Theorem 6.5.2.3]. O

FEin anderer Ansatz von Landsberg und Ressayre fragt, ob man leichter untere Schran-
ken fiir de(perm,,) erhélt, wenn man fordert, dass die affinen Projektionen perm,,(X) =
det, (A(X)) selbst einen gewissen Grad an Symmetrie aufweisen.

Dazu wird fiir eine affinen Projektion A definiert, wann sie eine dquivariante determi-
nantielle Darstellung ist, die dquivarianten determinantiellen Komplezitit edc(f) ist dann
wieder das kleinste r, sodass f eine dquivariante determinantielle Darstellung der Grofle
rx71 besitzt. Die genaue Definition wird in der Arbeit [LR17] gegeben.

Fiir diese restriktive Art der affinen Projektion konnte nun die Komplexitét der Perma-
nente bestimmt werden:

Satz 4.4.4.
edc(perm,,) = (2;’:) —1~4qm,

Beweis. [LR17, Theorem 2.1], dies wird auch im Buch von Landsberg dargestellt [Lanl7,
Abschnitt 8.11]. O
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