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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die vorherige Bachelorarbeit der Autorin fortgefiihrt. Darin
ging es um das Konzept der Kolmogorov-Komplexitdt im Zusammenhang mit
Datenkompressionen. Im Zuge dessen wurde der Begriff von zufélligen Wortern
eingefiihrt, die mithilfe der Kolmogorov-Komplexitit definiert wurden.

In der Literatur finden sich weitere Zufallsbegriffe in der Berechenbarkeitstheorie,
die wir in dieser Arbeit betrachten wollen. Dazu werden zunéchst in Kapitel [I] die
wichtigsten Aussagen der Bachelorarbeit wiederholt und kurz aufgegriffen. Beweise
sind an dieser Stelle weggelassen und es wird auf entsprechende Literatur bzw. die
zuriickliegende Bachelorarbeit verwiesen.

In Kapitel [2| geht es um einen weiteren Zufallsbegriff, ndmlich den Zufallsbegriff
nach Per Martin-Lof. Dieser beruht auf konstruktiven Nullmengen und bedarf
einiger Grundlagen der Maftheorie, sowie statistischer Tests. Der Zufallsbegriff
wird zunéichst fiir endliche Worter definiert, die Aquivalenz zur Zufilligkeit nach
Kolmogorov bewiesen und spéater auf unendliche Worter erweitert.

In Kapitel [3] geht es um einen dritten Zufallsbegriff, der von Claus Schnorr
eingefithrt wurde und auf Martingalen beruht. Auch dieser wird zunéchst fiir
endliche Worter, anschliefend fiir unendliche Worter definiert und die Aquivalenz
zu den anderen beiden Zufallsbegriffen bewiesen. In dieser Arbeit wird nur die
Aquivalenz zwischen dem Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof und Claus Schnorr
gezeigt, jedoch folgt aus Transitivitdtsgriinden direkt auch die Aquivalenz von
Kolmogorovs und Schnorrs Begriff.

Abschliefend wird in Kapitel [] ein Zusammenhang zur Komplexitéitstheorie,
bzw. die Auswirkungen der ,Resource-bounded Measuretheory* auf die
Komplexitatsklassen E und EXP, sowie ihrer schweren bzw. vollstandigen

Probleme gezeigt.
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1 Zufallsbegriff nach Kolmogorov

In diesem Kapitel wollen wir die wichtigsten Definitionen und Séatze der

Bachelorarbeit der Autorin [Gaul8| in Erinnerung rufen.

1.1 Motivation der Kolmogorov-Komplexitat

Wir zitieren zunéchst die urspriingliche Motivation der Bachelorarbeit [Gaul§],
um im weiteren Verlauf eine bildlichere Beschreibung des Begriffs zu erméglichen.
Dort lag der Fokus auf Kolmogorov-Komplexitit und Datenkompression und stellte
in diesem Kontext einen Zusammenhang zu einem intuitiven Zufallsbegriff her,
der spiter wohldefiniert, im Sinne von Aquivalenzklassen, bewiesen wurde. Dieser

Gedankengang soll zur Illustration hier noch einmal aufgegriffen werden.

Beispiel 1.1. Man kann das bindre Wort

1000000000000000000000000000000000000 = 10*®

kiirzer darstellen durch ,Schreibe 1 und dann 35 Nullen“. Diese Zeichenkette
enthdlt 29 Zeichen.

Dadurch wird eine Kompression von 36 auf 29 Zeichen bewirkt.
Mochte man Daten komprimieren stellen sich zunéchst folgende Fragen:
e Inwiefern ist es moglich Daten zu komprimieren?
e Kann man alle Worter iiber dem bindren Alphabet komprimieren?
e Wo liegen Grenzen der Datenkompression?

Als Erstes wollen wir uns daher systematisch anhand von Beispielen iiberlegen,
welche Worter man  komprimieren kann, um damit eine Illustration des

Zufallsbegriffs zu schaffen.

Beispiel 1.2. (Siehe [Gaul8| Beispiel 2 (gekiirzt))
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1. Betrachten wir das Wort
00000000000000000000000000 = 026

so sehen wir, dass diese Zahl lediglich aus 26 Nullen besteht. Diese Folge ist
komprimierbar durch einen zu Beispiel analogem Algorithmus (z.B. , Print

26 times a 0 Hierdurch erhalten wir eine Kompression auf 18 Zeichen).
2. Das ndchste zu betrachtende Wort ist das Wort

01000110110000010100111001.

Das Wort sieht auf dem ersten Blick relativ willkiirlich aus, jedoch kann man
bei ndherem Betrachten erkennen, dass es sich um eine Zeichenfolge mit
folgendem Konstruktionsmuster handelt.

Wir haben 0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,... also Worter dber dem
Alphabet {0,1} lexikographisch aufgezihlt und nach 26 Zeichen wurde die
Zeichenkette abgebrochen. Das heifit, zuerst kommen die Wérter mit einem
Zeichen, dem Wert aufsteigend sortiert, dann kommen die Worter mit zwei
Zeichen, dem Wert aufsteigend sortiert usw.

Wir erkennen ein Muster und wvermuten daher, dass es sich um ein

komprimierbares Wort handelt.

Rein intuitiv kann man sagen, dass Worter, die in gewisse Muster fallen,
komprimierbar wirken. Die Worter, die hingegen ’zuféllig’ wirken, scheinen
nicht komprimierbar zu sein. Wir sehen also einen Zusammenhang zwischen
Unkomprimierbarkeit und Zufalligkeit. Diese Anschauung soll uns im weiteren
Verlauf der Arbeit immer wieder begegnen.

Diese Zufilligkeit soll nun durch den Begriff der Kolmogorov-Komplexitat préziser

formuliert werden.

1.2 Definition der Kolmogorov-Komplexitat

Definition 1.3 (Kolmogorov-Komplexitét).
Die Kolmogorov-Komplezitit Ky (x) eines Wortes © € {0,1}* beziglich einer
Turingmaschine M ist definiert als die Léinge der kiirzesten Eingabe p € {0,1}*
mit M(p) = x.

Ky (x) == min{ |p[ : p € {0,1}", M (p) = 2 }



1.2 Definition der Kolmogorov-Komplexitét

Gibt es ein solches p fiir ein x nicht, so setzen wir
Ky (z) = 0.

Definition 1.4. Fine Turingmaschine My heifst additiv optimal in Bezug zu einer

weiteren Turingmaschine My, wenn es eine Konstante ¢ so gibt, dass
K, (2) < Ky (2) + ¢,

fir alle x € {0,1}* gilt.

Satz 1.5. Sei U eine universelle Turingmaschine und x € {0,1}*. Dann gilt

Ky(x) < Ky(z) + ¢,

fiir jede Turingmaschine M. Hierbei hingt ¢ nur von M und nicht von x ab.
Beweis. Siehe [Gaul§)]. O

Definition 1.6. Es sei U eine fest gewdhlte universelle Turingmaschine. Dann

definieren wir fir x € {0,1}* die Kolmogorov-Komplexitit K (z) durch
K(z) := Ky(z).

Definition 1.7. Die Kolmogorov-Komplexitit K(x) eines Wortes x ist die Linge

der kiirzesten Turingmaschinenbeschreibung, die x erzeugt.

Definition 1.8. e Seien xz,y € {0,1}*. Dann heifit

K(z[y)
die bedingte Kolmogorov-Komplexitit von x unter y und entspricht der Linge
der kleinsten Turingmaschine, die unter Eingabe von y das Wort x erzeugt.

e Die Kolmogorov-Komplezitit einer natirlichen Zahl n ist definiert als

Kolmogorov-Komplexitit der Bindrdarstellung dieser natiirlichen Zahl.
K(n) = K(bin(n)).

Definition 1.9. Die lingenbedingte Kolmogorov-Komplexitit eines Wortes x ist
definiert als
K(x | |z|).
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Satz 1.10. Es existiert eine Konstante ¢ € N, sodass fiir alle x
K(z) <|z|+¢

gilt.

Satz 1.11. Es existiert eine Konstante ¢ € N, sodass fir alle x und y
K(x|y) < K(x)+c

qgilt.

Diese beiden Sétze werden wir im néchsten Kapitel benotigen. Durch Einsetzen

erhalten wir hierfiir
Kz |y) < K@) +c<|z|+c+c=: x|+ co.

Theorem 1.12 (Invarianz-Theorem).
Sei v € {0,1}* und seien S, T universelle Turingmaschinen. Dann existiert eine

Konstante ¢, so dass
[Kr(x) — Ks(z)] < ¢

qgilt.
Mithilfe des Invarianz-Theorems ldsst sich eine Aquivalenzrelation definieren,

woraus sich Aquivalenzklassen ableiten lassen.

Definition 1.13. Zwei Kolmogorov-Komplezititen Ka(x) und Kpg(x) heiffen
aquivalent, in Zeichen
K4(z) = Kp(x),

wenn es eine Konstante ¢ € N gibt, so dass
|[Ka(z) — Kp(r)| < c

qgilt.

Dass diese Aquivalenzklassen aus Definition auch wohldefiniert sind, in dem

Sinne, dass = eine Aquivalenzrelation ist, wurde in [Gaul8] bewiesen.

Wir haben die Kolmogorov-Komplexitat urspriinglich eingefiihrt, um
einen Zufallsbegriff zu definieren, nachdem ein Wort zufillig ist, wenn es
unkomprimierbar ist. Daher definieren wir mithilfe der Kolmogorov-Komplexitét

die c-Komprimierbarkeit und die daraus resultierende Zufélligkeit.



1.2 Definition der Kolmogorov-Komplexitét

Definition 1.14. (nach [LV0§])
Sei ¢ € N. Ein Wort x € {0,1}" heifit c-komprimierbar, falls

K(z) < |z|—¢

qgilt.

Gilt K(x) > |z| — ¢, so heifit x c-unkomprimierbar oder zufdillig.

Damit diese Definition des Begriffs zuféllig {iberhaupt sinnvoll ist, sollten solche

zufélligen Worter auch existieren. Dies zeigt der folgende Satz:

Satz 1.15. (nach [LV0S])
Es gibt mindestens
on _ 2n—c+1 +1

c-unkomprimierbare Worter der Linge n.

Um diese Aussage noch einmal zu veranschaulichen, schauen wir uns nun dieses

Beispiel an.

Beispiel 1.16. (Aus [Gaul§])

Wir betrachten die Worter, die T-unkomprimierbar sind. Die T-unkomprimierbaren
Worter sind nach Definition genau die Wérter, deren Kolmogorov-Komplexitit
geringer als n — 7 1ist, also genau die Worter, bei denen man durch eine andere
Darstellung mindestens 7 Zeichen einspart.

Setzen wir diesen Wert fir ¢ in die Formel aus Satz[1.17 ein, erhalten wir
2n _ 2n—c+1 + 1= 2n _ 2n—7+1 + 1= 2n _ 2n—6 + 1

Worter die T-unkomprimierbar sind. Madchte man daraus nun den Anteil dieser
Worter unter den Wortern der Linge n  bestimmen, so berechnet man das
grundsdtzlich mat
-2yl 1 L1 6 1
2n 26 2 64 2

Da der Nenner mit wachsendem n immer gréffer wird, wird der hintere Bruch immer
kleiner, also geht der Anteil der 7T-unkomprimierbaren Wérter bei wachsendem n von
oben gegen g ~ 98,4375%. Fir konkrete Werte fiir n erhalten wir

n="7:84+5 =31~099219%

[=2]

— . 63 1 _ 1009 ~
n—lo.a+2ﬁ—m~98,535%
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n=15: 8 + 515 ~ 98,44%
n=16: 2 + 515 ~ 98,439%

Wir sehen also, dass bereits bei Wortern der Léinge 16 sich der Anteil der
T-unkomprimierbaren Wortern vom Grenzwert erst in der dritten Nachkommastelle

unterscheidet.

Auferdem haben wir weitere Eigenschaften der Kolmogorov-Komplexitéit bereits

gesehen:

Satz 1.17. Es gibt Waérter, die eine beliebig grofse Kolmogorov-Komplexitdt haben.
Mit anderen Worten: Fir alle n € N existiert ein Wort x € {0,1}* mit K(z) > n.

Insbesondere ist K(x) unbeschrankt.

Beweis. Angenommen, es gibt ein m € N, so dass es kein Wort x gibt mit K (z) > m.

Dann gibt es Zﬁ_ol 2 Worter mit der Linge von maximal m.

Allerdings gibt es genau 2™ Worter der Lange m. Nach dem Schubfachprinzip wissen
wir, dass es damit genau ein Wort gibt mit Kolmogorov-Komplexitat grofser m, da
wir verlustfrei komprimieren wollen. Die Verlustfreiheit erzwingt, dass wir aus jeder
komprimierten Darstellung eines Wortes nur genau ein urspriingliches Wort erhalten
kénnen. Demnach haben wir einen Widerspruch, also ist unsere Annahme, dass es

ein solches m gibt, falsch. m
Satz 1.18. Es gibt mazimal 2" Warter mit Kolmogorov-Komplexitit n.

Beweis. Es gibt genau 2" verschiedene Worter der Lange n iiber dem Alphabet
{0,1}. Damit es mehr Worte = mit K(z) = n géibe, miisste mindestens eines
dieser kiirzeren Darstellungen mehr als ein Wort erzeugen, was der verlustfreien

Kompression widerspricht, da diese eine eindeutige Zuordnung erzwingt. O]

Damit haben wir gezeigt, dass es zuféllige Worter gibt und der Zufallsbegriff daher

sinnvoll ist.
Theorem 1.19. K (z) ist nicht berechenbar.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Gaul§| oder |[LVO0S]. O
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Da wir spiter Aquivalenz zu anderen Zufallsbegriffen zeigen wollen, lisst diese
Stelle bereits vermuten, dass es im Allgemeinen nicht entscheidbar ist, ob Worter
zufillig sind, da wir K(z) < |z| — ¢ nur entscheiden konnen, wenn wir K (z) nicht
berechnen kénnen, bzw. keine obere Schranke dafiir finden, welche kleiner |z| — ¢ ist.
Wie man solche Oberschranken beispielsweise bestimmen kann, méchten wir uns an
einem Beispiel abschlieffend ansehen. Weitere Beispiele hierzu finden sich in [Gaul§].

Als Eingangsbeispiel (Beispiel haben wir das Wort 0%¢ betrachtet und bereits

erkannt, dass es komprimierbar ist. Dieses wollen wir hier nun wieder aufgreifen.

Beispiel 1.20. Betrachten wir das Wort x = 02°. Hierfiir sei nun M eine
Turingmaschine mit Eingabe 26 als Bindrwort. Ersetze nun die Bindrdarstellung
von 26 in eine Undrdarstellung der Form 02°.

Wir benétigen also nur log 26 des Platzes, den 0%° verbrauchen wiirde. Wenn c die

Grof$e der Turingmaschine bezeichnet, dann gilt also
K(x) <log26+c

als Oberschranke.
Vergleichen wir nun unsere anfangs bestimmte Komprimierung auf 18 Zeichen, so
sehen wir, dass log26 + ¢ ~ 4,7+ ¢ ist und damit unsere Komprimierung fir kleine

¢ relativ schlecht war.

Satz 1.21. Sei x ein bindres Wort der Linge n. Hat x die Form 0™ oder 1™, so gilt
K(z) <logn+ c.

Alternativ konnte man den Satz auch fiir eine natiirliche Zahl mit Bindrdarstellung
der Lénge n, die nur aus Nullen oder nur aus Einsen besteht, formulieren, da
K (bin(z)) =: K(x). Insbesondere fallen fiir alle natiirlichen Zahlen x alle Zahlen

der Form 2% — 1 in diese Kategorie.

Beweis. Gehe hierbei wie im Beispiel vor und ersetze jede 26 durch ein n und ggf.
jede 0 durch eine 1. O






2 Zufallsbegriff nach Per
Martin-Lof

Dieses Kapitel richtet sich nach [ML66] und [LVOS].

In diesem Kapitel geht es darum, den in Kapitel [I] eingefiihrten Begriff der
Zufélligkeit nach Kolmogorov, siehe Definition [I.14] zu verfizieren. Das heifst
konkret, dass wir die Korrespondenz zwischen Nichtzufélligkeit und dem Finden von
regelméfigen Strukturen in die Sprache der stochastischen Zufilligkeit {ibersetzen

und auf unendlich lange Worter erweitern wollen.

2.1 MalBtheoretische Grundlagen

Um keine stochastischen Grundlagen voraussetzen zu miissen, wollen wir an dieser
Stelle zunédchst die notwendigen stochastischen Begriffe definieren. Um dies formal
korrekt tun zu kénnen und auch um in Kapitel [ zu der Ressource-bounded
Measuretheory tibergehen zu konnen, wollen wir an dieser Stelle zunéchst
maktheoretische Grundlagen préasentieren. Dieses Unterkapitel richtet sich nach den
Definitionen und Sétzen aus [AEEQS].

Definition 2.1. Sei Q # () eine Menge. Fine Teilmenge A der Potenzmenge von Q
B(Q) heifit o-Algebra, wenn sie die folgenden Figenschaften erfillt:

1. Qe A
2. Gilt A€ A, dann auch A € A.
3. Gilt (A;) € A", so auch ;e A; € A.

Die oben definierten o-Algebren sind als das zu deuten, was man aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung aus der Schule als mogliche Ereignismengen kennt.
Daher ist es insbesondere wichtig, dass die gesamte Ergebnismenge €2 in der Menge
der moglichen Ereignisse liegt. Ebenso gilt dies fiir ein bestimmtes Ereignis. Ist

dieses Ereignis A moglich, so soll auch das Gegenereignis A moglich sein. Der dritte
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Unterpunkt bezieht sich nun darauf, dass wir die Ereignisse, welche moglich sind,

beliebig vereinigen diirfen und sie dann immer noch moglich sein sollen.

Beispiel 2.2. Fir eine belicbige Menge Q ist Ay = {0,Q} die kleinstmagliche
o-Algebra und wird auch triviale o-Algebra genannt. Die gréfitmaogliche o-Algebra
mit Q als Grundmenge ist Ay = PB(Q).

Fine nichttriviale aber recht einfache o-Algebra erhdlt man fiir eine beliebige Menge
Q und eine beliebige Teilmenge A C Q mit {0, A, A, Q}.

Definition 2.3. FEin Tupel (2, A) heifit messbarer Raum, wenn ) eine beliebige

Grundmenge und A eine o-Algebra ist.

Bemerkung 2.4. Einen messbaren Raum wollen wir tm Folgenden dafir benutzen,
um darauf ein Wahrscheinlichkeitsmafl definieren zu konnen, um dann auch mit

Wahrscheinlichkeiten rechnen zu konnen.

Definition 2.5. Es sei C ein System von Teilmengen von Q mit ) € C und J eine
Indezmenge. Ferner sei ¢ eine Abbildung von C nach [0,00] mit ¢(0) = 0. ¢ heifit

o-subadditiv, wenn fir jede Folge (A;)jes in C mit Ujej A; € C gilt:

¢ (U Aj) <o)

Die Abbildung ¢ mit ¢(0) = 0 heifit o-additiv, wenn fir jede disjunkte Folge (A;)
in C mit|J; A; €C

o(Us) - o)
J J
qgilt.
Diese Definition lasst sich durch das nachfolgende Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 2.6. Seien Q = N, A = P(N), A; = {1,...,5}, Ay = {3,...,8} und
Az = {6,...,10}. Mit ¢ bezeichnen wir die Abbildung auf C = {0, Ay, Aa, A3, Q},
welche die Elemente jeder Menge zdhlt. Dann gilt

¢(A1) =5,9(A2) = 6 und ¢(A;) = 5.

Es gilt $(0) = 0 und die Abbildung ¢ ist o-subadditiv. Es gilt

¢ <U AJ) =10< ) ¢(4;) = 16.

10



2.1 Mafstheoretische Grundlagen

As

3
Uj:lAj

Um die o-Subadditivitit zu zeigen, missten wir dies noch fir jede maogliche
Vereinigung in C zeigen. Dieses mdchten wir uns an dieser Stelle ersparen, da das

Beispiel lediglich zur Anschauung dienen soll.
Die Abbildung ¢ ist ebenfalls o-additiv. Es gilt

(A1 U Az) = (A1) + o(A3)

und Ay N Az = 0 und daher disjunkt.

Definition 2.7. Es sei A eine o-Algebra iber Q und p: A — [0,00] sei o-additiv.
Dann heifst i Maf$ auf Q und A und (Q, A, n) heifst Maffraum. Gilt p(2) = 1, so
heifit p auch Wahrscheinlichkeitsmaf$ und (2, A, ) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Als néchstes schauen wir uns einige Eigenschaften von Mafkfunktionen (oder kurz:
Mafen) an.

Bemerkung 2.8. Sei (Q, A, p) ein Mafsraum. Fir A, B € A gilt:
o W(ANB)+ u(AU B) = u(A) + pu(B)
o Wenn A C B, dann ((B\A) = u(B) — u(A)
e Wenn A C B, dann p(B) > p(A)
Diese Rechenregeln folgen direkt aus grundlegenden Regeln zur Mengenlehre.

Beispiel 2.9. Wenn wir die Notationen und Mengen aus Beispiel betrachten
und nun eine Menge Ay = {1,...,10} hinzufiigen, dann gelten

® p(A1NAy) +d(A1UA) =3+8=11=¢(A1) + ¢(A),

AN Ay
A

11
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Ay

| | | | | | | | |
[ I I I I

Ay

Definition 2.10. Sei (2, A, u) ein Maffraum. Jedes B € A mit u(B) = 0 heifst
(- )Nullmenge.

Bisher haben wir implizit nur diskrete Mafe betrachtet. Eine Familie von
Standardbeispielen fiir stetige Mafe ist die Familie der Lebesgue-Mafe. Um diese

einfithren zu konnen, benotigen wir zunéchst einige Definitionen.
Definition 2.11. Es sei Q # () und M C B(2). Dann heifst

o(M) = N A

ADM,A o-Algebra
die von M erzeugte o-Algebra.
Die obige Definition liefert uns die kleinste o-Algebra, die M enthalt.

Definition 2.12. Die Borel-o-Algebra B(R"™) auf R™ ist die von der Menge der
sogenannten LORA-Intervallen (links offen und rechts abgeschlossen) in R™ erzeugte

o-Algebra.

Definition 2.13. Das Lebesque-Maf3 N auf der Borel-o-Algebra B(R™) ist das
eindeutige MajfS mit der Eigenschaft, dass es n-dimensionalen Hyperrechtecken ihr

n-dimensionales Volumen zuordnet
)\([Cll, bl] X X [an, bn]) = (bl — (11) s (bn — an).

Beispiel 2.14. Das 3-dimensionale Lebesque-Maf$ ist damit das, was wir als
Volumen(-Maf) verstehen. Analog entspricht das 2-dimensionale Lebesgue-Mafl dem

Flacheninhalt eines ebenen Rechtecks.

12
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m/

Abbildung 2.1: Beispielhafte Visualisierung einer Nullmenge

Es ist also wichtig, das zu betrachtende Maf§ genau zu spezifizieren, wenn man es
berechnen mochte, da das schwarz markierte Rechteck ein positives 2-dimensionales

Lebesgue-Mafs besitzt, aber das 3-dimensionale Lebesque-Maj$ dieser Fldche O ist.

Beispiel 2.15. FEin typisches Beispiel fiir eine Nullmenge ist eine Fldche, wie
das obige schwarz markierte Rechteck, wenn wir ein Volumenmafl betrachten.
Fldchen haben kein Volumen und sind daher im dreidimensionalen Lebesque-Maf

Nullmengen.

Definition 2.16. Wir sagen, eine Aussage gilt (u-)fast tberall, wenn sie fir alle
Mengen bis auf (u-)Nullmengen gilt.
Ebenso sagen wir, (u-)fast alle Mengen haben eine Figenschaft, wenn alle Mengen

bis auf (u-)Nullmengen diese Eigenschaft besitzen.

Beispiel 2.17. Wenn wir Beispiel[2.15] erneut aufgreifen, so haben fast alle Mengen

ein positives Volumen.

Daher kommt auch die allgemeine Aussage, wenn wir , bis auf endlich viele * durch
Jfast alle” ersetzen, da man endlich viele Objekte als Nullmenge von einer Menge

mit unendlich vielen Elementen betrachtet.

Satz 2.18. Sei A eine p-Nullmenge. Dann gibt es fiir jedes 6 > 0 eine offene
Uberdeckung U dieser Menge, so dass

pU) <o

gilt.

Eine offene Uberdeckung ist eine Uberdeckung durch offene Mengen. Diese
Mengen miissen nicht disjunkt sein und miissen in der Vereinigung mindestens A

enthalten.

Beweis. Ein Beweis findet sich unter anderem in [AEEOQS]. O
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2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

2.2 Stochastische Grundlagen

In diesem Unterkapitel geht es um die notwendigen stochastischen Grundlagen,
die wir im Verlauf des Kapitels zur Martin-Lof-Zufélligkeit bendtigen werden.
Die vorangegangene Maftheorie wird zwar ebenfalls benotigt, um der Stochastik
eine solide Grundlage zu geben, jedoch ist sie hauptsichlich dem Gebiet der
Analysis anzuordnen. Dennoch haben wir in Kapitel bereits gesehen, was ein

Wahrscheinlichkeitsmaf und ein Wahrscheinlichkeitsraum sind.

Definition 2.19. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Analog zu Definition[2.16 gilt

eine Aussage (P-)fast sicher, wenn sie fir alle Mengen bis auf Nullmengen gilt.

Dieser Begriff hat sich in der Stochastik eingebiirgert, wohingegen man in anderen
Bereichen der Mathematik eher ,fast alle” oder ,fast iiberall* benutzt. Da es sich bei
beiden Kontexten um Maffunktionen handelt und nur das Wahrscheinlichkeitsmafs

eine groftere Einschrankung hat, ist ,fast sicher “ ein Speziallfall von ,fast alle®.

Satz 2.20 (Gesetz der Groken Zahlen). Seien Xy, Xs, ... unabhdngig gleichverteilte

Zufallsvariablen mit Erwartungswert E(X,) = E(Xs) = ... = u, dann gilt fur
Sn =D i1 Xi
. Sn
lim — =p
n—oo M

Satz 2.21 (Gesetz des iterativen Logarithmus). Sei X, Xs,... eine Folge
unabhdngiger, identisch wverteilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und

Varianz 1, dann gelten
Z]kvzl Xk =1
V2N loglog N

th—wo

fast sicher und
li Zszl Xk _
EN%OO -
V2N loglog N

—1

fast sicher.

Hierber bezeichnet lim den Limes superior und lim den Limes inferior.

Aufserdem wird, im Gegensatz zu vielen anderen Bereichen der theoretischen
Informatik oder der Mathematik, in der Stochastik die charakteristische Funktion

lieber Indikatorfunktion genannt.

Definition 2.22. Sei A C ¥* eine Menge. Die Indikatorfunktion T4 zu A ist

definiert als
1 ,xeA
IA(Qf) = .
0 ,2¢ A

14



2.3 Statistische Grundlagen

Bemerkung 2.23. Die Namensgebung ist historisch gewachsen, dadurch, dass der
Name ,charakteristische Funktion® bereits belegt war. Die charakteristische Funktion
einer Zufallsvariable X ist dabei definiert durch px(t) = E(exp(itX)) und wird

unter anderem fir die Momenterzeugung benutzt.

2.3 Statistische Grundlagen

In der Statistik geht es darum, ausgehend von den Ergebnissen eines
Zufallsexperiments, eine Aussage {iber die zugehorige Wahrscheinlichkeit,
dass ein bestimmtes Ereignis eintrifft, zu treffen bzw. formaler gesagt, die
Wahrscheinlichkeitsverteilung oder das Wahrscheinlichkeitsmafs einer (oder
mehrerer) Zufallsvariablen zu bestimmen.

Ein intuitives Beispiel dazu ist das Folgende.

Beispiel 2.24. Wir haben eine (nichtfaire) Miinze 30-Mal geworfen. Nur 7 mal ist

Kopf gefallen. Wir vermuten also eine Wahrscheinlichkeit von ==, dass die Miinze

307

Kopf anzeigt und =

55, dass die Miinze Zahl anzeigt.

Definition 2.25. FEin Stichprobenraum (2, A) ist ein messbarer Raum, der alle

moglichen Datenwerte enthdlt.

Auf einem Stichprobenraum (£2,.A) betrachtet man eine Familie P von
Wahrscheinlichkeitsmafen. Fiir die infrage kommenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen

der Daten wird dann das ,beste “ Wahrscheinlichkeitsmafs gesucht.

Tests

Es sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf einem Stichprobenraum
(€, A). Oft soll anhand der Daten entschieden werden, ob die tatséchliche Verteilung
P in einer vorgegebenen Teilfamilie F, von P liegt.

In der Fachsprache sagt man auch, man priift die Hypothese P € F,.

Beispiel 2.26. Ein Beispiel fiir einen solchen Hypothesentest ist der x*-Test,
welcher zu Hilfe genommen werden kann, wenn man beispielsweise eine Miinze wirft
und prifen méchte, ob die Miinze fair ist.

Eine n-fache Wiederholung entspricht dann einer Stichprobe, mit der der x*-Test
arbeiten soll.

Hiilt die Miinze dem x*-Test stand, so wird die Hypothese nicht verworfen.

15



2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

Definition 2.27. Fine (messbare) Funktion ¢ : Q — [0,1] heifst (randomisierte)

Testfunktion zum Signifikanzniveau o € [0, 1], wenn gilt:
EP¢(X) S Q,

fiir alle P € P. Die Abbildung P — Epp(X) heifst Giutefunktion und beschreibt
den Erwartungswert von ¢(X) unter der Annahme, dass die zu grundeliegende

Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist.

Bei Vorliegen der Beobachtung x wird die Hypothese H mit Wahrscheinlichkeit
¢(z) verworfen, also wird bei einem Test zum Signifikanzniveau o« die
Wahrscheinlichkeit fiir eine irrtiimliche Ablehnung der Hypothese nicht grofer
als a. Bei Tests geht es also darum, eine vorgegebene Hypothese anhand der
Stichprobendaten entweder zu verwerfen oder nicht zu verwerfen. Meist werden
nichtrandomisierte Testfunktionen benutzt. Konkreter heifit dies, dass ¢ nur die

Werte 0 und 1 annimmt.

Definition 2.28. Die Menge {z € Q | ¢(x) = 1} heifst Ablehnungsbereich oder

kritischer Bereich eines solchen Tests.

2.4 Martin-Lof-Zufalligkeit fiir endliche Worter

In der Praxis sind statistische Tests eine effektive Vorschrift, so dass wir fiir jedes
gewiinschte Signifikanzlevel berechnen konnen, fiir welche Woérter bzw. Ereignisse
die Hypothese verworfen werden sollte.

Wir mochten, dass diese statistischen Tests nicht nur existieren, sondern auch
effizient berechenbar sind.

Insgesamt wollen wir Tests konstruieren, die die Hypothese ,Wort x hat folgende
Form* ablehnen und mitteilen, dass = zuféllig ist und wir die Hypothese verwerfen,

well wir z € V,,, dem kritischen Bereich vorfinden.

Wie im einfiihrenden Beispiel in [Gaul§| und dieser Arbeit kénnen wir auch hier
endliche 01-Folgen der Lange n zunichst mit einem n-fachen Miinzwurf erzeugen.
Wenn wir nun mit dem Erwartungswert einer Binomialverteilung, also die Anzahl

der Versuche (hier: m) multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass eine Eins

1
2

Féllen Einsen erwarten, in etwa n - % Féllen eine Teilfolge bestehend aus 00, in etwa

geworfen wird (hier: 0,5), argumentieren, so wiirden wir bei n Wiirfen in etwa n -

n - % Féllen eine Teilfolge bestehend aus 111 usw. erwarten.

Wir wollen nun also Tests betrachten, die dabei die Hypothese (nicht zufillig)

16



2.4 Martin-Lof-Zufélligkeit fiir endliche Worter

verwerfen, wenn das Verhéltnis von Nullen uns Einsen zu sehr von 3 abweicht.

N | #—=

Anders ausgedriickt, wenn

> f(m,n)

n
n—2§ T;
i=1

gilt. Die Variable m bezeichnet dabei das Signifikanzniveau und das n die Lange des

Wortes x = 1 ---x,. Der Test f soll hierbei nur dadurch bestimmt sein, dass bei
Wortern der Lange n weniger gleich 2"~ diese Ungleichung gilt. Dieses liegt in den
nichtkomprimierbaren Woértern nach Kolmogorov begriindet. Im weiteren Verlauf
werden wir sehen, dass die genaue Definition dieses Tests nicht weiter entscheidend
ist.

Wir kénnen also beliebige Theoreme der Wahrscheinlichkeitstheorie iiber zufallige,
endliche Folgen direkt fiir unkomprimierbare Worter iiber einem Alphabet gleicher
Machtigkeit iibernehmen. Daher kénnen wir uns an der Statistik bedienen und eine
Teststatistik zugrundelegen, welche verwirft, wenn die relative Haufigkeit der Einsen
zu sehr von % abweicht. Diese Abweichung, oder auch dieses Signifikanzniveau,
bezeichnen wir im Folgenden mit o. Welche Teststatistik wir genau zugrunde legen
ist aufgrund der Aquivalenz, wie wir im Verlauf dieser Arbeit sehen werden, nicht
weiter wichtig.

Wiéhlen wir nun o = 27™ fiir m = 1,2, ..., so kénnen wir unseren Ablehnungsbereich
U C N x €2 beschreiben. Hierbei ist {2 die Menge der binadren Zeichenketten.

Wir definieren aukerdem U, = {z | (m,z) € U}. Dann gilt U,+1 C Uy, fiir
m=12, ...

Damit U,, nun ein Ablehnungsbereich zum Signifikanzniveau o = 2™ sein kann,
muss die Anzahl der Wérter in U, der Lange n kleiner gleich 2"~™ sein.

Durch die These von Church wissen wir, dass die Menge U insbesondere rekursiv
aufzahlbar ist. Daher wollen wir im Folgenden beschreiben, was eine Teststatistik

ist, die auf eine rekursiv aufzdhlbare Menge angewendet wird.

Lemma 2.29. Fiir jede Teststatistik V' gibt es eine Teststatistik U, so dass
Vm-l—c g Um7

m = 1,2, ..., wobei ¢ eine Konstante ist, welche von U und V abhdngt.

Bemerkung 2.30. Die Teststatistiken V' und U werden in der Literatur auch Tests

genannt.

Bemerkung 2.31. Das Komplement eines kritischen Bereichs zum Signifikanzlevel

17



2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

a ist ggf. aus der Schule oder einer Stochastikvorlesung besser bekannt als (1 —

a)-Konfidenzintervall.

Bemerkung 2.32. In statistischen Tests kann die Mitgliedschaft von (m,x) in V

gewdhnlicherweise in Polynomialzeit (in O(|z| 4+ |m|) ) getestet werden.

Lemma 2.33. Es gibt eine rekursiv aufzihlbare Menge T' C N x N x €, so dass U

eine Teststatistik ist, genau dann wenn
U={(m,z)| (i,m,xz) €T},

fur gewisse 1 = 1,2, ....

Fiir den Beweis zeigen wir zunéchst, dass die Menge der Teststatistiken effektiv
aufzéhlbar ist und beweisen wie folgt beide Lemmata zusammen. Mit effektiv
aufzdhlbar meinen wir, dass wir einen Algorithmus angeben konnen, der die Menge
aufzdahlt und uns nicht auf die reine Existenz eines solchen Algorithmus verlassen

wollen.

Beweis. Es ist bekannt, dass die Menge aller rekursiv aufzéhlbaren Teilmengen von
N x Q effektiv aufzédhlbar ist. Wir nutzen diesen Fakt aus, indem wir eine partielle
rekursive Funktion f der Form f: N x N — N x Q, mit der Eigenschaft, dass wenn
sie fiir (¢, 7) definiert ist auch (7,1),(¢,2),(¢,...), (4,5 — 1) zum Definitionsbereich
zdhlen. Auferdem ist eine Teilmenge von N x Q rekursiv aufzédhlbar, genau dann,
wenn sie die Form {f(i,7) | j = 1,2,...} hat, fiir ein ¢ = 1,2,.... Diese Mengen
passen wir nun an, so dass sie den Bedingungen von statistischen Tests entsprechen.
Wir erinnern uns dabei daran, dass eine rekursiv aufzahlbare Menge U C N x €2, die
zu einem Test gehort, zuallererst die Bedingung U, O U,,41, fiir m = 1,2, ... und
als zweites die Bedingung erfiillt, dass die Anzahl der Elemente der Lange n in U,

2"~ gind.

weniger gleich
Wir wéhlen nun ein festes aber beliebiges i = 1,2, .... Ist f(4, j) fiir alle j undefiniert,
so ist die korrespondierende rekursive aufzdhlbare Menge die leere Menge. Wenn dies
nicht der Fall ist, so sei f(i,1) = (m, z1). Falls die Menge aller (m, 1), mit m < my,
den Bedingungen eines Tests geniigen (m; < |z1]), fiigen wir (i, m, z1) zur Menge T'
hinzu, fiir alle m < m;. Falls nicht, so bleibt die Stelle 7 in T" leer und die Modifikation
ist fiir dieses ¢ zuende. Im ersten Fall berechnen wir nun f(i,2) = (ms, z2), falls es
definiert ist und analog zu j = 1 fligen wir (i, m,xs) zu T hinzu, fiir alle m < ma,
falls die gewiinschten Testeigenschaften erfiillt sind. Ansonsten ist die Modifikation

fiir das ¢ fertig. Diese Konstruktion wird so weitergefiihrt. Der Bereich von T mit

18



2.4 Martin-Lof-Zufélligkeit fiir endliche Worter

dem Eintrag i entspricht dann der Menge {f(,j) | j = 1,2,...} und durch die
Konstruktion erfiillt er auch die Testeigenschaften.

Den universellen Test U erhalten wir als Bild von T" unter der Abbildung
(i,m+i,x) — (m,x).
Nehmen wir nun einen beliebigen Test V', so gilt fiir ein ¢
V=A{z|(@i,m+ix)eT}
Damit folgt
Vivi={z | (i,m+i,z) e T} C{x| (m,x) e U} = Uy,
fiir alle m € N.

O

Wir verwenden nun statt des Signifikanzniveaus das kritische Level beziiglich eines
Tests U.

Definition 2.34. Das kritische Level beziiglich eines Tests U ist definiert als

my(z) = max m.
Da my(z) fir jedes x definiert ist, definieren wir zusdtzlich mit Uy die Menge aller

Bindrworter, die 0 < my(x) < |z| genigen.

Dieses my(z) spielt beim Begriff der Martin-Lof-Zufélligkeit in etwa die Rolle,
welche die Kolmogorov-Komplexitédt im vorherigen Kapitel spielt und besitzt daher
(bis auf Vorzeichen) &hnliche Eigenschaften, wie wir im Laufe dieses Unterkapitels
noch sehen werden. Der wesentliche Unterschied hierbei liegt darin begriindet, dass
sich der Zufallsbegriff nach Kolmogorov nur sehr schwierig auf unendlich lange
Worter iibernehmen lisst, da Rechnen im Unendlichen immer eigene Schwierigkeiten
mit sich bringt. Wir hatten an der Stelle von Zufélligkeit via c-Komprimierbarkeit

gesprochen, wobei ¢ € N eine Konstante ist. Jedoch gilt
00 — ¢ = 00,

weshalb dieser Begriff sich nur schwer iibertragen lésst.

Bei dem in diesem Kapitel verwendeten Begriff jedoch handelt es sich in der
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2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

Grundlage um Teststatistiken, fiir welche es eine ausgiebige Theorie auch fiir
unendliche Tests gibt, sodass wir uns dabei problemlos der Resultate daraus
bedienen konnen. Daher ist es an dieser Stelle sinnvoll, eine zweite Art der

Betrachtung der Kolmogorov-Komplexitiat zu untersuchen.

Bemerkung 2.35. Es g¢ibt fir jeden universellen Test U einen Test V und eine
Konstante ¢ € N, sodass folgende Ungleichung fir alle Worter x erfillt ist:

my(z) < my(z) +c

Eine Ungleichung der Form hatten wir bereits in der Definition der
Kolmogorov-Komplexitat fiir universelle Turingmaschinen vorgestellt, vergleiche
[1.4] welche aus dem Invarianz-Theorem resultierte, siehe Dabei war allerdings
die Ungleichung genau andersrum definiert, so dass das universelle Mafl kleiner
gleich dem beliebigen Mafs plus einer Konstante ist. Dies haben wir vorher
mit ,(bis auf Vorzeichen) &hnliche Eigenschaften gemeint. Daher wollen wir
nun das kritische Level beziiglich eines universellen Tests moglichst analog zur

Kolmogorov-Komplexitat im voherigen Kapitel definieren.

Definition 2.36. Das kritische Level beziiglich eines universellen Tests, der aus

dem Kontext eindeutiq ist, bezeichnen wir mit
m(z) := my(z).

Eine solche Konstruktion haben wir bereits im vorherigen Kapitel gesehen, in
Definition [1.6], als wir bei der Kolmogorov-Komplexitét die entsprechende universelle

Turingmaschine in der Notation K (z) wegliefen. Wir wollen dhnlich zu [Gaul8| nun

die Wohldefiniertheit zeigen.

Definition 2.37. Zwei kritische Level universelle Tests ma(x) und mp(x) heiffen
dquivalent, in Zeichen

ma(x) = mp(z),

wenn es eine Konstante ¢ € N gibt, so dass
Ima(z) —mp(z)] < c
qgilt.

Bemerkung 2.38. Die Relation = aus Deﬁnitz’on ist eine Aquivalenzrelation.
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Bewers. Wir miissen zeigen, dass = reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Seien

A, B und C universelle Tests und seien ¢, ¢; und ¢y € N Konstanten.

e symmetrisch: Es gilt |ma(z) — ma(z)| = 0 < ¢, fiir alle natiirlichen Zahlen c.
e reflexiv: Angenommen, es gilt |ma(z) — mp(z)| < ¢. Dann gilt
ima(x) —mp(@)| = [mp(z) —ma(z)],

da die Differenz von zwei natiirlichen Zahlen innerhalb eines Betrags

kommutativ ist. Demnach ist auch

mp(x) —ma(z)] < e

transitiv: Angenommen, es gelten sowohl |m4(z) — mp(z)| < ¢ als auch

imp(z) —me(z)| < cp. Dann gilt

8
~—

ima(z) —mo(z)| = |ma(x) —mp(x) + mp(z) —mo

|
= [ma(z) —mp(x) = (me(x) — mp(2))]

Sy}
—
=

< |ma(z) —mp(x)| + [mo(z) —m

wobei die letzte Zeile mittels Dreiecksungleichung folgt.
Wir hatten bereits bei der Reflexivitdt gesehen, dass wir die Differenz im

Betrag ganz rechts umdrehen diirfen. Daher folgt

[ma(x) —mp(z)] + [me(z) — mp(2)]
= [ma(z) —mp(z)| + [mp(z) —me(z)]

< c1+ co.
Wenn wir unsere neue Konstante auf
c:=c + ¢
setzen, dann erhalten wir das gewiinschte:

Ima(x) —meo(z)| < c
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2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

Definition 2.39. e Durch die Relation = aus Definition werden die

Aquivalenzklassen

ma)] :={mp | mp=ma}

induziert.

e Die Ordnung < auf den Aquivalenzklassen definieren wir wie folgt.

Fiir Aquivalenzklassen [mal und [mpg| gilt ma] < [mp], wenn fir den

kanonischen Vertreter

ma(x) < mp(x)+c

gilt.

Bemerkung 2.40. Die Ordnung aus Definition[2.39 ist eine partielle Ordnung auf

den Aquivalenzklassen. Insbesondere gibt es ein minimales Element ma,, so dass fir

alle mp die Ungleichung

qgilt.

[ma,] < [ms]

Beweis. Eine Ordnung heift partiell, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und

transitiv ist. Reflexivitat und Transitivitat lassen sich &hnlich zu Bemerkung [2.38

zeigen.

22

o reflexiv: ma(z) < ma(z) + ¢, gilt fiir alle Konstanten natiirlichen Zahlen c.

e antisymmetrisch: Angenommen, es gelten sowohl m4(x) < mp(x)-+c; als auch

mp(z) < ma(x)+ cz. Subtrahiert man in der ersten Ungleichung beide Seiten
mit mp(z) und in der zweiten Ungleichung beide Seiten mit m(x), so erhélt
man

ma(z) —mp(x) < c; und mp(x) — ma(x) < cs.

Insgesamt erhélt man damit, da sowohl mp(z) als auch m(z) positiv sind
|ma(z) — mp(z)] < max{c, e} =: c.

Damit liegen m(x) und mp(z) in der selben Aquivalenzklasse und sind

dementsprechend dquivalent.

transitiv: Angenommen, es gilt ma(z) < mp(z) + ¢; und auferdem noch
mp(z) < me(x) + ¢o. Dann ldsst sich mp(x) in der ersten Ungleichung durch
die rechte Seite der zweiten Ungleichung ersetzen, da > dann immer noch gilt
und man erhalt

ma(z) < (me(x) + c) + ¢



2.4 Martin-Lof-Zufélligkeit fiir endliche Worter

Setzt man die neue Konstante auf ¢ := ¢; + ¢o, so erhélt man das gewiinschte

ma(x) < me(z) +c.

Wir haben also eine partielle Ordnung. Da eine partielle Ordnung auf einer Menge,
die nach unten beschrankt ist, ein minimales Element besitzt, konnen wir dieses m 4,
nennen und haben unsere Aussage gezeigt. Die Beschrankung nach unten kommt

durch die natiirliche Grenze der 0 zustande. OJ

Im folgenden Satz wollen wir nun einen Zusammenhang zwischen

Kolmogorov-Komplexitat und dem kritischen Level eines Tests herstellen.

Satz 2.41. Es gibt eine Konstante ¢ € N, sodass folgende Ungleichung fir alle
Bindrwérter x gilt
|z| = K(z | |z]) = m(z)| < ¢

Beweis. Wir definieren zunachst

Vo= Alm,2) | K(z | [z]) < x| —m}
= {(m,2) | Gp)(|pl < [z[ —m und M(p, |z[) = x)} €N xQ,

wobei M eine universelle Turingmaschine ist. V' ist ein Test und
my () = |z| = K(z | |z]) — 1,

also
2| = K(x [ [z]) =1 <my(z) +c

Um die Ungleichung in der anderen Richtung zu zeigen, sei U ein universeller Test,
der das kritische Level definiert und wir wéhlen eine rekursiv aufzdhlbare Funktion
f der Form f: N — N x €, die U ohne Wiederholungen aufzihlt.

Mittels f konstruieren wir nun folgenden Algorithmus M von €2 x N nach :

e Falls f(1) = (my, 1), sei M(00...00, |z1]) = ;.

|z1[—ma

e Falls f(2) = (mg, z2) und (my, |x1]) = (ma, |22|), dann sei

M(00...0 1,|zs]) = .

|z2|—mo—1
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2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

e Falls f(2) = (mg,x2) und (my, |z1|) # (Mo, |x2|), dann sei

|z2|—m2

Da U ein Test ist und wir die Aquivalenzklassen oben als wohldefiniert bewiesen
haben, kénnen wir obige Konstruktionen ohne Mehrdeutigkeiten anwenden. Damit
gilt nun

Ky (x| |z]) = |z| = m(z),

also insgesamt
K(z [ |z]) < |z =m(z) +c.

Wir haben also insgesamt eine zu Satz [I.11] 4hnliche Aussage gesehen.

Definition 2.42. FEin Bindrwort wyws ---w, heifit zufdillig tm Martin-Lof-Sinn,
wenn

m(wyws -+ - wy,) < ¢,

fiir eine Konstante ¢ € N gilt.

Damit kénnen wir nun die Aquivalenz von Kolmogorov-Zufilligkeit und

Martin-Lof-Zufalligkeit im endlichen Fall zeigen.

Satz 2.43. Kolmogorov-Zufilligkeit und Martin-Lof-Zufalligkeit sind fiir endliche

Worter dquivalent.
Beweis. Wir wissen aus |Gaul8]|, dass
K| |z]) < K(z) < K(x [ |2]) + 2K (|2| = K(z | [x]))

gilt. Nehmen wir an, x sei unkomprimierbar, dann sind somit K(z) = K(x | |z]).
Wir erhalten mithilfe von Satz 2.41] nun

|z = K(x) —m(z)] < e

Da wir x unkomprimier annehmen, gilt |x| — K (x) = —c¢;, fiir eine Konstante ¢; € N.
Insgesamt liefert uns dies

| —c1 —m(x)] <ec.
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Sowohl ¢; als auch m(x) sind nicht negative Zahlen, also ergibt sich

| = (e +m(2))|
c1 +m(x)

IN

C

IN

C

m(z) < c—c <c

und damit haben wir genau Martin-Lof-Zufalligkeit, wenn Kolmogorov-Zufalligkeit

vorliegt.

Andersrum, wenn m(z) < ¢; gilt, liefert uns Satz [2.41]

||z =1 = K(z [ |2])]
||z = (e + K ([ |2])]

< c
< ¢
Auf der linken Seite kénnen wir die Dreiecksungleichung anwenden und erhalten

|z = (er + Kz [ |2])] < [[z]] + [er + K (z | |2])].

Auf der rechten Seite lésst sich K (z | |z|) von oben abschétzen durch K(z) und
damit erhalten wir
K(z) <|z|+ 1,

also ¢;-Unkomprimierbarkeit und damit Zufélligkeit. O]

2.5 Martin-Lof-Zufalligkeit fiur unendliche Worter

Im Fall endlicher Bindrworter haben wir gesehen, dass die Einfithrung eines
universellen Tests nichts weiter als eine Umformulierung des Komplexitdtsmafkes der
Kolmogorov-Komplexitéat ist. Wir hatten angesprochen, dass diese Umformulierung
sinnvoll ist, da sie sich sehr viel einfacher auch auf Worter unendlicher Lénge
erweitern lasst. Wir werden nun im folgenden Unterkapitel auf analogem Weg
einen universellen sequentiellen Test fiir unendlich lange Bindrworter definieren, um
dieses Komplexitatsmafs auf unendliche Worter zu verallgemeinern. Mit unendlichen

Wortern meinen wir hier unendlich lange Folgen iiber einem endlichen Alphabet.

Wir stellen uns daher nun vor, wir haben ein Zufallsexperiment, wie zum
Beispiel einen (unendlich oft wiederholten) fairen Miinzwurf, der uns méglicherweise

unendlich lange Binadrworter wyws ---w, --- erzeugt. Dabei soll das Gesetz der
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2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

Grofen Zahlen (siehe [2.2), also

oder sogar das Gesetz des iterierten Logarithmus (siehe [2.21])

_ 25, —
lim i i

e |
e /2nloglogn

gelten.

Wir wollen die mafstheoretische Wahrscheinlichkeitstheorie benutzen. Dies ist darin
motiviert, zu zeigen, dass alle Mengen, fiir die dieses Gesetz nicht gilt, Mafs null
haben, also Nullmengen sind. Nach Satz bedeutet dies, dass es fiir jedes § > 0
eine offene Uberdeckung U dieser Menge gibt, so dass

pU) <6

gilt. Hierbei ist y das Wahrscheinlichkeitsma® auf {0, 1} mit p(1) = 3 = p(0), bei
dem alle Ereignisse (0 und 1) unabhéngig und gleichverteilt mit Wahrscheinlichkeit

1 .
3 sind.

Definition 2.44. J(wyws---w,) bezeichnet die Menge aller wunendlichen

Bindrworter, die mit dem Teillwort wiws - - - w, beginnen.

Wir wollen im Folgenden wieder einen kritischen Bereich, ndmlich in diesem Fall
eine Nullmenge konstruieren, so dass alle Worter, die dem Test nicht standhalten
Maf 0 haben. Diese Menge heifst im Folgenden .

Wir betrachten nun die Menge

U={z|J(x) cU},

also die Menge aller Wortanfange aus U.
Da diese Wortanfénge stets endlich sind, konnen wir hierauf unsere Erkenntnisse
aus Kapitel anwenden.

Bemerkung 2.45. Es gilt U = |, J(x) genau dann, wenn U offen ist.

Die Menge U hat die Eigenschaft, dass sie alle moglichen Erweiterungen von ihren
Elementen beinhaltet.
Mit anderen Worten: U kann als kritischer Bereich eines sequentiellen Tests zum
Signifikanzlevel o > 0 betrachtet werden.
Nun kénnen wir den Argumentationen des vorherigen Kapitels (Kapitel folgen.
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2.5 Martin-Lof-Zufalligkeit fiir unendliche Worter

Wir nehmen nun wieder an, die Familie der kritischen Bereiche, bzw. hier der
offenen Uberdeckungen U C N x Q, sei rekursiv aufzihlbar. U muss folgende

Einschrankungen erfiillen:
e Sei (m,z) € U, so auch (n,y) € U, fiir n <m und y > z.

e Die Anzahl der Worter der Lénge n, welche in U, = {x | (m,z) € U}

enthalten sind, ist kleiner gleich 2"~ fiir alle n und m.

Damit konnen wir die Hauptaussage dieses Kapitels beweisen, namlich, dass
die Menge aller sequentiellen Tests bzw. dazu Kkorrespondierenden offenen

Uberdeckungen effektiv aufzihlbar ist:

Satz 2.46. Es gibt eine rekursiv aufzdhlbare Menge T C N x N x Q, so dass U ein

sequentieller universeller Test ist, genau dann wenn
U={(m,z)| (i,m,z) € T},
fiir bestimmte i € N

Beweis. Der Beweis unterscheidet sich nur minimal von dem Analogon im vorherigen
Kapitel (siehe Lemma [2.33)).

Wir wéhlen eine partiell rekursive Funktion f wie oben und fixieren ein beliebiges
i = 1,2.... Anschliefsend berechnen wir f(i,1) = (mq, z1), falls es definiert ist. Dann
fiigen wir, sofern mit dem Signifikanzlevel zuléssig (also hierbei my < |x1]), (i, m, )
zur Menge T hinzu, fiir alle m < my und x > z;. Andernfalls bleibt 7" an 7 leer. Wenn
wir zu diesem Zeitpunkt noch nicht fertig sind, berechnen wir f(i,2) = (ms, z5), falls
definiert und fiigen (i, m, z) zur Menge 7" hinzu, fiir alle m < my und z > x5. Die im

obigen Beweis erwahnten Eigenschaften gelten dann auch fiir die Menge T hier. [

Satz 2.47. Es existiert ein universeller sequentieller Test U, so dass fir jeden

sequentiellen Test V' gilt:
Vinee C U, fiir m= 1,2,...,

wobet ¢ eine Konstante ist, die von U und V' abhdngig ist.

Auch diese Aussage haben wir bereits im endlichen Fall gesehen, vergleiche hierzu
Lemma
Da wir gleiche Voraussetzungen fiir U (fiir ein n € N) in diesem Abschnitt vorfinden,

wie im vorherigen, iibernehmen wir Definitionen wie my (x) analog.
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2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

Beobachtung 2.48. Auch hier kann, wie im endlichen Fall, U als Bild von T unter
der Abbildung
(i,m+1i,z) — (m,z)

verstanden werden.

Das kritische Level my(z) = max,cp,, m beziiglich eines sequentiellen Tests U
erfillt
0 <my(z) < |z

und

my(z) < my(y),

fiir alle x < y.

Daher konnen wir nun ein kritisches Level eines unendlichen Binarwortes

definieren.
Definition 2.49. Das kritsche Level eines unendlichen Bindrwortes ist definiert als
my(wiwsy -« wy -+ ) = lim my(wws - - - wy,).
n—oo

Fixieren wir nun einen universellen Test U, lassen wir wie zuvor zur Vereinfachung

der Schreibweise das U im Index weg.
Beobachtung 2.50. Es gilt
0 < my(wws -+ wy--+) < 0.
Definition 2.51. Fin unendliches Bindrwort wyws - - - wy, --- heifit zufdllig, wenn
m(wiws -+ wy -+ ) < 00

gilt.

Diese Definition ist analog zum endlichen Fall mit dem Unterschied, dass die obere
Schranke angepasst werden muss, da die Lange des Wortes hier nun unendlich lang

werden kann.

Bemerkung 2.52. Definition ist unabhdangig von der Wahl des universellen

Tests beztiglich welcher das kritische Level definiert ist.
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2.5 Martin-Lof-Zufalligkeit fiir unendliche Worter

Konstruktive Nullmengen

In der Literatur fallt haufig der Begriff der konstruktiven Nullmengen, wenn es um
Martin-Lof-Zufalligkeit geht. Diesem Begriff wollen wir uns in diesem Unterkapitel
zuwenden.

Hierzu bedarf es zunéchst einiger Definitionen.

Definition 2.53. e Fine offene Menge wunendlicher Bindrwérter U heifSt
konstruktiv offen, falls {z | J(x) CU} rekursiv aufzihlbar ist.

o Uy, Uy, ... heifst konstruktive Folge konstruktiv offener Mengen, wenn {(m,z) |
J(x) C Uy} rekursiv aufzihlbar ist.

o A heifit konstruktive Nullmenge, falls A C U, fir m = 1,2,..., wobei
Uy, Uy, . .. eine konstruktive Folge konstruktiv offener Mengen ist mit pu(U,,) —
0, konstruktiv schnell wie m — co. Damit ist gemeint, dass pu(U,y,) < 27F, fiir

alle m > h(k), fir eine rekursive Funktion h ist.

Bemerkung 2.54. Die Menge der nichtzufilligen Folgen erzeugen eine

inklusionsmaximale konstruktive Nullmenge.

Sei B eine beliebige konstruktive Nullmenge und Vi, )V, ... die assoziierten
Uberdeckungen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
Vi 2V, O ..ound u(V,y,) < 27™, so dass

V=A{(m,z) | J(z) S Vm}
ein sequentieller Test ist. Auch hier gilt fiir einen universellen sequentiellen Test U
Vinee C Uy, fiir m= 1,2,...,

wobei ¢ eine Konstante abhéngig von U und V' ist. Dementsprechend gilt

BC ﬁvm: ﬁvmﬂg ﬁum:fl,
m=1 m=1 m=1

fir U, = U

diesem Begriff zufillige unendliche Bindrworter existieren.

seu,, J (), wie zuvor. Wie auch in [Gaul§| fragen wir uns nun, ob nach

Satz 2.55. Fust alle unendlichen Bindrwérter sind zufdllig.

Beweis. Seily, = J,ep .
Uy O Us O ... und p(U,,) < 27™, fiir m = 1,2,.... Die Menge der nichtzufélligen

J(x), firm = 1,2, .... Da U ein sequentieller Test ist, gelten
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2 Zufallsbegriff nach Per Martin-Lof

Worter ist dann exakt die Nullmenge () ~_, U,,, da U universell gewédhlt wurde und
der Schnitt von Nullmengen wieder eine Nullmenge ergibt und nach Definition einer

o-Algebra auch wieder in der o-Algebra enthalten ist. m

Wir haben in diesem Kapitel also gesehen, dass sich die Kolmogorov-Komplexitét
mithilfe einer anderen Betrachtungssichtweise, wie Martin-Lof sie prasentierte, auf
unendlich lange Worter ausweiten lasst.

Im Wesentlichen entsprachen die universellen sequentiellen Tests hierbei
den universellen Turingmaschinen und die Nullmengen entsprechen Mengen

nichtzufalliger, also komprimierbaren, Worter im Kolmogorov-Sinn.
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3 Zufallsbegriff nach Claus

Schnorr

Wir wollen zunéchst Martingale fiir unseren Kontext definieren. Wie auch im
Kapitel 2] miissen wir hier wieder unseren Kontext in eine neue Sprache iibersetzen.
Wir zeigen also, wie sich Martin-Lof-Zufélligkeit und damit Kolmogorov-Zufalligkeit
in die Sprache der Martingale iibersetzen lasst, da wir fiir den endlichen Fall
gesehen haben, dass die beiden Zufélligkeiten dort dquivalent sind. Darauf aufbauend
definieren wir weitere Zufallsbegriffe und zeigen anschlieffend Aussagen iiber die
verschiedenen Zufallsbegriffe mithilfe der arithmetischen Hierarchie. Dieses Kapitel
richtet sich nach [Sch71].

3.1 Martingale

Unser bisheriger Stand ist der Folgende: Die intuitive Idee besteht darin, dass ein
unendliches Bindrwort x zuféllig ist, wenn es allen konstruktiven stochastischen Tests
standhalt. Ein solcher stochastischer Test kann durch eine Funktion f: ¥* — R
ausgedriickt werden. Dabei zeigt f(x) an, wie anféllig = beziiglich des stochastischen
Tests ist. Es scheint natiirlich zu sein, dass f(x) einen grofen Wert annimmt, wenn
x beziiglich eines Tests anfillig ist und niedrig, wenn nicht.

Um diese Beispiele oben zu verallgemeinern, nennen wir eine Funktion f: »* —

R> einen konstruktiven Test, wenn f folgende informelle Eigenschaften besitzt:

1. f kann konstruiert werden, d.h. f ldsst sich durch einen Algorithmus

berechnen.

2. Es gibt eine Regel, welche Nullmengen beziiglich f bestimmt, so dass diese
Nullmenge die Teilmenge der unendlich langen Worter ist, die diesem Test
nicht standhalten.

Fiir den zweiten Unterpunkt gibt es zwei Mdoglichkeiten, die sich betrachten lassen

um Nullmengen zu erzeugen, namlich:
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3 Zufallsbegriff nach Claus Schnorr

1Ay = {z € 5% | lim,,.o f(2(n)) = 00} und
2. Ny :={z € %% | lim, ,o f(2(n)) = co}.

Wir schauen uns nun zunéchst anhand eines Beispiels an, was ein Martingal ist.
Das typische Einstiegsbeispiel ist hierfiir ein Miinzwurf oder beim Roulette das
Setzen auf schwarz oder rot, wobei man gerne die griine Null vernachlissigt, so

dass man Wahrscheinlichkeiten von je % fiir beide Ereignisse hat.

Beispiel 3.1. Nehmen wir an f: ¥* — R sei eine Funktion, die das Kapital eines
Spielers angibt, welcher auf Bindrwortern spielt. Dabei steht f(x) fir das Kapital
nach dem |x|-ten Versuch, wenn die Spielfolge das Startwort x hat.

Bei einem fairen Spielsystem sollte der Zugewinn des Spielers folgende Gleichung

erfillen:
1

fla) =5 (flzl) + f(20)) (3.1)
Die Schreibweise x1 steht dafiir, dass an ein endliches Wort x das Zeichen 1
angehingt wird. Es ist zu erwarten, dass dabei lim,_ . f(2(n)) < oo gilt, sofern
z zufdllig ist. Das heifit also auch, dass ein hoher Wert von f(z(n)) bedeutet, dass
das Wort z(n) anfillig fir den Test f ist.
Man kann auflerdem zeigen, dass fir jede Funktion f, die die Gleichung[3.1] erfillt,
die Menge

{2 €5 | Tmsne f(2(n)) = o0}
eine Nullmenge 1st.

Bemerkung 3.2. Im Wesentlichen kann man sich Martingale in der allgemeinen
Literatur als faire Gliicksspiele vorstellen. Diese heiffen in der Stochastik fair, weil
man nicht mithilfe einer bestimmten Spielstrategie das Spiel so beeinflussen kann,
dass man selbst gewinnt (Submartingal) oder die Bank beeinflussen kéonnte, dass ein

Spieler verliert (Supermartingal).

Dennoch sollte im Rahmen einer wissenschaftlichen Arbeit eine formale Definition
aus der mathematischen Stochastik genannt werden, welche im néchsten Kapitel
auf den aktuellen Kontext, mithilfe des obigen Beispiels, bzw. deren Gleichung,
angepasst wird, so dass die urspriingliche Bedeutung aber noch (zumindest
ansatzweise) beibehalten wird.

Daher geben wir nun zur Vervollstindigung die mathematisch-stochastische

Definition nach |Griil4] hier ohne weitere Erwdhnung kurz an:

Definition 3.3. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum T C R eine

Menge wvon Zeitpunkten, (F;)ier eine Filtration, also eine aufsteigende (bzgl.
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3.2 (1)-Zufilligkeit und Zusammenhang zur Martin-Lot-Zufalligkeit

Teilmengenbeziehung) Folge von Unter-o-Algebren von A und eine hierzu adaptierte
Familie von Zufallsvariablen (X;)ier mit E(|X}]) < oo, fir alle Zeitpunkte t € T.
Dann heifit (X, Fi)ier Martingal, wenn gilt

Xo= E([Xi | A,

fir alle s < t und s,t € T. Also wenn sich der Erwartungswert (bspw.
des Gesamtgewinns) nach einem oder mehreren Spieldurchldufen nicht verindert,

dadurch dass wir nach einigen Durchliufen mehr Informationen vorfinden.

Beispiel 3.4. Wenn wir bei mehrfachem fairen Wiirfelwurf beobachten, dass lange
keine 6 gefallen ist, so bringt uns das keine neuen Erkenntnisse, wenn wir

vorhersagen wollen, welche Zahl als ndichstes fdllt.

Im folgenden Kapitel wollen wir zunéchst eine Spielstrategie als Martingal
bezeichnen, die Bit fiir Bit des Wortes lesen soll und auf das Zeichen wetten/ das
Zeichen richtig erraten soll. Die Martingalcharakterisierung dieser Spielstrategie
zeigt dann, dass wir bei zufillig erzeugten Wortern, keinen Gewinn durch immer
mehr Informationen erlangen kénnen und damit letztendlich Martingale im

urspriinglichen Sinn vorfinden.

3.2 (1)-Zufilligkeit und Zusammenhang zur
Martin-Lof-Zufalligkeit

Ankniipfend an Kapitel [2| wollen wir nun den dort definierten Zufallsbegriff durch

die Sprache der Martingale ausdriicken.

Bemerkung 3.5. Analog zur Menge ¥*, die alle (endlichen) Warter dber dem
Alphabet 33 enthdlt, wollen wir in diesem Kapitel mit X°° die Menge aller (unendlich
langen) Zeichenketten/Worter iber dem Alphabet ¥ bezeichnen.

Definition 3.6. Wir betrachten im Folgenden die Abbildung ¢ : ¥* — 3°°, p(A) =
A¥>®. Das heifit, ¢ bildet ein endliches Wort A auf die Menge der unendlichen
Warter mit endlichem Wortanfang A ab.

Definition 3.7. Das Maf$ i, welches wir in diesem Kapitel betrachten wollen ist
ein MafS auf {0,1}°, so dass an jeder Stelle des (unendlichen) Wortes 0 und 1

gleichwahrscheinlich sind.
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3 Zufallsbegriff nach Claus Schnorr

Definition 3.8. Eine totale Funktion f: X" — Rsq heifit schwach berechenbar,

wenn es eine rekursive Funktion g : N x ¥* — Q gibt, sodass

g(i,x) < g(i+1,z) firi e N und x € ¥*
lim g(i,z) = f(z) firze X"

1—00

Eine totale Funktion f: X" — Ry heifst berechenbar, falls f und —f schwach
berechenbar sind.

FEine totale Funktion f: ¥X* — Rso hat die Martingaleigenschaft beziglich der
Wahrscheinlichkeit % fiir 0 und 1, falls sie folgende Gleichung erfillt:

f(z) = %f(x()) + %f(xl), fiir x € 3*. (3.2)

Funktionen mit dieser Figenschaft wollen wir nun tm Rahmen dieser Arbeit als

Martingale bezeichnen.

Lemma 3.9. Fulls f : ¥* — Ry die Martingaleigenschaft (Gleichung erfillt,
dann ist die Menge

N ={z€ X% |lim, o f(2(n)) = 0o}

eine Nullmenge.

Bewets. Wir definieren zunéachst

F, = {ze¥| f(x) >k}

Mit der Schreibweise Fj;>3* soll die Konkatenation der Mengen Fj,>» und X*
gemeint sein. Daraus folgt, dass der Schnitt F,NF, 22" leer ist. '), besteht aus allen
solchen Folgen/Wértern aus Fy, die kein Préfix (also Anfangswort) in F), haben.
Es gilt uo(Fy) = pp(Fi) = D veF, 2~ 171 Mit der Martingaleigenschaft folgt

fe)= Y f@2 ™=k Yy 27 > kup(Fy),

S Efk

wobei ¢ das leere Wort bezeichnet. Damit gilt nun auch

fEE™ > pp(Fy).

Da N C Nyen ¢(Fr) gilt, folgt also auch, dass N eine Nullmenge ist. O
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3.2 (1)-Zufilligkeit und Zusammenhang zur Martin-Lot-Zufalligkeit

Mit diesem Vorwissen konnen wir nun das erste Konzept einer Testfunktion

definieren.

Definition 3.10. FEine totale Funktion f : ¥X* — Rsq heifit (1)-Test, falls f schwach
berechenbar ist und die Martingaleigenschaft besitzt.

Definition 3.11. Die Menge der unendlichen Bindrwérter, die dem (1)-Test f nicht

standhalten, definieren wir als
N ={z € 3% | lim, .o f(2(n)) = 0o}.

Um die Hauptaussage dieses Abschnittes (Satz [3.13]) zu beweisen, benétigen wir

zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 3.12. Fir jede rekursiv aufzdhlbare Menge A C X* gibt es eine rekursive
Menge B C ¥*, so dass AX* = BY* und BN BYX* = 0, also B prifizfrei ist.

Beweis. Sei A definiert durch eine rekursive Funktion h: N — ¥* U (), so dass
A = h(N) N X*. Wir benutzen hierfiir die Schreibweise A,, = |J,.,, k(i) N X*. Dabei
bezeichnen wir mit r(n) die maximale Wortldnge in A,, und saéen r(n) = 0, falls
A, = 0.

Wir definieren die Menge B nun anhand ihrer Indikatorfunktion, siehe
Definition [2.22] Sei nun Zg(z) = 0, fiir alle z € ¥* mit |z| # r(n) + n, fir
alle n € N. Fiir die restlichen € ¥* mit |z| = r(n) + n definieren wir die

Indikatorfunktion induktiv wie folgt. Fiir || = r(0) sei

und fiir |z| = r(n) + n, und r(n) > 1 sei

1 h(n)X* — A, 2%
IB(JC)—{ @€ hln) " :

0, sonst

Nach Konstruktion ist B dann préfixfrei. Auferdem gilt
A =(Bn{zx||z] <r(n)+n}x”

und damit, wie gewiinscht, auch AY* = BY*. O]

Satz 3.13. Fin unendliches Bindrwort hdlt allen (1)-Tests stand genau dann, wenn

es zufdllig im Martin-Léf-Sinn ist.
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3 Zufallsbegriff nach Claus Schnorr

Beweis. = : Sei zunéchst U ein rekursiver sequentieller Test, welcher durch eine
rekursiv aufzéhlbare Menge V' C N x X* gegeben ist. Wir definieren den
zugehorigen (1)-Test f: ¥* — Ry, wie folgt:

fFay=> il Y 2y > 1
€N (z,y)EV; z(n)eV;,n<|z|

[ erfiillt dabei die Martingaleigenschaft (Gleichung [3.2)).
Wir miissen also lediglich F(z), F(z0) und F(x1) betrachten, welche aus
y € V; resultieren. Da V; prifixfrei ist, gilt f(e) = > .oy pp(Vi). Das heifit
insbesondere, dass f(e) beschriankt ist. Daher ist f : ¥* — R5( eine Funktion.
Aus der Definition der Funktion f folgt direkt, dass f schwach berechenbar
ist.
Wir nehmen nun an, z sei in ¢(V;). Dann gibt es ein n, so dass z(n) € V.
Daher folgt f(z(n)) > i und damit auch (), ¢(Vi) C Ns.

<= Sei z nun zufillig im Martin-L6f-Sinn und sei f : ¥* — Rsq ein (1)-Test. Wir
wéhlen nun ein k£ > F'(¢) und definieren die Menge V' C N x ¥* via

Vi={z eX*| f(z) > 2'k}.

Da f schwach berechenbar ist, ist V' rekursiv aufzidhlbar und daher gilt auch
(Vi) < 27% Also ist U ein rekursiver universeller sequentieller Test und kann
definiert werden mithilfe von U; = V;3*.
Mit 2 € (Ven9(Ui) folgt nun, dass z dem Test f standhilt und damit
(1)-zufallig ist.

O

Die Existenz eines universellen (1)-Test folgt bereits aus der Existenz von
Martin-Lof-zufilligen Wortern, aber lasst sich auch unabhéngig davon mittels eines

einfachen Arguments zeigen.

Bemerkung 3.14. Sei (f; | i € N) eine rekursive Aufzihlung aller (1)-Tests mit
fie) < 1. Also ist f =3",.527" f; ein universeller (1)-Test.

AuRerdem kénnten wir ,lim“ anstelle von ,lim“ in der Definition von N ¢ fir

(1)-Tests benutzen, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 3.15. Sei f ein universeller (1)-Test. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent:
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3.3 (2)-Zufilligkeit

1. lim,, . f(2(n)) = oo

2. lim,, o0 f(2(n))

9]

Beweis. Sei U C N x X* ein universeller rekursiver Test, welcher durch eine rekursiv
aufzéhlbare Menge V' C N x ¥*, wie in der Hinrichtung vom Beweis von Satz [3.13]
Ebenso betrachten wir den (1)-Test, wie in eben diesem Beweis. Dann reicht es zu
zeigen, dass z € (,on ¢(Vi) durch lim, o f(2(n)) = oo impliziert wird.

Angenommen z € ;o ¢(V;). Dann gibt es fiir ein beliebiges 7 € N ein n € N, so
dass z(n) € V;. Dies impliziert f(z(m)) > i, fiir alle m > n. O

3.3 (2)-Zufilligkeit

Die algorithmische Struktur eines (1)-Tests f ist nicht symmetrisch. Auferdem gibt
es keinen Grund, weshalb wir fiir ein Martingal f schwache Berechenbarkeit fordern
und nicht aber — f schwach berechenbar fordern. Daher definieren wir nun ein zweites

Testkonzept.

Definition 3.16. FEine totale Funktion f : ¥* — Rsq heifit (2)-Test, falls sie die
Martingaleigenschaft hat und falls —f schwach berechenbar ist. Die Menge
der unendlichen Bindrworter, die dem (2)-Test f nicht standhalten, definieren wir

analog als

Np = {2 € % | im0 f (2(n)) = o0}

Nun méchten wir die beiden Testkonzepte beziiglich ihrer Aquivalenz in Beziehung
setzen und betrachten daher zunéchst ein Hilfslemma, bevor wir den entscheidenden
Satz, der einen Unterschied zwischen (1)-Tests und (2)-Tests aufzeigt, diesbeziiglich

beweisen konnen:

Lemma 3.17. Sei f ein (2)-Test und a € Qso. Dann gibt es ein rekursives z € 3,

sodass

f(z(n)) < f(e) +a, firneN.

Das Lemma sagt insbesondere aus, dass das entsprechende z sich nicht in der
Nullmenge N} befindet.

Beweis. Sei f nun der (2)-Test, welcher durch ein rekursives g : N x ¥* — Q mit
g(i,z) > g(i +1,7) und lim,,_,,,g(i,7) = f(x) gegeben ist. Sei b € Q, sodass

fle) — % <b< Fle).
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3 Zufallsbegriff nach Claus Schnorr

Wir konstruieren nun das Wort z induktiv.
Wir nehmen an, z(n) = z ...z, (die ersten n Buchstaben des Wortes z) wurde so

konstruiert, dass
n

flz(n)) <b-+ az2_j_1, fir ¢« <n.
7=0
Dieses ist fiir n = 0 offensichtlich, welches den Induktionsanfang darstellt. Dann

existiert ein z € ¥, sodass

n

fzn)z) <b+ aZZ_j_l, fir i < n.

=0
Hierbei soll z(n)x wieder fiir die Konkatenation von z(n) und z stehen. Wir kénnen
also 7 und x so bestimmen, dass
n+1

g(i,z(n)x) < b+ aZZ_j_l, firi <n
=0

gilt. Dann definieren wir z(n + 1) = z(n)z. Nach Konstruktion folgt dann
f(z(n)) <b+a< f(e) +a, fiir n e N.
[

Nun werden wir sehen, dass es einen wesentlichen Unterschied zwischen (1)-Tests
und (2)-Tests gibt.

Satz 3.18. Es gibt Bindrwoérter, die (2)-zufdllig sind, aber nicht (1)-zufillig.

Beweis. Sei (f; | i € N) eine Aufzidhlung aller (2)-Tests mit f;(¢) < 1. Es reicht nun
ein Wort z zu konstruieren, welches nicht (1)-zufillig ist, aber lim,, o f;(2(n)) < oo,
fiir alle ¢ € N erfiillt.
Sei f ein universeller (1)-Test, also ¥*\\N}; besteht exakt aus allen (1)-zufélligen
Wortern. Sei nun z € ¥*, welches wir wie folgt induktiv defineren. Dazu nehmen
wir wie im vorherigen Beweis an, dass z(ny) bereits definiert ist und f(z(ng)) > k
und dass i i

D 2T((G) < Y27 fiir j <y

i=0 i=0
gilt, fiir n;, € N. Auch hier ist diese Behauptung fir £ = 0 = ng und f(e) < 1
offensichtlich und liefert uns hierbei den Induktionsanfang.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir nun fi, ;. Aus vorheriger Gleichung, f(g) <
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1 und der Martingaleigenschaft wissen wir, dass 27" f 1 (2(ng)) < 27F gilt. Das
heift, es gibt ein rekursives y € ¥°°, das y(nx) = z(ny) die Gleichung

k+1 ktl
So i) < 3027 fiie j € Nund nr >
i=0 =0

erfiillt. Dies folgt direkt aus der Konstruktion im Beweis des vorherigen Hilfslemmas.
Da y rekursiv ist, existiert ein ngy1 > ng, so dass f(y(ngs1)) > k + 1. Und damit
definieren wir z(nyy1) = y(ngL1)-

Nach Konstruktion gilt z € Ny. Andererseits gilt
T oo > 277 fil2(4)) < 4,
=0
fiir i € N. Das heift insbesondere, dass z & N,. O

Bemerkung 3.19. Jedes (1)-zufillige Bindrwort ist auch (2)-zufdllig. Es ist also

entscheidend fiir ein Martingal f, ob f oder —f schwach berechenbar ist.

3.4 (3)-Zufalligkeit und die arithmetische

Hierarchie

Wir sehen insbesondere, dass beide Testkonzepte noch nicht symmetrisch sind
und wollen daher ein Testkonzept finden, welches auf Martingalen basiert und

symmetrische algorithmische Struktur aufweist.

Definition 3.20. Ein Martingal f: X* — Rsq ist ein (3)-Test, falls es eine rekursive
Funktion g: N x ¥* — Q g¢ibt, sodass

lim (i, 2) = f(),

1—00
fir x € ¥*. Die Menge der unendlichen Bindrworter, die dem (3)-Test f mnicht
standhalten, definieren wir als

Nf = {Z S | mn—mo(f(z(n» = OO}

Jeder (3)-Test ist also auch ein (1)-Test, da (3)-Tests mehr Anforderungen besitzen
als (1)-Tests. Daher sind alle (3)-zufilligen Woérter auch (1)-zufillig.
Wir wollen nun mithilfe der arithmetischen Hierarchie zeigen, dass die Umkehrung
nicht gilt.

39



3 Zufallsbegriff nach Claus Schnorr

n+1

N
\/

/\
\/
/\
\/

Abbildung 3.1: Die Arithmetische Hierarchie

Definition 3.21. Bezeichne nun z, die n-te Stelle des Wortes z. Ein Wort z € ¥*°
ist in X, falls{n | z, =1} € 3.
Ein Wort z € £ st in I1,,, falls {n | z, = 1} € 1I,,.

Zunachst wiederholen wir dazu ein paar Eigenschaften der arithmetischen

Hierarchie aus der Vorlesung Berechenbarkeit und Logik [VoI19).
Bemerkung 3.22. 1. Yo=1lp =%, NII; = A,
2. Aex, < A€1l,
3. Y, Ull, C X1 NIl = App
4. A€ X, < A st rekursiv aufzdhlbar in einer Menge B € I1,,
5 Ae X, NIl =401 < A st rekursiv relativ zu einer Menge B € 11,,.

Der einzige Unterschied zur Definition aus [VoI19)] ist hier, dass wir A,, := X, N1II,,

zusatzlich definieren.
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Lemma 3.23. Es gibt ein Wort in Ay = 3o N1y, das (1)-zufdllig ist.

Beweis. Sei f: ¥* — Ry ein universeller (1)-Test, welcher durch eine rekursive
Funktion g: N x ¥* — Q gegeben ist. Wir nehmen an, dass f(¢) < 1 gilt. Dann
existiert ein P € I} mit v € P <= Vi € Ng(i,z) < 1. Mit Eigenschaft 5, aus
Bemerkung [3.22] folgt nun, dass z € A, ist. Nach Konstruktion ist z allerdings nicht
in Ny. [

Satz 3.24. Es gibt kein Wort in Yo Ully, das (3)-zufdllig ist.

Beweis. Sei zunéchst z ein Wort Yo geméf Definition [3.2I] Dann existiert ein

rekursives P, sodass fiir alle n € N gilt
2z, =1 <= 3j € NVi e N(j,i,n) € P.

Wir definieren nun einen (3)-Test f, mit z € N} durch eine rekursive Funktion
g: N x ¥* — Q. Wir schreiben dabei

fli,n) =45 | vr <i(g,r,n) € P,j <ijf.
Die endliche Menge f(i,n) kann dabei bestimmt werden. Danach berechnen wir

g(1, ) wie folgt:
g(i,e) =1, fiir: € N,

Falls (f(i,n) 0 Ayn = 1)V (f(i,n) = 0 Ay, = 0), definieren wir
g9(i,y(n)) =2g(i,y(n — 1)), fir y € .
Falls (f(i,n) Z0 Ay, =0)V (f(i,n) =0 Ay, = 1), definieren wir
g(i,y(n)) = 0, fiir y € 2.

Dies liefert uns

lim;00g (i, (1)) :{ o0 90031 ) y

0, sonst.

Also ist f ein (3)-Test und es folgt

2", y(n) = z(n)
0, sonst.

fy(n)) = {

Dies zeigt die Aussage fiir z € ¥y. Fiir z € Il heifit dies, dass wir {n | z, = 0} € ¥,
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3 Zufallsbegriff nach Claus Schnorr

vorfinden und daher gilt selbige Argumentation, um fiir z € Il, zu zeigen, dass es
nicht (3)-zufillig ist.
O

Insgesamt haben wir also gesehen

1. Es gibt (1)-zuféllige Worter in Ay = ¥y N 1.

2. Es gibt keine (3)-zufilligen Worter in o U Ils.

3. Nach Bemerkung [3.22] und Abbildung gilt Ay =X, NI, C Xy UTl,.

4. Nicht jedes (1)-zufillige Wort ist auch (3)-zuféllig.

Wir haben in diesem Kapitel also gesehen, dass wir die Martin-Lof-Zufalligkeit
auch in die Sprache der Martingale iibersetzen kénnen und mithilfe dessen dem
Konstrukt eine symmetrische algorithmische Struktur verleihen zu kénnen, wenn wir
weitere zusétzliche Annahmen erzwingen. Zudem lassen sich mithilfe verschiedener
Zufélligkeitsbegriffe nach Schnorr verschieden Aussagen iiber die arithmetische
Hierarchie treffen, was dem Themengebiet eine Anwendung in einem anderen

Kontext anbietet.
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4 Resource-bounded

Measuretheory

Dieses Kapitel richtet sich nach [Lut96]. In diesem Kapitel geht es darum, mithilfe
der in den vorherigen Kapiteln beschriebenen (Wahrscheinlichkeits-)Mafstheorie
Komplexitatsklasseninklusionen genauer zu betrachten und Aussagen iiber schwere
und vollstdndige Probleme zu formulieren. Wir haben gesehen, dass vergleichbar
kleine oder vernachldssigbhare Mengen Nullmengen sind. Ebenso haben deren

Komplemente, also grofe Mengen, Mafs 1.

Dieses Kapitel soll in erster Linie einen kurzen Einblick in die Theorie geben
und verweist daher bei einigen Beweisen nur auf die entsprechende Literatur, um
den Rahmen nicht zu sprengen und dennoch wesentliche Aussagen prasentieren zu
kénnen. Da wir hier aufserdem den Martingalbegriff wieder verwenden werden, bietet

sich dieser Ausblick thematisch an.

4.1 Notationen und Grundlagen

In diesem Abschnitt wollen wir bisher nicht definierte Begriffe definieren und einige

Grundlagen schaffen, welche wir im nachfolgenden Abschnitt ben6tigen werden.

Definition 4.1. Eine Sprache A heifit sparse, wenn es ein Polynom q(n) gibt, so
dass |A<p| < q(n), wobei |A<,| die Anzahl der Worter aus der Sprache A sind, die
weniger gleich n Zeichen besitzen.

FEine Sprache A heifit dicht, falls es eine reelle Zahl 6 > 0 gibt, so dass |A<y| > o’

Definition 4.2. Fir eine Funktion f: {0,1}* — {0,1}* und eine Zahl i € N
definieren wir die Funktion f;: {0,1} — {0,1}* mit f;(z) = f({0",z)). Damit

kénnen wir f als uniforme Aufzdhlung der Funktionen fo, f1,... betrachten.

Die Komplexitatsklassen, die wir aus der Vorlesung ,Komplexitidt von
Algorithmen®“ (siehe [MSV20]) kennen, sind lediglich fiir Sprachen definiert. Um
aus ihnen Funktionsklassen zu machen, hdngen wir als Prifix an die entsprechende

Klasse ein F, um zu zeigen, dass es die zugehorige Funktionsklasse ist.
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4 Resource-bounded Measuretheory

Beispiel 4.3. Sei t : N — N. FTIME(t) ist dann die Klasse aller Funktionen
f:{0,1} — {0,1}*, so dass f(x) berechenbar in Zeit O(t(|z|)) ist.

Wir wollen im folgenden Kapitel die Komplexitétsklassen E und EXP untersuchen,

die wir hier einfithren wollen.
Definition 4.4. o [:= T]ME(QO(n))

o EXP:=J,oy TIME(2™)

4.2 Ressource-bounded Measuretheory fiir E und
EXP

Wir sagen, fast alle Sprachen einer Komplexititsklasse C haben eine bestimmte

Eigenschaft, wenn die Menge der Sprachen, die in dieser Klasse C diese Eigenschaft

haben, Mafs 1 tiber C haben (siche Definition [2.16)).

Bemerkung 4.5. Anders ausgedriickt: Fir Mengen X wvon Sprachen sind die

folgenden Aussagen dquivalent.
e P(X)=0

e s gibt ein Martingal d, welches auf allen Elementen von X erfolgreich ist/
standhdlt.

Vom Standpunkt der klassischen Berechenbarkeitstheorie sind Klassen,
wie P,NP,PH,PSPACE vernachlédssighar klein und sind daher schwierig zu
unterscheiden. Daher wollen wir uns im Folgenden die Klassen E und EXP in dieser

Theorie ansehen.

Bemerkung 4.6. P hat Maf$ 0 in EXP.

Im folgenden Abschnitt wollen wir nun die interne Mafsstruktur von F; = E und
FEy = EXP untersuchen.

Definition 4.7.

P=p, = {f|f ist polynomialzeitberechenbar}
pe = {f| [ istin Zeit p(logm) berechenbar}
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4.2 Ressource-bounded Measuretheory fiir E und EXP

Definition 4.8. Ein Martingal d ist p;-berechenbar, falls eine Funktion d: N x
{0,1}* — Q emistiert, sodass de pi und fir alle r € N und w € {0,1}* gilt

d,(w) — d(w)| < 27"

Ein p;-Martingal ist ein Martingal, welches p;-berechenbar ist.
Die Schliisselidee ist nun die Folgende:

Definition 4.9. Eine Menge von Sprachen X hat p;-Maf$ 0 (p,,(X) = 0), wenn
es ein p;-Martingal d gibt, dass auf allen Sprachen aus X erfolgreich ist bzw. stand
hdit.

Eine Menge von Sprachen X hat p;-Maff 1 (p,,(X) = 1), wenn u(X) = 0.

Wenn wir also zeigen wollen, dass eine Eigenschaft gilt, so bietet sich die
,Probabilistische Methode* aus [AZ14] an. Diese besagt, dass wenn auf einer Menge
von Objekten die Wahrscheinlichkeit, dass ein Objekt bestimmte Eigenschaften
hat echt kleiner 1 und echt gréfer 0 hat, dann muss es ein solches Objekt mit
diesen Eigenschaften geben. Auf unserem Kontext angepasst, bedeutet dies, wenn
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Objekt dieser Menge eine Eigenschaft hat 1 ist,
dann haben fast alle Objekte (bei einer endlichen Grundmenge alle Objekte) diese
Eigenschatft.

Bemerkung 4.10. Um die p;-Konstruktion nun auf unsere Klassen E und EXP
anwenden zu konnen, betrachten wir K = E, und EXP = FE5, also die ersten zwei
Klassen der natirlichen Exponentialhierarchie. Die Idee ldsst sich prinzipiell auf
weitere Stufen dieser Hierarchie ausweiten, wiirde im Rahmen dieser Arbeit aber zu
wenig weiterer Veranschaulichung der Arbeitsweise in diesem Themengebiet fiihren,

sowie den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Definition 4.11. FEine Menge X hat Maf 0 in E; und wir schreiben dazu
w(X | E;) =0, falls p,, (E; N X) = 0.
FEine Menge X hat Maf$ 1 in E; und wir schreiben dazu
(X | ;) =1, falls p(X | E;) = 0.
In diesem Fuall sagen wir auch, fast jede Sprache aus F; gehért auch zu X.

Bemerkung 4.12. Fir alle X C {0,1}* und A C {0,1}* zufdllig gewdhlt, gilt
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o 1,(X)=0=p,,(X)=0= Pr[Ae X]=0
o 1p(X) =0 = u(X | E) =0
o 1n(X) =0 = p(X | EXP) =0

Die Notation Pr[A € X] = 0 bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass A € X
gilt, 0 ist.

Beweis. e /i,(X) = 0 bedeutet, es gibt ein p;-Martingal, das auf allen Sprachen
von X stand hélt. Ein p;-Martingal ist ein Martigal, welches p;-berechenbar,
also polynomialzeitberechenbar ist. Wenn d dieses p;-Martingal ist, so ist d
auch in Zeit n1em°" berechenbar und damit auch ein po-Martingal fiir X.
Also gilt auch p,,(X) = 0. Wenn X eine Nullmenge ist, so ist auch die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Sprache in ebendieser Nullmenge liegt, gleich
0.

e (X | E) = p(ENX). Da ENX C X, gilt nach den Rechenregeln fiir
Mafkfunktionen, siehe Bemerkung[2.8] dass p,(ENX) < 11,(X) = 0. Da Make
aber minimal den Wert 0 annehmen, folgt aus 1, (X) = 0 bereits p(X | E) = 0.

e Nach obiger Begriindung mit p, anstelle von p und EXP anstelle von E folgt
die Aussage.
O

Satz 4.13. Es gelten pu(E| E) # 0 und u(EXP | EXP) # 0.
Beweis. Ein Beweis findet sich in [Lut89]. O

Satz 4.14. Sei C eine Menge von Sprachen, die entweder unter symmetrischer

Differenz oder unter (endlicher) Vereinigung und Schnitt abgeschlossen ist, so gilt
1. u(C|E)=1=FECC
2. u(C| EXP)=1= EXPCC

Beweis. Ein Beweis findet sich hierzu in [SCR02]. O

4.3 Inkompressibilitat

Viele Resultate iiber die Struktur von E und EXP unter <P-Reduktion betrachten
Sprachen, welche unkomprimierbar unter <FP-Reduktionen sind. Dies fiihrt uns zu

folgenden Definitionen.
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Definition 4.15. Die Kollisionsmenge einer Funktion f: {0,1}* — {0,1}* ist

Cr={re{0,1}" |y <z: fly) = f(z)}.

Hierbei nutzen wir die gewohnliche lexikographische Ordnung auf {0, 1}*.

Bemerkung 4.16. f ist injektiv genau dann, wenn ihre Kollisionsmenge Cy = ()

1st.

Beweis. Eine Funktion f: {0,1}* — {0,1}* ist injektiv genau dann, wenn fir alle
z und alle y mit = # y gilt, dass f(z) # f(y). Dieses ist lediglich eine andere

Formulierung fiir eine leere Kolisionsmenge C'. O]

Dies wollen wir nun in die Sprache der Malfstheorie {ibersetzen bzw.

verallgemeinern.

Definition 4.17. FEine Funktion f: {0,1}* — {0, 1}* ist fast dberall injektiv, wenn

ihre Kollisionsmenge Cy endlich ist.

Diese Definition ldasst sich damit begriinden, dass endliche Mengen Mafs null
haben und wir in Definition den Begriff , fast iberall“ mit ,,bis auf Nullmengen‘
gleichgesetzt haben.

Wir wollen nun einen neuen Reduktionsbegriff einfiihren.

Definition 4.18. Seien A, B Sprachen tber dem Alphabet {0,1} und sei t: N —
N. Fine §£[ME(t)-Reduktion von A auf B ist gegeben durch eine Funktion f €
FTIME(t), so dass A= f~1(B).

Mit anderen Worten:

A <TIMED B .o (Vo € {0,1} 1z € A & f(z) € B).

FEine ggME(t)—Reduktion von A auf eine Funktion f ist eine SanME(t) -Reduktion von
A auf f(A).

In Kapitel [I] hatten wir bereits einen Begriff von Unkomprimierbarkeit gesehen.

Jetzt wollen wir einen Begriff bzgl. unserer neuen Reduktionen definieren.

Definition 4.19. Sei t: N — N. Eine Sprache A C {0,1}* heifit unkomprimierbar

durch SZLIME(t)—Reduktionen, falls jede SELIME@

1st.

)_Reduktion von A fast tberall injektiv
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Bemerkung 4.20. Fiir die bekannten Sﬁl—Reduktionen bedeutet dies, dass eine
Sprache A idiber dem Alphabet {0,1} unkomprimierbar durch <-Reduktionen ist,

TIME(q

wenn es unkomprimierbar durch <p, )Reduktionen ist, fir alle Polynome q.

Intuitiv.  bedeutet dieser Komprimierbarkeitsbegriff, dass wenn f eine
< TIME(t
m

) Reduktion von A auf B definiert und die entsprechende Kollisionsmenge
C'y grofs genug ist, dann komprimiert f viele Fragen der Form ,z € A7 zu weniger
Fragen der Form ,,f(x) € B?

Ist A jedoch unkomprimierbar durch <P-Reduktionen, so kénnen nur kleine solcher

Kompressionen auftauchen.

Satz 4.21. E enthilt alle Sprachen, die unkomprimierbar durch <P-Reduktionen

sind.
Beweis. Ein Beweis findet sich in [Mey76]. O

Das folgende Theorem soll nun zeigen, dass die Gegenrichtung fiir fast alle

Sprachen aus E ebenfalls gilt.

Theorem 4.22. Sei c € Z>q. Wir definieren die Mengen

X = {AC{0,1}"| A ist unkomprimierbar durch <T™PZ™) _Reduktionen}
Y = {ACH{0,1}" | A ist unkomprimierbar durch §§L]ME(26n) -Reduktionen}.

Dann gilt fir die entsprechenden Mafe pu,, (X) = pp,(Y) = 1.

Dies bedeutet also, dass fast alle Sprachen in E unkomprimierbar fiir

TIME(2°"
m

< ) Reduktionen und fast alle Sprachen in EXP unkomprimierbar fiir

TIME(2¢"
< IMEC

)_Reduktionen sind. Hierfiir wollen wir nun eine Beweisskizze angeben.
Beweis. Beweisskizze fiir p,, (X) = 1:

Es geniigt fiir die Aussage ein p;-Martingal d: {0, 1}* — [0, 00) anzugeben, das allen
Elementen von X standhilt.

Sei nun f € TIME(2(¢*Y"), so dass TIME(2°") = {f; | i € N}. Fiir jedes i € N
definieren wir nun eine Menge Z; wie folgt:

Wenn die Kollisionsmenge C/, endlich ist, so ist Z; = (. Andernfalls, also wenn
die Kollisionsmenge C', nicht endlich ist, dann ist Z; die Menge aller Sprachen A,
so dass f; eine S%IME(ch)-Reduktion von A beschreibt. Dann gilt X = (J, Z; und
wir definieren das Martingal d durch d(w) = >~ 27"d;(w). Hierbei benutzen wir
d;: {0,1}* — [0,00), welche wie folgt induktiv definiert werden. Seien i € N,w €
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{0,1}* und b € {0,1}. Sei nun die Folge so, s1,... die lexikographische Aufzéhlung
von {0, 1}*. Dann ist

2. Wenn s, € Cy,, dann d;(wb) = d;(w).

3. Wenn s}, € Cy,, dann fixieren wir das letzte j € N, so dass f;(s;) = fi(s|w|)
und definieren d;(wb) = 2 - d;(w) - [b = w(j)].

Hierbei meint die Notation [x] den Wahrheitswert, der von « angenommen wird.
Jedes d; ist ein Martingal, wenn d ein Martingal ist.

Wenn wir diese d; nach obiger Definition intuitiv beschreiben wollen, ergibt sich
hierfiir folgende intuitive Interpretation: Wir betrachten nun die Mitgliedschaft eines
Wortes in einer Sprache als Zufallsexperiment. Dann wettet jedes d; darauf, dass ein
Wort in der Sprache liegt. d;(¢) = 1 bedeutet, dass d; zunéchst mit einem Euro
beginnt. Wenn s, & Cy,, dann heift das, dass d; bei solchen Wortern, fiir die
x ¢ Cy liegt, nicht wettet. Und schlieklich, falls s, € CY, gilt, so setzt d; alles Geld
darein, dass z € A < y € A, wobei y das erste Wort ist, welches fi(z) = fi(y)
erfiillt.

Wenn A € Z;, dann ist die Wette korrekt und das Geld von d; wird unendlich oft
verdoppelt. Daher héilt d; auf jedem Element von Z; stand und damit auch d auf
jedem Element von X.

Jetzt fehlt noch, dass wir zeigen, dass d p;-berechenbar ist. Dafiir definieren wir

r+|w|

d: N x {0,1}* = Q mit d(r,w) = Y 27%d;(w).
=0

Da f € TIME(2(*Y)") und die Berechnung der d;(w) lediglich Werte von f;(u) fiir
lu| € O(log |w|) nimmt, folgt daraus, dass d € P. Also

(/j\(n w) — d(w)‘ = Z 2*’Ldl(w) < Z 2|w|7i = 277"
i=r+|w|+1 i=r+|w|+1
fur alle r € N und w € {0, 1}*. Daher ist d p;-berechenbar. O

Korollar 4.23. Fast jede Sprache in E und fast jede Sprache in EXP sind

unkomprimierbar durch <P-Reduktionen.

Dieses Korollar ist eine Umformulierung der Aussage von Theorem da ,fast

jede“ (alle bis auf Nullmengen/ alle bis auf endlich viele) das gleiche besagt wie,
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dass die Menge der unkomprimierbaren Sprachen Maf 1 hat.

Insgesamt ergibt sich hierdurch ein Riickgriff zum eigentlichen Thema, namlich
der Zufallsbegriffe in der Berechenbarkeitstheorie, die wir auch durch einen
Unkomprimiertheitsbegriff dargestellt haben. Ebenso haben wir gesehen, dass fast
alle Worter dabei zuféllig, also unkomprimierbar waren. Hier unterscheidet sich der
Komprimierbarkeitsbegriff und die zugehorige Menge auf denen er definiert ist. Das
Resultat bleibt jedoch das gleiche, so dass man in die Richtung weiter iiberlegen

kann, ob man die Zufallsbegriffe in dem Kontext auf Sprachen erweitern maochte.

4.4 Bi-lmmunitat

In diesem Abschnitt soll es um P-Bi-Immunitit gehen, bevor wir im néchsten
Abschnitt zu den Komplexitatskernen kommen.
Dieser Abschnitt folgt dem Vorgehen von [Lut96].

Definition 4.24. FEine Sprache A C {0, 1}* heifit P-Immun, wenn fir alle Sprachen
B C A und B € P folgt, dass B endlich ist und damit Mafs 0 besitzt.
Eine Sprache A C {0,1}* heifit P-Bi-Immun, falls A und A jeweils P-Immun sind.

Bemerkung 4.25. Intuitiv bedeutet dies, dass eine P-Bi-Immune Sprache weder

von Sprachen aus P von innen noch von auflen trivial approximiert werden kann.

Satz 4.26. Jede Sprache, die unkomprimierbar durch <P-Reduktionen ist, ist

P-Bi-Immun.

Dies lasst uns das Theorem nocheinmal anders deuten, ndmlich dass fast alle

Sprachen aus E und fast alle Sprachen aus EXP P-Bi-Immun sind.

4.5 Komplexitatskerne

In diesem Kapitel geben wir eine Definition von Komplexitdatskernen an und
erwahnen, dass fast jede Sprache in E und fast jede Sprache in EXP sehr grofe
Komplexitatskerne hat. Dieser Abschnitt richtet sich nach [Lut96].

Intuitiv geht es bei dem Komplexitatskern einer Sprache A um eine feste
Eingabemenge K, so dass jede Maschine, die konsistent (siehe Definition fiir
A ist, bei allen (aber endlich vielen) Elementen von K scheitert, sie effizient zu

entscheiden. Effizient ist hierbei ein kontextbezogener Parameter.
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4.5 Komplexitatskerne

Definition 4.27. Wenn eine Turingmaschine M bei Eingabe x hdlt, bezeichnen wir
die Anzahl der Schritte, die M (x) in der Berechnung bendtigt, mit timey(x).
Wenn M(x) =1 gilt, also M bei Fingabe x in eine Endlosschleife gerdt, so ist

timeys(z) = 00.

Definition 4.28. Fine Turingmaschine M heifst konsistent zu einer Sprache A C
{0,1}*, wenn M(z) < [z € A], fir alle x € {0,1}*.
Hierfiir wollen wir eine partielle Ordnung auf der Menge {0,1,1} mit 1< 0 und

1< 1, aber 0 und 1 unvergleichbar annehmen.

Der Begriff konsistent erweitert den Begriff, dass eine Turingmaschine eine Sprache
entscheidet, in dem Sinne, dass auch das Nichthalten, bzw. das Gelangen in eine
Endschlossschleife dazu zahlt. Eine konsistente Turingmaschine fiir eine Sprache

kann also fiir ein Wort der Sprache halten und akzeptieren oder nicht halten.

Definition 4.29. Sei t: N — N und seien A, K C {0,1}*. Dann ist K
ein TIME(t(n))-Komplexititskern wvon A, wenn fir jedes ¢ € N und jeder

Turingmaschine M, welche konsistent zu A ist, die schnellen Mengen
F = {z|timey(z) <c-t(|z]) + ¢}

der Ungleichung |F N K| < oo geniigen. F (fir engl. fast) ist dann die Menge aller
Wérter, die M effizient entscheidet.

Bemerkung 4.30. Sei A C {0,1}* eine Sprache. Jede Teilmenge eines
TIME(t(n))-Komplexititskerns von A ist wieder ein TIME(t(n))-Komplexititskern
von A.

Wenn s(n) € O(t(n)), dann ist jeder TIME(s(n))-Komplexititskern von A auch ein
TIME(t(n))-Komplezititskern von A. Dies liegt in der O-Notation aus [MSV2(]
begriindet.

Wir wollen diese Begriffe nun genauer fiir die Komplexitétsklassen P, E und EXP

ansehen.

Definition 4.31. Seien A, K C {0,1}*.

K st ein polynomieller Komplexititskern (oder auch P-Komplezititskern) von A,
wenn K ein TIME(n*)-Komplexititskern von A fiir alle k € N ist.

K st ein exponentieller Komplezititskern von A, wenn es eine reelle Zahl 6 > 0
gibt, so dass K ein TIME(2™)-Komplezititskern von A ist.

Lemma 4.32. Sei t: N — N zeitkonstruierbar. Dann hat jede Sprache,
die unkomprimierbar durch < MME®) _Reduktionen ist, K = {0,1}* als

TIME(t(n))-Komplexitdtskern.
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4 Resource-bounded Measuretheory

Korollar 4.33. 1. Jede Sprache, die unkomprimierbar durch <I-Reduktionen
ist, hat K = {0,1}* als P-Komplezitditskern.

2. Jede Sprache, die unkomprimierbar durch §£IME(2W)—Reduktionen ist, hat K =

{0,1}* als TIME(2°™)-Komplezititskern.

3. Jede Sprache, die unkomprimierbar durch < TIME

{0,1}* als TIME(2¢")-Komplexititskern.

)Reduktionen ist, hat K =

Zusammen mit Korollar liefert Theorem dass fast jede Sprache, die in

Exponentialzeit entscheidbar ist, den grofstmoglichsten Komplexitéitskern hat.
Korollar 4.34. Sei c € Z>.

1. Fast jede Sprache in E hat K = {0,1}* als TIME(2°")-Komplezititskern.

2. Fast jede Sprache in EXP hat K = {0,1}* als TIME(2°")-Komplezititskern.

Nun wollen wir Schliisselaspekte der Strukturen von E und EXP unter
Polynomialzeit many-one Reduktion untersuchen. Dazu definieren wir zunéchst
den <P-Span einer Sprache, um uns darauf aufbauend verschiedene Span-Theoreme

anzusehen.

Definition 4.35. Der untere <”-Span einer Sprache A C {0,1}* ist definiert als
Pn(A) ={B C{0,1}* | B < A}.
Der obere <P-Span einer Sprache A C {0,1}* ist definiert als
Pn(A) ' ={BC{0,1}*| A<} B}.

Damit kénnen wir mithilfe der <P-Reduktionen eine Struktur auf den Sprachen

1

aufbauen, so dass P,,(A) alle Sprachen sind, die ,,unter A liegen und P,,(A)~" alle

Sprachen sind, die ,,iiber A liegen.
Abbildung [4.1] soll dies veranschaulichen.
Wir wollen uns nun im Folgenden um die Grofse, also die resource-bounded

Mafse eines unteren Spans und eines oberen Spans verschiedener Sprachen kiimmern.

Lemma 4.36. P, '(A) hat Maf 0, fiir A ¢& P.

Lemma 4.37. Sei A eine Sprache, die unkomprimierbar durch <P-Reduktionen ist.
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4.5 Komplexitatskerne

Abbildung 4.1: oberer Span, unterer Span und Grad von A

1. Wenn A € E, dann ist p,, (P,*(A)) = 0 und damit auch u(P,*(A) | E) = 0.

2. Wenn A € EXP, dann ist p,,(P,*(A)) = 0 und damit auch p(P,'(A) |
EXP) = 0.

Dieses Lemma benotigen wir nun um das folgende Theorem zu beweisen.

Theorem 4.38 (Theorem vom kleinen <P-Span). 1. Fiir jedes A € FE gilt
p(Pn(A) | E) = 0 oder iy, (P (A)) = pp, (PR (A) | E) = 0.

2. Fir jedes A € EXP gilt p(P,(A) | EXP) = 0 oder u, (P,'(A)) =
o (P (A) | EXP) = 0.

Das Theorem vom kleinen <FP-Span sagt aus, dass wenn A in E oder EXP
liegt, mindestens eine der Mengen P,,(A) und P, *(A) klein ist, also nur kleine
Spanmengen in E oder EXP auftauchen kénnen. Abbildung soll mogliche

Konfigurationen mit kleinen Spannmengen veranschaulichen.

Beweis. Auch hier ist der Beweis fiir E und EXP jeweils analog, weshalb wir an
dieser Stelle nur den Beweis fiir E angeben.
Sei nun also A € E und sei weiterhin X die Menge aller Sprachen, die

unkomprimierbar durch <P-Reduktionen sind. Wir betrachten nun zwei Fille.
Fall 1: Wenn P,,(A) NEN X = ( folgt mit Korollar w(Pn(A) | E) =0.

Fall 2: Wenn P,,(A) NEN X # (), dann halten wir eine Menge B € P,(A)NEN X
fest. Da B € ENX, gilt p,, (P,,'(B)) = u(P,,*(B) | E) = 0 nach Lemmam.
Es gilt P,'(A) C P, (B) und damit folgt auch p,, (P,*(A4)) = u(P,'(A) |
E)=0.
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4 Resource-bounded Measuretheory

FLH(A) PLl(A)
Pan(A) Fo(A)
Pt (A)
Fn(A)

Abbildung 4.2: Mégliche Konfigurationen, bei denen kleine Spannmengen
auftauchen

Mithilfe des Theorems vom kleinen <P-Span lisst sich also ebenfalls bemerken,

dass es nur sehr wenige gf,;—schwere Probleme fiir E bzw. EXP geben kann.

Theorem 4.39. Sei H,,(E) die Menge aller Sprachen, die <I'-schwer fiir E sind.
Dann gilt p,, (Hm(E)) = 0.

Beweis. Sei A eine Sprache in E, die unkomprimierbar durch <P-Reduktionen ist.
Dann sagt Lemma [4.37, dass p,, (Hm(E)) = wp, (P, (A)) = 0. O

Um weitere Struktureigenschaften fiir E und EXP aus dem Theorem vom kleinen

<P_Span zu folgern, benéstigen wir im Folgenden die Definition des <F-Grads.

Definition 4.40. Sei A C {0,1}* eine Sprache. Der <P-Grad von A ist definiert
als
degh,(A) = Pn(A) N P, (A).

Da wir mit P,,(A) die Menge der Sprachen identifizieren, die sich via <P  unter*
A befinden und mit P, '(A), die Menge der Sprachen, die sich ,iiber* A befinden,
entspricht deg? (A) also der Menge der Sprachen, die sich auf , gleicher Ebene* wie
A via <P befinden. Etwas formaler ausgedriickt, sind in P,,(A) die Sprachen B
mit B <P A und in P,,'(A) die Sprachen B mit A <P B und damit also in deg?,
die Sprachen mit B <P A und A <P B, also A =P, B. Abbildung soll dies

veranschaulichen.
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4.5 Komplexitatskerne

Dieser Begriff ist daher also das Aquivalent zum Turinggrad auf <P-Reduktionen
angepasst, welchen wir aus der Vorlesung Berechenbarkeit und Logik (siehe [VoI19)])

flir <7 kennen.

Theorem 4.41. Fir alle Sprachen A C {0,1}* gilt
p(degy,(A) | E) = p(degy,(A) | EXP) = 0.
Beweis. Dieses Resultat folgt direkt aus Theorem [4.38] O

Definition 4.42. Wir bezeichnen mit C,,(C) die Menge der <I-vollstindigen

Sprachen fiir eine Komplezitdtsklasse C.
Theorem 4.43 (Mayordomo). Es gilt u(C,,(E) | E) = p(Cn(EXP) | EXP) = 0.

Beweis. Dieses Resultat folgt durch Anwendung von Theorem und Theorem
4.39 O

Im Folgenden wollen wir uns nun schwache schwere Probleme von E und EXP
ansehen. Ein Problem, das <P-schwer fiir E ist, ist provably intractable durch den
Zeithierarchiesatz von Hartmanis und Stearns (siehe [MSV20]). Daher ist bekannt,
dass solche Probleme sehr starke intractability-Eigenschaften haben.

Wir wollen nun die Klasse der provably intractable Probleme erweitern. Hierfiir

bendtigen wir eine maftheoretische Verallgemeinerung von <P-Schwere.

Definition 4.44. Eine Sprache A C {0, 1}* ist schwach <F-schwer fiir E bzw. EXP,
wenn w(Pp(A) | E) # 0 bzw. u(P,,(A) | EXP) # 0.

Das heiRt, eine Sprache A ist schwach <P.schwer fiir E, wenn es eine nicht
vernachliissighare Teilmenge von Sprachen in E gibt, die sich auf A <P-reduzieren

lassen.

Bemerkung 4.45. Jede Sprache, die <!-schwer fir E bzw. EXP ist, ist auch
schwach <F-schwer fiir E bzw. EXP.

Fiir andere Reduktionsbegriffe, wie bspw. Turingreduktion (<) definieren wir
schwache <F-Schwere analog, in dem wir zuniichst die Mengen Pr(A) und P;*(A)
analog zu Definition definieren und anschliefsend den Begriff der schwachen
Sg—Schwere analog zu Definition definieren.

Bemerkung 4.46. Wenn A schwach <E-Schwer fiir E ist, gilt A & P.
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4 Resource-bounded Measuretheory

Dies lésst sich damit begriinden, dass p(P | EXP) = u(P | E) = 0 ist. Gleichzeitig
bedeutet dies auch, dass Sprachen, die schwach <F-schwer fiir E sind, intractable in

einem starkeren Sinn sind.

Theorem 4.47. 1. Jede Sprache, die <'-schwer fiir E ist, hat einen dichten
P-Komplexitditskern.

2. Jede Sprache, die schwach <F-schwer fiir E oder EXP ist, hat einen dichten

exponentiellen Komplexititskern.

Um die Begriffe schwach gi—schwer und gfl—schwer zu unterscheiden, bietet sich
der allgemeine Weg an, Sprachen zu suchen, die schwach <P-schwer aber nicht <P
-schwer sind. Dafiir fithren wir, wie {iblich, zunéachst einen Vollstédndigkeitsbegriff,

bzw. in diesem Fall einen schwachen Vollstandigkeitsbegriff, ein.

Definition 4.48. Eine Sprache A C {0,1}* heifit schwach <P-volistindig fir E
bzw. EXP, wenn A schwach <P-schwer fiir E bzw. EXP und A € E bzw. A € EXP
18t.

Wir wollen nun die Notationen C,,(C) und H,,(C) auf schwache <F-Schwere

erweltern.

Definition 4.49. Sei C' eine Komplezititsklasse. Mit WH,,,(C) bezeichnen wir die
Menge der schwach <r'-schweren Probleme fiir C' und mit WC,,(C) bezeichnen wir

die Menge der Sprachen, die schwach <P-vollstindig fiir C sind.

Wir wollen uns zunéchst die Inklusionen dieser Mengen ansehen, bevor wir mit
den Nichtinklusionen fortfahren, um darauf hin auf echte Teilmengenbeziehungen zu
untersuchen.

Es ist bekannt, dass die Si—schweren Probleme fiir E dieselben sind wie fiir EXP.

Damit gilt zunéchst

H,,(E) = H,,(EXP).

Auferdem ist klar, da EXP = P,,(E), dass die <P-vollstéindigen Probleme fiir E die

m

<P_vollstindigen Probleme von EXP sind, welche in E liegen, also
Cn(E) =ENC,(EXP).
Bemerkung liefert uns
Hm(E) € WH,,(E) und H,,,(EXP) C WH,,,(EXP).

Lemma 4.50. Sei X eine Menge von Sprachen.
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4.5 Komplexitatskerne

WC,,(EXP) WH,,(EXP)
/ /
C,(EXP) H,.(EXP)
WC(E) WH(E)
/ /
Crn(E) Hon(E)

Abbildung 4.3: Inklusionsstruktur der betrachteten (schwachen) Schwere-Klassen

1. Wenn iy, (P (X)) = 0, dann ist p,, (X) = 0.
2. Wenn u(P,,(X) | EXP) =0, dann ist u(X | E) = 0.
Dieses fithrt uns zu folgendem Theorem:

Theorem 4.51. WH,,,(E) C WH,,,(EXP)

Beweis. Sei H € WH,,(E). Dann gilt u(P,,(H) | E) # 0, nach Lemma [4.50] wenn
wir fiir X P,,(H) wahlen. Denn p(P,,(H) | EXP) = u(P,(Pn(H)) | EXP) # 0 und
damit gilt H € WH,,,(EXP). O

Abbildung fasst die Inklusionsstruktur zusammen.
Im Folgenden wollen wir uns die Nichtinklusionen genauer anschauen. Dazu
entwickelte Lutz in [Lut95] die sogenannte Martingaldiagonalisierungstechnik und

benutzte sie um folgendes Theorem zu beweisen.

Theorem 4.52. C,,(E) C WC,,(E)

Korollar 4.53. C,,(EXP) C WC,,(EXP)

Beweis. ENC,,(EXP) =C,,(E) € WC,,(E) C WC,,(EXP) O

Theorem ist insofern interessant, als dass es besagt, dass die Klasse der
schwachen §5L—schweren Probleme fiir E eine strikt grofsere Klasse Probleme, welche

beweisbar strongly intractable sind, ist, als die Klasse der <P-schweren Probleme
fiir E.

Theorem 4.54. p, WH,,(E)) =1
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4 Resource-bounded Measuretheory

Korollar 4.55. ,,( WH,,,(EXP)) =1

Insgesamt bedeutet das also, dass fast jede Sprache in E schwach <P-vollstéindig
ist, aber nicht <P-vollstiandig fiir E.

Theorem 4.56. ENWC,,(EXP)  WC,,(E)

Abschlieffend wollen wir uns nun obere Schranken fiir schwere Probleme
anschauen.
Wir haben in Theorem m gesehen, dass <P-schwere Probleme fiir E ziemlich
selten sind. In diesem Teil der Arbeit werden wir nun sehen, dass dies an einer
nichttrivialen oberen Schranke bezogen auf die Grofse der Komplexitéatskerne solcher

Sprachen liegt.

Theorem 4.57. Fiir jede <I-schwere Sprache H fir E existieren B,D €
TIME(2*), so dass D dicht ist und B=H N D.

Dies bedeutet, dass jede <P-schwere Sprache fiir E in Zeit O(2%") auf einer dichten
Menge von Instanzen entschieden werden kann, welche wiederum selbst in Zeit

O(2%) entschieden werden kann.

Theorem 4.58. Jeder TIME(2'")-Komplezititskern jeder <F-schweren Sprache fiir
E hat ein dichtes Komplement.

Nach Korollar[4.34] hat jede Sprache in E {0, 1}* als TIME(2%")-Komplexititskern.
Theorem sagt nun aus, dass <P-schwere Sprachen fiir E unnormal einfach sind
in dem Sinne, dass sie unnormal kleine Komplexitétskerne fiir alle Sprachen in E
enthalten. Dies erklart zudem intuitiv auch Theorem 4.39 und Theorem [4.43]

Mithilfe der Zufallsbegriffe der Berechenbarkeitstheorie, bzw. mithilfe der
Konstruktionen aus denen sie resultieren, lassen sich auch Aussagen auf die
Komplexitdtstheorie verallgemeinern, indem man sich die Mafstheorie und

Martingale zunutze macht.
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5 Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit gesehen, dass wir drei dquivalente Definitionen desselben
Zufalligkeitsbegriff vorliegen haben. Nun stellt sich die Frage, was man damit nun

noch untersuchen kann.

Ein mogliches Gebiet, welches dhnliche Konzepte verwendet, haben wir bereits
in Kapitel [4] gesechen. Dort haben wir einen kleinen Einblick gegeben, wie man
Komplexitatstheorie mit Mafktheorie oder Martingalen betreiben kann. Wir haben
uns nur Aussagen iiber E und EXP angesehen, allerdings kann man das auch auf

andere Klassen der Hierarchie oder andere Klassen, wie NP oder P/POLY anwenden.

Ein weiteres angrenzendes Gebiet ist das Gebiet der algorithmischen
Informationstheorie. Dabei verbindet man die vorgestellte Theorie mit der
Informationstheorie, welche man von Shannon kennt und kommt dabei unter
anderem mit der Chaitin Konstante in Beriihrung, von der man dann zeigen kann,

dass sie zufallig ist.
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