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Zusammenfassung
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Graphenparameter

von Thiemo FISCHER

Viele Graphenalgorithmen, die in der klassischen Komplexititstheorie den NP-voll-
standigen Problemen zugeordnet werden miissen, sind parametrisiert durch gewisse
Graphenparameter in FPT und damit in Reichweite fiir effiziente Implementierungen.
Jedoch sind die Bestimmung der Parameterwerte zu einem Graphen und die Kon-
struktion gut ausnutzbarer Graphenzerlegungen selbst schwierige algorithmische
Probleme. Diese Arbeit prasentiert eine Schnittmenge aus algorithmischer Graphen-
theorie und parametrisierter Komplexitdt, um die Parameter Baumweite, Pfadweite,
Zweigweite, Baumtiefe, Degeneriertheit, Cliquenweite und modulare Weite zu er-
lautern, verschiedene Charakterisierungen anzugeben und diese an Beispielen zu
verdeutlichen. Dartiber hinaus werden exakte Werte oder obere Schranken der Pa-
rameter auf verschiedenen Graphfamilien bewiesen. Approximationsalgorithmen
fiir Baumweite und zugehorige algorithmische Konzepte fiir Teilprozeduren, Sétze,
und Beweise bilden den Hauptteil der Ausarbeitung. Wir explorieren aufSerdem Op-
timierungen, die in praktischen Implementierungen eingesetzt werden, erldutern die
Zusammenhidnge zwischen — und die Vorziige der verschiedenen Graphenparameter
und diskutieren die Ergebnisse und Perspektiven der aktuellen Forschung.
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Abstract
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Graph Parameters

by Thiemo FISCHER

Decision problems to many algorithms on graphs are NP-complete by classical com-
plexity analysis. However in the framework of parameterized complexity many of
those problems allow FPT algorithms for certain graph parameters. Therefore for
those problems wie are able to — or close to constructing feasible implementations
that give resonably fast running times in practice. However the computation of
the parameter’s value as well as the construction of corresponding graph decom-
positions is a tough algorithmic challenge on its own. This thesis presents the field
from the perspective of algorithmic graph theory and parameterized complexity. We
give a precise introduction to the graph parameters tree-width, path-width, branch-
width, tree-depth, degeneracy, clique-width and modular-width, show their different
characterizations and illustrate them by examples. Furthermore some families of
graphs take a constant value or allow upper bounds of the graphparameter. Some
of the respective proofs are given in detail. However approximination algorithms
for tree-width, the realization of needed subprocedures, related theorems and proofs
comprise the main body of this thesis. We shall round of this exploration by concider-
ing different algorithmic improvements that are used in practial implementations
and compare the graph parameters and their merit to each other. Finally we canvass

the results and prospects of the current research.
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1 Einfithrung

Viele Entscheidungsprobleme auf Graphen sind NP-vollstandig. Nach unserem bes-
ten Wissen existieren keine Algorithmen. die solche Probleme in deterministischer
polynomieller Laufzeit entscheiden konnen. Da Fragestellungen iiber Graphen in
vielen Anwendungsgebieten natiirlich aufkommen, besteht ein grofses Interesse diese
algorithmisch zu 16sen.

Instanzen fiir die eine Fragestellung tiber Graphen besonders schwierig zu beant-
worten ist, bewirken die NP-schwere des zugehorigen Entscheidungsproblems. Ein
universeller Algorithmus, der auch diese Instanzen 16st, hat in der Regel auch auf
einfachen Instanzen eine schlechte Laufzeit. Unsere grundlegende Strategie ist daher
Teilmengen der Instanzen in einer Weise zu beschreiben, die sich geschickt algorith-
misch ausnutzen ldsst, um die Laufzeit gegentiber dem universellen Algorithmus zu
verbessern.

Die Graphentheorie liefert eine reiche Sammlung gut untersuchter Grapheigen-
schaften wie Zusammenhang, Planaritit, transitive Orientierbarkeit, Perfektion und
vielen mehr. Sie eignen sich, um Teilmengen der Instanzmenge zu bilden und das
Entscheidungsproblem auf diesen neu zu betrachten. Die in der Informatik vielleicht
wiinschenswerteste Eigenschaft eines Graphen wére ein Baum zu sein. Viele auf
allgemeinen Graphen NP-schwere Probleme wéren auf Baumen in polynomieller
oder sogar linearer Zeit 16sbar. Wir werfen die Frage auf, ob die Einschrankung auf
welche Graphenfamilien, zu Algorithmen mit polynomieller Laufzeit fiihrt, oder
ob das Entscheidungsproblem dennoch NP-schwer bleibt. Das ISGCI' fiihrt aktu-
ell tiber 1500 Graphenfamilien fiir die wir diese Frage je Entscheidungsproblem
stellen konnten. Die Suche nach Gemeinsamkeiten solcher Graphfamilien, welche
P-Algorithmen erlauben, fiithrt uns auf numerische, sogenannte Graphenparameter.
Neben numerischen Grapheigenschaften, konnen auch algebraische Eigenschaften
der Adjazenzmatrix oder die , Weite” zugeordneter Strukturen und Graphzerlegun-
gen Grundlage der Definition von Graphenparametern sein. Wir werden Beispiele fiir
all diese Moglichkeiten kennen lernen. Zur Losung von Graphenproblemen kénnen
wir Algorithmen heranziehen, die zusétzlich zur Graphinstanz eine obere Schranke
des Graphenparameters oder ein Zertifikat i.e. einen kodierten Beweis fiir diese obere
Schranke erhalten. Fiir so parametrisierte Algorithmen lassen sich bei kleinen Werten
des Graphenparameters bessere Garantien fiir die Laufzeit beweisen, als dies in der
klassischen Laufzeitanalyse der Fall ist.

'Information System on Graph Classes and their Inclusions, graphclasses.org






2 Grundlagen

Diese Arbeit fillt unter die Fachgebiete der algorithmischen Graphentheorie und
der parametrisierten Komplexitdt. Die Graphentheorie ist ein traditionsreiches For-
schungsgebiet der Mathematik. Spétestens seit den Arbeiten von Golumbic, 1980 [1]
sowie Christofides, 1976 [2] werden die algorithmischen Aspekte der Graphentheorie
intensiv erforscht. Viele in anderen Bereichen bekannte, fiir diese Arbeit relevante
Definitionen, fallen mit graphentheoretischen Beschreibungen zusammen, weshalb
die algorithmische Graphentheorie hier als geeigneter Ausgangspunkt dient.

Die parametrisierte Komplexitdt wurde als eigenstandiges Forschungsfeld neben
der , klassischen” Komplexitdtstheorie, in dem gleichnamigen Buch von Downey und
Fellows im Jahr 1999 [3] etabliert. Mit ihr konnen die in dieser Arbeit vorgestellten
Algorithmen prézise eingeordnet werden.

2.1 Graphentheorie

21.1 Grundbegriffe

Zundchst erinnern wir die folgenden dem Leser wohlbekannten Grundbegriffe aus
der Graphentheorie. Ausfiihrliche Einfithrungen konnen in den Standardwerken von
Diestel oder Krumke und Noltemeier nachgeschlagen werden[4], [5].

Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E) mit einer endlichen Knotenmenge
V und einer Kantenmenge E ¢ { {u,v} | u,v € V }. Die sogenannten Knoten aus der
Menge V werden untereinander durch Kanten aus E verbunden. Ein gerichteter Graph
ist ein Paar G = (V, E) mit einer endlichen Knotenmenge V und einer Kantenmenge
EcVxV.

Zwei Knoten u, v heiflen adjazent , falls {u,v} € E beziehungsweise fiir gerichtete
Graphen falls (1, v) € E oder (v, u) € E. Wir schreiben fiir eine Kante auch uv ¢ E, falls
aus dem Kontext klar ist, ob eine gerichtete Kante von u nach v oder eine ungerichtete
Kante zwischen 1 und v gemeint ist. Zwei Kanten u und v heifSen je inzident zur Kante
uv. Zwei Kanten heifSen inzident, falls sie einen gemeinsamen Knoten enthalten. Wir
bezeichnen mit n die Anzahl der Knoten eines Graphen |V|. Analog notieren wir mit
m die Anzahl der Kanten |E|. Die adjazenten Knoten zu u heifSen Nachbarn von u. Sie
bilden die Menge N(u).

Eine Kante vv € E heifst Schleife . Ein ungerichteter Graph G ohne Schleifen (und
ohne Mehrfachkanten') heifit einfach .

1Sog. Multigraphen erlauben eine Multimenge an Kanten. Multigraphen sind fiir diese Arbeit nicht
relevant.

ungerichtet
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Wir schreiben H t G fiir einen sogenannten Teilgraph H = (V',E") mit V' ¢ V und
E' c E. Selbiges G heifit Obergraph von H. Der durch W induzierte Teilgraph von G ist
G[W]:=(W,{vv2 € E | v1,v0 e W}).

G -{vy,...,vx } bezeichnet den induzierten Teilgraphen G[V\{vy,..., v, }]. Au-
Berdem definieren wir den Teilgraphen G - {e,...,ex} = (V,E") wobei E" :=
E\{e1,..., e }. Bei einelementigen Mengen konnen die geschweiften Klammern weg-

gelassen werden.

Beispiel 1 (Prioritdt beim Weglassen von Klammern). G - uv bezeichnet den Graphen
G ohne die einelementige Menge an Kanten { uv }. G — {u, v} bezeichnet den Graphen
G ohne die Knoten 1 und v und alle zu diesen inzidenten Kanten.

In dieser Arbeit und der entwickelten Software werden hauptsichlich endliche?
einfache Graphen behandelt. Wir betrachten die ,Struktur” dieser Graphen. Zwei
Graphen G; = (V1, E1) und G, = (V,, Ez) heifien isomorph , geschrieben G; ~ G, wenn
es eine Bijektion ¢:V; — V, gibt mit xy € E; < ¢(x)¢(y) € Ey. Unter der Struktur
eines Graphen verstehen wir seine Eigenschaften bis auf Isomorphie, also der ,,Umbe-
nennung” der Knoten. Das bedeutet die Menge V dient lediglich zur Referenzierung
von Knoten und diese konnen oft gleichwertig als V = [1,n]n = {1,2,...,n }, statt
V ={vy,...,v,} angenommen werden. Graphinvarianten sind genau solche tiber Gra-
phen definierte Grofien, die sich nicht unter Umbenennung der Knoten verandern. Im
folgenden werden einige Definitionen weiterer Grundbegriffe und Graphinvarianten
festgehalten. G = (V, E) sei im Folgenden ein einfacher endlicher Graph.

Der Grad d(v) eines Knoten v ist die Anzahl seiner adjazenten Knoten |N(v)|.
Der grofite Grad eines Knoten in G heif$t Maximalgrad A(G) von G. 6(G) bezeichnet
analog den Minimalgrad von G.

Eine Teilmenge U < V heifst unabhiingige Menge in G, falls alle v,w € U mit
v # w nicht adjazent in G sind. Eine unabhéngige Menge heif$t maximal unabhiingig,
falls sie keine echte Teilmenge einer grofieren unabhédngigen Menge in G ist. Die
Unabhingigkeitszahl a(G) bezeichnet die Grofie einer maximal unabhédngigen Menge
in G.

Eine Abbildung f:V — {1,...k} heist Knotenfirbung mit k Farben, falls gilt:
{v,w} € E = f(v) # f(w). Die chromatische Zahl x oder auch Knotenfiarbungs-
zahl von G gibt die kleinste Anzahl an Farben an, die benottigt werden, um G
zu farben; also x(G) := min{k | es gibt eine Knotenfirbung von G mit k Farben. }
Analog heifdt eine Abbildung h:E — {1,...k} Kantenfirbung mit k Farben, falls
gilt: Sind zwei verschiedene Kanten ¢ und f inzident in G, so ist h(e) # h(f).
X'(G) := min{k | es gibt eine Kantenfarbung von G mit k Farben. } heif3t chromati-
scher Index oder auch Kantenfarbungszahl von G.

Weitere Graphinvarianten sind tiber besondere Teilgraphen definiert, die auch je
fiir sich selbst von zentraler Bedeutung fiir die Graphentheorie und Graphenalgorith-

men sind. Ausgewihlte davon werden hier zusammengestellt:

Die Knotenmenge ist endlich.
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U sei eine Teilmenge von V. U heifst k-partit , falls U in k disjunkte Teilmengen
Uy w--- w Uy partitioniert werden kann, sodass fiir alle i gilt: u,v € U; impliziert
{u,v} ¢ E. Falls U = V heifst auch G k-partit. Ist zuséatzlich fiir jede Menge U; jeder
Knoten v zu jedem Knoten aus U; w---wU;_1 w U1 w---w Uy adjazent, so heifst U
vollstindig-k-partit . Falls U = V = [1,n]N mit n = };n; gilt, so heiit K, der
vollstindig k-partite Graph, fiir eine geeignete Zerlegung mit |U;| = n; fiir jedes i wie

k

oben.

Pfade und Wege werden benutzt, um zu beschreiben, wie Teilgraphen unterein-
ander verbunden sind:

Eine Folge (v1,...,v,41) von Knoten aus G, mit v;v;,1 € E fur 1 < i < n, heifit
Weg in G °. Sei W ein solcher Weg. Die Lange von W ist n. Ein Weg der keinen
Knoten mehrfach besucht, heifit Pfad . P, bezeichnet den Graphen mit Knotenmenge
[1,k+1]N, der aus genau einem Pfad der Lange k besteht.

Eine Folge (v1,...,0441 = v1) mitv; € V, 00,1 € Eund v; # vj firalle1 <i <n,
1 <j<nmiti#j, heifit Kreis in G. Sei C ein solcher Kreis. Die Linge des Kreises C ist
n. Eine Kante v;v; € E zwischen zwei nicht aufeinander folgenden Knoten v;, vy € C
heit Sehne . Cy bezeichnet den Graphen auf der Knotenmenge [1, k], der aus genau
einem Kreis der Lange k besteht.

Eine Knotenteilmenge C ¢ V heifit Clique , wenn je zwei Knoten v, w € C mit v # w
in G adjazent sind. Eine Clique heifdt maximal , wenn sie keine echte Teilmenge einer
grofieren Clique in G ist. Gibt es neben einer Clique C keine andere Clique hoherer
Kadinalitdt in G, so ist C eine grofite Clique . Die Kardinalitédt einer grofiten Clique
|C| heift Cliquenzahl w(G) von G. Der Graph mit Knotenmenge [1, 1], in dem alle
Knoten gemeinsam eine Clique bilden, heifst vollstindiger Graph und wird mit K,
notiert.

Ein kreisfreier einfacher Graph heifit Wald . Ein zusammenhangender Wald heifst
Baum . Zusammenhdngende Teilgraphen eines Baums oder Waldes nennen wir kurz
Teilbaum . Knoten u eines Waldes mit d(u) = 1 heiflen Blitter. Gelegentlich stellen wir
einen Knoten des Baumes gesondert als Wurzel heraus. Sei r Wurzel eines Baumes mit
Knoten wund p = (r,...,v,w,x,...) ein Pfad von r zu einem Blatt, dann heif3t x ein
Kind- und v der Elternknoten von w. Einen Wald mit ausgezeichneten Wurzelknoten
je Baum nennen wir gewurzelt.

,Partition” bezeichnet in dieser Arbeit eine Menge P, die disjunkte Knoten- oder
Kantenteilmengen eines Graphen G enthalt. Der Begriff ,,Zerlegung”4 wird fiir solche
Definitionen reserviert, bei denen tiber den Elementen einer Menge von Knoten- oder
Kantenteilmengen eine zusitzliche Struktur verlangt wird. Die Adjektive ,partitio-
niert” und ,zerlegt” werden entsprechend verwendet.

3Fiir allgemeine Graphen wird der Begriff ,Weg" iiber eine Folge von Knoten und Kanten definiert.
Dies ist hier nicht notig, da die Kanten zwischen Knoten in einfachen Graphen eindeutig sind.
%sowie auch der dem Englischen entlehnte Begriff ,,Dekomposition”

k-partit

vollstandig-k-
partit

Pfad

Kreis

Sehne

Clique

maximal

groite Clique
Cliquenzahl
vollstandiger
Graph

Wald
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Teilbaum
Blatt
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Kindknoten
Elternknoten
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2.1.2 Chordale Graphen

Um die Struktur von Graphen zu erfassen, sind , kleine” Obergraphen interessant, in
die ein Graph eingebettet werden kann. Ein Ziel konnte sein, mittels einer Einbettung
eine Obergrenze fiir eine der zuvor genannten Invarianten zu etablieren. Eine oft
verwendete Methode einen Obergraphen zu konstruieren, ist den Ausgangsgraphen

zu chordalisieren:

Definition 1 (chordaler Graph, simplizialer Knoten, Chordalisierung, minimale Chor-
dalisierung). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

* G heifdt chordal , wenn jeder Kreis C in G der Lange k > 4 mindestens eine Sehne
hat.

* Ein Knoten v € V heif$t simplizial , falls N(v) eine Clique in G ist.

e Eine Chordalisierung oder chordale Vervollstindigung eines Graphen G = (V,E)
ist ein chordaler Graph H = (V,E") mit Ec E'.

e Eine Chordalisierung heiflt minimal, falls keine Kantenmenge E” mit E ¢ E” c E
existiert, sodass (V, E”) eine Chordalisierung ist.

Mit anderen Worten: Ein Graph ist chordal, wenn er keinen Kreis der Lange
mindestens 4 als induzierten Teilgraphen enthélt. In der Literatur werden chordale
Graphen auch oft als triangulierte Graphen eingefiihrt. Dieser Begriff ist jedoch mehr-
deutig, da maximal planare Graphen ebenfalls als trianguliert bezeichnet werden.

Jeder induzierte Teilgraph eines chordalen Graphen ist chordal. Um einen Gra-
phen zu chordalisieren, konnen sukzessiv zusatzliche Kanten eingefiigt werden, bis
die Eigenschaft hergestellt ist. Es gibt im Allgemeinen sehr viele unterschiedliche
Chordalisierungen. Die Konstruktion wird daher meifit vorbehaltlich eines weiteren
Optimierungsziels durchgefiihrt, das durch eine der folgenden Fragen motiviert ist:
Wie viele Kanten miissen wenigstens eingefiigt werden, um den Graphen zu chordali-
sieren? Kann die Cliquenzahl der Chordalisierung moglichst klein gehalten werden?
Erstaunlicherweise fiihrt die Beantwortung dieser Fragen genau auf dgivalente Cha-
rakterisierungen von im ndchsten Kapitel beschriebenen Graphenparametern.

Satz 1 (Dirac [6, Theorem 4]). Jeder chordale Graph G enthiilt mindestens einen simplizialen
Knoten. Falls G keine Clique ist, dann enthilt G mindestens zwei nicht adjazente simpliziale
Knoten.

Um einen simplizialen Knoten v zu identifizieren, miissen lediglich die Adjazenz-
listen der Nachbarn von v durchlaufen werden. Ein einfacher Algorithmus findet
einen simplizialen Knoten in Zeit O(n? - m). Zusammen mit der folgenden Definition
und dem zugehorigen Satz erhalten wir eine einfache Charakterisierung fiir chordale

Graphen.
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Definition 2 (Perfektes Eliminationsschema). Sei G ein ungerichteter Graph mit
|V| = n. Ein perfektes Eliminationsschema fiir G ist eine bijektive Abbildung
0:V - {1,...n}, sodass c71(i) simplizial in G[{c71(i),...,c7}(n)}] firalle 1 <i<n

1st.
Satz 2 (Golumbic [1, Theorem 4.1.]).

* Ein Graph G ist chordal, gdw. G besitzt ein perfektes Eleminationsschema.

* Falls ein Graph G chordal ist, so gibt es zu jedem simplizialen Knoten v von G ein
perfektes Eliminationsschema fiir G, dass mit v startet.

Mit einer lexikographischen Breitensuche kann ein Eliminationsschema in Zeit
O(n +m) konstruiert werden [5]. Jeder Graph kann also in linearer Zeit auf Chordali-

tat getestet werden.

Bemerkung 1. Aufierdem erhalten wir mit einem perfekten Eliminationsschema
fiir einen chordalen Graphen G auch dessen maximale Cliquen. Sei C eine maxi-
male Clique in G und vy das erste Auftreten eines Knotens von C im perfekten
Eliminationsschema zu G. vy ist simplizial in G[{vk1,...,v,}]. Wir erhalten also
alle weiteren Knoten der Clique im Schnitt N (k) n {vy;1,...,v,}. C hat die Form
C ={v} U(N(k) n{vks1,...,04}). Cist beliebig gewdhlt, somit erhalten wir mit dem
oben genannten Algorithmus auch jede maximale Clique und w(G) in linearer Zeit.

Wir halten aus den bisherigen Beobachtungen fest, dass jeder Graph G chordali-
siert werden kann und es einfach ist Cliquen in einer zugehorigen Chordalisierung
zu finden. Des weiteren stellt sich heraus, dass neben dem Cliqueproblem, auch
das Farbungs- und das Stabilitdtsproblem fiir chordale Graphen in polynomieller
Zeit 16sbar sind [5]. Wie die minimalen Separatoren (siehe Abschnitt 2.1.4) einer
chordalen Vervollstaindigung H eines Graphen G mit dessen minimalen Separato-
ren in Verbindung gebracht werden konnen, werden wir in Abschnitt 4.3 genauer
untersuchen.

21.3 k-Zusammenhang

Um Aussagen iiber die Struktur eines Graphen zu treffen, interessieren uns neben
moglichen Obergraphen auch besondere Teilgraphen. Ein erster einfacher Begriff
driickt aus wie ,,schwierig” es ist, in einem Graphen mogliche Pfade zwischen zwei
beliebigen Knoten zu unterbrechen.

Definition 3 (zusammenhédngend, Zusammenhangskomponente, k-zusammenhén-
gend, Zusammenhangszahl).

(1) Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heift zusammenhiingend , falls zu allen zusammen-
v, w € V ein Pfad zwischen v und w in G existiert. héngend

(2) Einen Teilgraphen G[W] nennen wir Zusammenhangskomponente von G, falls zu
W kein Knoten v hinzugefiigt werden kann, so dass G{[W uv] noch zusammen- fusammen?angs-
héngend ist. Wir kiirzen den Begriff mit ZHK ab. omponente
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(3) Ein ungerichteter Graph G heifst k-zusammenhingend , falls fir jede (k - 1)-
elementige Knotenteilmenge X ¢ V der Graph G - X zusammenhédngend ist.
Wir definieren die k-zusammenhdngenden Komponenten von G analog zu
ZHKn.

(4) Die (Knoten-)Zusammenhangszahl x(G) ist die grofite nattirliche Zahl k, fiir die G

k-zusammenhé&ngend ist.

Die Zusammenhangskomponenten eines Graphen G = (V, E) lassen sich in linea-
rer Zeit O(|V|+ |E|) durch Tiefendurchlauf bestimmen [5].

Die Kontraposition von (3) lautet: Falls es fiir einen Graphen G eine Teilmen-
ge X der Grofie k-1 gibt, sodass G - X in mehrere ZHK zerfillt, so ist G nicht
k-zusammenhédngend. Aufierdem folgt aus der Pramisse: Es gibt einen Pfad in G,
welcher in G — X unterbrochen ist, sodass Start- und Endknoten dieses Pfades in
unterschiedlichen ZHK von G - X liegen. Die Menge X der , entfernten” Knoten
respektive G — X mochten wir nun benennen und gesondert untersuchen.

2.14 Knotenseparatoren

Die algorithmische Bestimmung von Grapheigenschaften wie der Cliquenzahl, der
Unabhéngigkeitszahl, oder der Knotenfarbungszahl in absehbarer Laufzeit ist eine
Herausforderung. Die zugehorigen Probleme sind NP-vollstandig und es ist nicht
offensichtlich, wie sich die Probleminstanz auf kleinere unabhéngige Teilprobleme
zuriickfiihren liefSe. In der Graphentheorie kommen sogenannte Knotenseparatoren
bzw. Trenner oder Kantenseparatoren bzw. Schnitte zum Einsatz, um Graphen in
mehrere kleinere Graphen zu teilen. Nicht jeder Separator wird sich gleichermafien
fir die Untersuchung der obigen Grapheigenschaften als hilfreich erweisen. Wie
wir bestimmte Separatoren algorithmisch nutzen konnen, erfordert einer genauere
Erorterung mit zugehorigen Lemmata und Sétzen. Sie folgt in Abschnitt 4.2. Der
einfachste Begriff eines Separators lautet wie folgt:

Definition 4 ((a, b)-Separator, separierende Menge).

¢ Eine Knotenmenge S ¢ V heifst (a, b)-Separator (auch (a, b)-Trenner oder Kno-
tenschnitt), falls 2 und b in G’ = G - S in unterschiedlichen Zusammenhangs-
komponenten liegen. S separiert (trennt) die Knoten 2 und b. Die Grofie des
Seperators ist |S|.

e Falls M fiir ein beliebiges Knotenpaar x, y ein x, y-Separator ist, heifst M auch
separierende Knotenmenge °.

Beispiel 2. In einem Graphen G mit x(G) = 1 existiert ein Knoten v sodass G — v
nicht zusammenhidngend ist. Ein solcher Knoten ist als Artikulationspunkt oder
Gelenkpunkt bekannt. {v} ist eine separierende Knotenmenge der Grofie 1.

5,,(11, b)-Separatoren” und , separierende Knotenmengen” beschreiben grundsétzlich die selbe Fami-
lie von Mengen. Die kanonische Definition von Minimalitét fiihrt jedoch zu unterschiedlichen optimalen
Mengen.
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Ein Graph G ist k-zusammenhiangend genau dann, wenn fiir ihn keine separieren-
de Knotenmenge der Grofse k - 1 existiert. Adjazente Knoten kdnnen nicht separiert
werden. 4 und b wie in der Definition oben, liegen in unterschiedlichen Zusammen-
hangskomponenten. Die Knotenmengen dieser Zusammenhangskomponenten sein
A und B, mita € A und b € B. Ein (a, b)-Separator trennt nicht nur 2 und b, sondern
jedes beliebige Knotenpaar aus A x B. Wir konnen das selbe Objekt daher mit der
Notation (A, B)-Separator benennen. Durch die Entfernung von S konnen auch wei-
tere Zusammenhangskomponenten G[C], G[D], ... entstehen. V kann in der Form

SwAwBwCwDw... ausgedriickt werden.
Definition 5 (minimaler (4, b)-Separator, minimale separierende Menge).

e Ein (a,b)-Separator heifst minimal , falls keine echte Teilmenge ebenfalls ein
(a,b)-Separator ist. (a,b) kann in der Notation entfallen. A sei die Menge aller

minimalen Separatoren eines Graphen G °.

¢ Ein minimaler Separator heifst minimal , falls keine echte Teilmenge ebenfalls

ein minimaler Separator ist.

Beispiel 3. In Abbildung 2.1 ist S; ein minimaler (b, d)-Separator, S; ist ein minimaler
(a,c)-Separator. S ist ein ( f,i)-Separator und ein minimaler ( f, 1)-Separator. Sy ist
eine minimale separierende Menge und echte Teilmenge des minimalen Separators

S3. Ein Beispiel fiir einen nicht minimalen Separator ist Ss.

ABBILDUNG 2.1: Separatoren, separierende Mengen und Minimalit&t

Sy
b

S1

Beachte, dass ein minimaler (a,b)-Separator eine echte Teilmenge eines ande-
ren minimalen c,d-Separators sein kann. Das Paar (c,d) enthdlt notwendigerweise

mindestens einen Knoten, der von a oder b verschieden ist.

Beispiel 4. * Sei G; ein k-zusammenhdngender Graph und X eine k-elementige
Knotenteilmenge, sodass G — X mindestens zwei ZHKn hat. X ist eine minimale
separierende Menge. Alle minimalen Separatoren von G enthalten mindestens

k Knoten.

* Sei G; ein Graph und jede minimale separierende Menge von G, habe mindes-
tens k Knoten. Es folgt, G, ist k-zusammenhéangend.

®A¢, nicht zu verwechseln mit A(G) dem Maximalgrad von G

minimaler
Separator

minimale
separierende
Menge
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Oft werden zusétzliche Eigenschaften von Separatoren gefordert oder gegenein-
ander abgewogen, wenn sie nicht gleichzeitig herzustellen sind: Es ist algorithmisch
vorteilhaft Separatoren so zu wéhlen, dass die entstehenden Zusammenhangskom-
ponenten dhnlich grofS sind. Dazu werden Mafie definiert, welche angeben wie
,balanciert” ein Separator ist. In rekursiven Algorithmen fiihren balancierte Sepa-
ratoren heuristisch zu einer geringeren Rekursionstiefe. Auch wenn Minimalitét
nicht garantiert werden kann, sollen Separatoren in der Regel moglichst klein sein.

Folgende Auswahl an Eigenschaften sind fiir diese Arbeit relevant.

Definition 6 (Eigenschaften von Separatoren). Sei G = (V, E) ein Graph und S ein
a,b-Separator, der den Graphen in Knotenteilmengen A und B mita e Aund b € B

trennt.
¢ S hat Grofie hochstens k.

* S heifst (exakt) balanciert , falls jede ZHK von G - S hochstens [M; ‘5|] Knoten
enthalt ’.

* S heit a-balanciert , falls gilt: V = Aw Sw B und max{|A|, |B|} < a|V].

* S heifst a-balanciert in W , falls gilt: V = AwSw B und max{|AnW|,|BnW]|} <
a|W|.

Wir notieren diese Eigenschaften als Prafix ,«, k, W-“ zu dem dies betreffenden Sepa-

rator.

Beispiel 5 (%, W-Separator ). Die in unserem Kontext am haufigsten betrachteten

Separatoren sind %, W-Separatoren.

Einen «, k-Separator kann in Zeit noM (Z) bestimmt werden. Diese Laufzeit wird
erzielt, indem alle k-elementigen Knotenteilmengen durchsucht und anschliefsend
die Balance tiberpriift wird. Falls k als konstant modelliert werden kann, lasst sich
diese Laufzeit durch ein Polynom abschidtzen. Im Allgemeinen gehort k jedoch zur
Eingabe.

Das Ziel exakt balancierte Separatoren zu finden, muss in vielen prakischen Al-

gorithmen aufgegeben werden [8]. Das Problem in einem gegebenen Graphen fiir

1
2

ebenso fiir a, k-Separatoren, iiber eine Reduktion ausgehend von k-CLIQUE [10] und

< a <1 einen a-Separator minimaler Grofie zu finden, ist NP-schwer [9]. Dies gilt

unter {iblichen Annahmen tiber NP auch fiir k € O(logn) [11]. Falls ein Separator der
minimalen Grofie k* existiert, so kann ein angemessen kleiner Knotenseparator (mit
Grofse als Produkt eines polynomiellen Faktors in k* und eines polylogarithmischen
Faktors in 1) in fast linearer Zeit approximiert werden [12]. Knoten-Separatoren sind
essenziell fiir zahlreiche Graphenalgorithmen und viele praktische Anwendungen,
wie die Lokalisierung von Flaschenhilsen in Netzwerken, Verteilung von Arbeitspake-

ten auf Rechnercluster, sowie die im néchsten Kapitel betrachteten Graphzerlegungen

"Manche Autoren verlangen, dass im Fall der exakten Balance die ganzzahlige Rundung [-] entfallt.
Dies dndert die GrofSe eines exakt balancierten Separators um hochstens 1 [7]
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[12]. Daher gibt es viel Forschungsarbeit zu Separatoren, die iiber die Komplexitéts-
und Graphentheorie im engeren Sinne hinausgeht. In Approximationsalgorithmen
sind die zu erzielende Grofie und Balance des Separators die wesentlichen ,Stell-
schrauben” fiir die Laufzeit.

Zum Abschluss dieses Abschnittes fithren wir einige der graphentheoretischen
Grundlagen in einem kleinen gefilligen Satz tiber chordale Graphen zusammen und

verwenden im Beweis die wiederholten Definitionen.

Satz 3. Ein Graph G ist genau dann chordal, wenn jede seiner 2-zusammenhingenden

Komponenten chordal ist.

Beweis. = Nach Definition ist jede 2-zusammenhidngende Komponente Z, ein
induzierter Teilgraph maximaler Grofie von G, sodass kein 1-Separator aka.
Artikulationspunkt in Z existiert. Jeder Kreis aus Z ist auch in G enthalten und

hat eine Sehne, da G chordal ist und Z induzierter Teilgraph.

< Alle 2-zusammenhédngenden Komponenten Z; der Grofie mindestens 3 von G
sind chordal. Aus der Definition wissen wir, dass genau die Artikulationspunk-
te von G nicht durch die Z; abgedeckt werden, wenn wir den trivialen Fall einer
2-zusammenhidngenden Kompoenente isomorph zu P, auszuschliefien. Wie
sehen maximale zusammenhéngende induzierte Teilgraphen von G aus, welche
nur aus Artikulationspunkten bestehen? Dies sind nach Definition genau Bau-
me. Alle Z; sind hochstens durch induzierte Teilbdume von G untereinander
kreisfrei verbunden. Andernfalls hitten wir einen Widerspruch zur Maximalitét
der Z;. Wir folgern dass jeder Kreis in G in einem der Z; enthalten sein muss.

Da jeder Kreis in den Z; eine Sehne besitzt, gilt dies fiir jeden Kreis von G.
O
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2.2 Parametrisierte Komplexitit

Viele relevante Entscheidungsprobleme sind NP-schwer. Falls P # NP gilt, sind
diese Probleme nicht effizient lIosbar. Das bedeutet, falls P #+ NP, so existiert zu NP-
schweren Problemen kein Algorithmus, der alle Instanzen des Problems entscheidet
und in polynomieller Zeit lduft.

Es besteht jedoch die Moglichkeit, dass in der Praxis relevante Instanzen in
Teilmengen des allgemeinen Problems fallen und diese Teilmengen effizient gelost
werden konnen. Wenn beispielsweise alle Probleminstanzen einer Graphfamilie
angehoren, ist es moglich, dass fiir diese Familie bessere Algorithmen konstruiert
werden konnten.

Dieser Ansatz kann so modelliert werden, dass der Algorithmus mit der Proble-
minstanz einen weiteren Parameter erhilt. Solche Parametrisierungen erméglichen

unter anderem eine feinere Betrachtung klassisch NP-schwerer Probleme.

Definition 7. X sei ein endliches Alphabet. Ein parametrisiertes Problem ist eine Menge
L ¢ £* x N. Fiir eine Instanz (x,k) € Z* x IN heif3t k der Parameter®. N sei die Grofle
der Eingabe |x|.

Laufzeit und Platzbedarf konnen mit dieser Definition in Abhdngigkeit von N
und k ausgedriickt werden. In Anwendungen treffen wir hdufig auf sehr grofie
Instanzen. Fiir Exponentialzeitalgorithmen erreichen wir schnell Laufzeiten, die auf
heutiger Hardware die Lebensdauer unseres Sonnensystems iiberschreiten. Diese
Beobachtung motiviert die Definition von FPT.

Definition 8. Ein parametrisiertes Problem liegt in der Komplexitadtsklasse FPT (eng].
tixed-parameter tractable) , falls ein deterministischer Algorithmus M, eine bere-
chenbare Funktion f und ein Polynom p existieren, sodass die Laufzeit von M in
f(k)-n®W liegt und M das parametrisierte Problem entscheidet.

Die Definition erfasst folgende Intuition: Wir versuchen die Abhéangigkeit der
,Komplexitdt” des Problems, gemessen an der Laufzeit eines zugehorigen Algorith-
mus, von der Eingabeinstanz in den Parameter zu verschieben. Wenn ein geeigneter
Parameter k gefunden wird, der fiir Instanzen aus praktischen Anwendungen sehr
klein gehalten werden kann, so ist der Algorithmus fiir diese Anwendung brauchbar.
Zu beachten ist, dass ein Problem auf verschiedene Arten parametrisiert werden
kann. Fiir den einen Parameter kann das parametrisierte Problem zu FPT und fiir
einen anderen Parameter nicht zu FPT gehoren.

Uber einen Reduktionsbegriff zu FPT und eine spezielle Version des Erfiill-
barkeitsproblems, kann eine Hierarchie an Komplexititsklassen FPT = W[0] ¢
W[1] ¢ W[2] definiert werden. Einige NP-schwere Probleme fiir die keine FPT-
Mitgliedschaft gezeigt werden kann, fallen mit geeigneter Parametrisierung in die
niederigen Level der W-Hierarchie.

8Die Definition kann auf Parameter iiber einem beliebigen Alphabet ausgeweitet werden. Wir
benotigen als Doméne nur die natiirlichen Zahlen
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Die Komplexitdtsklasse XP enthélt alle parametrisierten Sprachen L, sodass L € P
fiir jedes k. Im Vergleich zu FPT konnen sich die Algorithmen, welche die Mitglied-
schaft Ly € P zeigen, fiir jedes k unterscheiden. Es gilt FPT ¢ XP [13, Proposition
27.1.1].

Zu wiinschenswerten Eigenschaften eines Parameters zdhlen, dass er auf mog-
lichst vielen Eingaben kleine Werte annimmt, gut algorithmisch ausnutzbar ist und
sich gut im Kontext der Anwendung interpretieren ldsst. Aus einem klassischen
Problem ein parametrisiertes Problem zu gewinnen, fiir den sich eine FPT-Laufzeit
zeigen lasst, ist eine Aufgabe, die sowohl Kreativitit als auch Kenntnis des Anwen-
dungsfeldes erfordert. Fiir Probleme, deren Eingabeinstanzen Graphen sind, lassen
sich geeignete Parameter oft an der Struktur der Graphen oder an Eigenschaften einer
Losung festmachen. Erstere nennen wir auch Strukturparameter. Die vorliegende
Arbeit thematisiert Strukturparameter fiir Graphenprobleme, kurz Graphenparameter .

Fiir FPT-Algorithmen ist f in der Regel’ eine schnell wachsende Funktion, wes-
halb der Parameter k fiir praktische Belange moglichst klein sein sollte. Fiir ein festes
k erhalten wir auf der so beschrankten Instanzmenge einen P-Algorithmus. Fiir Gra-
phenfamilien mit beschrankter Baumweite konnen zu einigen klassisch NP-schweren
Problemen parametrisierte FPT-Algorithmen gefunden werden [15].

Die klassischen Probleme CLIQUE, INDEPENDENTSET, CLIQUECOVER, und VER-
TEXCOLORABILITY'? sind NP-vollstindig [16]. Zugehorige Optimierungsprobleme
fiihren auf die Graphinvarianten. w, «, ¥ und x. Parametrisiert in der , Grof3e” einer
Losung sind die Probleme CLIQUE, INDEPENDENTSET und CLIQUECOVER in XP, z.B.
[17]. Fiir mindestens drei Farben k ist das Problem k-VERTEXCOLORABILITY bekann-
ter Weise auf allgemeinen Graphen NP-schwer [18]. Daher ist die in k parametrisierte
Variante von VERTEXCOLORABILITY weder in XP noch in FPT, falls P + NP.

9Falls die Exponentialzeithypothese[14] gilt, ergibt sich fiir die Parametrisierungen der meisten
klassischen NP-schweren Probleme notwendigerweise ein mindestens exponentiell wachsendes f.
Ausgenommen wenige NP-vollstindige Probleme die nicht unter die Exponentialzeithypothese fallen
e.g. Maximum Indipendent Set fiir Planare Graphen.
% arp fiihrt dieses Problem unter dem Namen CHROMATICNUMBER auf. Da die chromatische Zahl
die Losung zum kanonischne Minimierungsproblem MINVERTEXCOLORABILITY ist, verwenden wir
hier den Begiff VERTEXCOLORABILITY fiir das Entscheidungsproblem.

XP

Graphenpara-
meter






15

3 Parameter und Zerlegungen auf
ungerichteten Graphen

Im Grundlagenteil haben wir einige Eigenschaften von Graphen aufgefiihrt, die
bekannter weise zu NP-vollstindigen Problemen fiihren [16], jedoch zum Teil auf
speziellen Obergraphen, den chordalen Vervollstindigungen, in P gelost werden.
Die Zusammenhangskomponenten eines nicht zusammenhangenden Graphen
erhalten wir genau als die Komponenten zum Separator @ und in linearer Zeit. Fiir
alle weiteren kleinen oder balancierten Separatoren miissen wir zum jetzigen Stand
Approximationsalgorithmen hinnehmen, die je nach Grofie und Balance bestenfalls
in quasi-linearer Zeit und schlimmstenfalls in exponentieller Zeit bestimmt werden.
Im Verlauf dieses Kapitels werden wir erkennen, wie die grundlegenden Begriffe
,Zusammenhang” und ,Separatoren” in Graphzerlegungen eingesetzt oder subli-
miert werden. Es werden verschiedene Zerlegungen vorgestellt, sowie zugehorige
Graphenparameter, welche Aspekte der jeweiligen Zerlegung beschreiben, jedoch
oft auch ohne diese definiert werden koénnen. Chordale Obergraphen werden uns in

verschiedensten Zusammenhéangen begegnen.

3.1 Baum- und Pfadzerlegung

Baum- und Pfadweite sind die zur Zeit am besten untersuchten Graphenparameter.
Wir fiihren die Begriffe zunédchst tiber Baum- und Pfadzerlegungen ein. Im Anschluss
werden wir einige dquivalente Definitionen zur Baum- und Pfadweite eines Graphen

kennenlernen.

Definition 9 (Baumzerlegung). Eine Baumzerlegung eines Graphen G = (V,E) ist
ein Paar ({X;|i € I}, T = (I,F)), wobei T ein Baum ist. {X;|i € I} ist eine Menge von
Teilmengen von V; eine fiir jeden Knoten von T, sodass gilt:

(@) Ui Xi=V.
(ii) zujeder Kante (v, w) € E gibteseini € I, sodass v € X; und w € X;.
(iii) zu allen i, j,k € I: Falls j auf dem Pfad von i nach k liegt, dann gilt X; n Xj ¢ X;.
Wir nennen die X; Beutel (engl. bags). Letztere Forderung ist dquivalent zu:

(iii)” Fiir alle v € G gilt: Die i zu solchen Behiltern X;, welche v enthalten, bilden

gemeinsam einen Teilbaum T, von T.
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Nahe beieinander liegende Knoten (umgangssprachlich Cluster) eines Graphen,
werden gemeinsam einem Beutel zugeordnet, sodass insbesondere jede Kante aus E in
mindestens einem Beutel X enthalten ist'. Ein Knoten wird im Allgemeinen mehreren
Beuteln zugehorig sein. Alle Beutel, die einen gemeinsamen Knoten enthalten, sind
via der Relation F miteinander verbunden. Offensichtlich lassen sich alle Forderungen
der Definition trivial erfiillen, indem ein Beutel der Grofe |V| gewéhlt wird, dem alle
Knoten zugeordnet sind. Wir interessieren uns jedoch fiir Beutel die , gerade grof3

genug” sind, sodass F eine niitzliche und nicht triviale Struktur aufweist.
Definition 10 (Baumweite).
* Die Weite einer Baumzerlegung ({Xj|i € I}, T = (I, F)) ist max;es |X;| - 1

¢ Die Baumweite tw(G) eines Graphen G ist die kleinste Baumweite tiber alle

Baumzerlegungen von G.

Die Baumweite misst die , Ahnlichkeit” eines beliebigen Graphen zu einem Baum.
Graphen mit Baumweite 1 sind genau Wilder mit mindestens einer Kante. Wobei wir
zumeist zusammenhédngende Graphen betrachten und so Graphen der Baumweite 1

als Baume erkennen.
Bemerkung 2. Die Weite einer Baumdekomposition zu G ist eine obere Schranke fiir
tw(G). Fiir jeden Graphen G gilt tw(G) <n -1, da {{X; = V}, ({1}, @)} eine giiltige
Baumzerlegung fiir G ist.

ABBILDUNG 3.1: Eine Baumzerlegung mit optimaler Weite tw(Ga ) =2

Ein Beispielgraph G4 (links) und eine Baumzerlegung zu Ga (rechts).

{1,2,3} ({2,473 —({2,4,10})

({2.3,4—({2.4,5})

{2,3,6} {4,5,8} {4,8,9}

ABBILDUNG 3.2: Eine Pfadzerlegung mit optimaler Weite pw(Ga ) =2

{1,2,3}}1{2,3,6}}{2,3,4}}-{{2,4,10}}-{{2,4,7} }{{2,4,5} } {{4,5,8} - {{4,8,9})

! genauer in dem induzierten Teilgraphen G[X]
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Nattirlich konnen wir die Struktur der Zerlegung weiter spezialisieren: Die Ein-
schrankung, dass die Teilbdume T; in (iii)" insbesondere Pfade sein, wurde z.B. von
Renz untersucht [19]. Verlangen wir dariiber hinaus, dass die Beutel { X;|i € I} sequen-
ziell angeordnet werden konnen, i.e. der Baum T ein Pfad sei, erhalten wir folgende

Definition:

Definition 11 (Pfadzerlegung). Eine Pfadzerlegung eines Graphen G = (V, E) ist eine

Sequenz von Knoten-Teilmengen (X1, X, ..., X;), sodass gilt:
* Uiy Xi = V.
e zujeder Kante (v, w) € E gibteseini,1<i<r, mitv e X; und w € X;.
* zualleni,jkel:Fallsi<j<k dann X;n X c X;.
Definition 12 (Pfadweite).
e Die Weite einer Pfadzerlegung (X1, Xo, ..., X;) ist maxj <<, | Xi| - 1.

e Die Pfadweite pw(G) eines Graphen G ist die kleinste Weite tiber alle Pfadzer-
legungen von G.

Bemerkung 3. Fiir jeden Graphen G ist seine Pfadweite eine obere Schranke seiner
Baumweite, da jede Pfadzerlegung von G ebenfalls eine giiltige Baumzerlegung ist.

tw(G) < pw(G)

Baumweite spielt eine zentrale Rolle in der Graphminorentheorie und wurde in
diesem Zusammenhang durch Robertson und Seymour erstmalig eingefiihrt [20].
Viele graphentheoretische Konzepte sind entweder zu Baumweite oder Pfadweite
dhnlich. Die unabhéngige Forschung in den 1980er Jahren zu Baum-, Pfadweite und
dquivalenten Definitionen wurde erst im Laufe der Zeit deutlich [15].

Beispiel 6. Aus jeder Baumzerlegung (X, (I, F)) der Weite d lasst sich sehr einfach
eine Pfadzerlegung konstruieren. Wihle einen Pfad p entlang i; ... i, zwischen zwei
Blattern der Baumzerlegung so, dass die Menge der nicht durch p abgedeckten
Knoten V\W, mit W = X;, u...uX; , minimale Grofe hat. Fiige alle Knoten V\W aus
Beuteln abseits des Pfades zu jedem Beutel auf dem Pfad p hinzu und nenne diese
X, , dann ist (Xi/) i=i,..i, €ine Pfadzerlegung der Weite hochstens d + |[V\W]|.
Andersherum ist jede Pfadzerlegung auch eine giiltige Baumzerlegung.

Wir mochten nun untersuchen, ob und wie Cliquen, Pfade und Zusammen-
hangskomponenten von Graphen durch Baumdekomposition auf die Beutel X’ einer

Baumzerlegung verteilt werden.
Lemma 1.

(i) Zu jeder Clique C eines Graphen G existiert ein Beutel X;, in jeder Baumzerlegung
({Xi|iel}, T=(IF))des Graphen G, der C vollstindig enthiilt.
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(ii) Fiir die Cliquenzahl w(G) von G gilt: w(G) < tw(G) + 1.
Beweis.

(i) Fir 1- und 2-Cliquen folgt die Aussage direkt aus Definition 9, (i) & (ii). Fiir Cli-
quen C = (vy,...,vx) der Grofe k > 3 zeigen wir die Aussage durch vollstandige
Induktion: Nach Induktionsbehauptung existieren Beutel X; , ... X;,, welche je
die k - 1-Cliquen C\{v;} mit 1 < j < k enthalten.

Wir betrachten zwei verschiedene dieser Beutel X;, und X;,. Wir haben C\{v,} <
X;, und C\{v,} € X;,. Demnach C\{v,, vy} ¢ X;,, X;,.

Es folgt: X;, und X;, haben mindestens k -2 > 1 gemeinsame Knoten. Nach Def.
9 (iii) muss ein Pfad p;, ;, zwischen i, und i, existieren. Auf dem Pfad p;, ;, muss

jeder Beutel mindestens die k — 2 Knoten aus C\{v,, v, } enthalten.
Wihlen wir einen weiteren Beutel X; verschieden von X;, und X; , so gilt
selbiges fiir p;, ;. und p;, ;.. Die Pfade p;, ;,, pi,i. und p;, ;. haben dariiber hinaus
mindestens einen gemeinsamen Knoten i,, in der Baumzerlegung. Andernfalls
konnten wir einen Kreis in T angeben; im Widerspruch dazu, dass T ein Baum
ist. Fiir den zugehorigen Beutel X; & gilt

C c C\{v4, v} UC\{vy, v} UC\{vp,vc} € X

Im

(ii) Folgt fiir eine maximale Clique direkt aus (7).

O]

Wir kénnen Lemma 1 als Verallgemeinerung der zweiten definierenden Eigen-
schaft von Baum- und Pfadzerlegungen verstehen, welche verlangt dass alle 2-

Cliquen in einem Beutel X; enthalten sind.

Lemma 2. Sei ({ X; | i€}, T = (I, F)) eine Baumzerlegung des Graphen G = (V,E). Zu
i1,1q € I gelte fiir Knoten v,w € V, dass v € X;, und w € X; . Fiir jeden Beutel X;,, entlang
des i1ig-Pfades Y in T gilt: X;, enthiilt mindestens einen Knoten aus jedem vw-Pfad in G.

Beweis. Falls v und w aus unterschiedlichen ZHK gewéhlt sind, gilt die Aussage
trivialer Weise.

Im Folgenden sein v und w aus der selben ZHK. Wir betrachten einen beliebigen
vw-Pfad p = (v = uy,up,...ug1,u, = w) aus G. Sei T die Menge aller Teilbdume
To, Ty, - - Tu, ,, Tw € T wie in Def. 9 (iii)’ zu den Knoten aus p. Jeder Teilbaum T, € T
enthdlt genau alle Beutel, die wiederum u enthalten. Im Pfad p aufeinander folgende
Knoten uy, u,1 sind adjazent. Es folgt mit Def. 9 (ii): Die Teilbaume T, T, +1 haben
einen nichtleeren Schnitt, welcher genau aus solchen Beuteln besteht, die beide
Knoten u; und uy,q enthalten. Auflerdem gilt nach Voraussetzung iy € T, und i; € Ty

Insgesamt gilt: Die Vereinigung aller Teilbdume aus 7 enthélt einen i1i,-Pfad. Da
Pfade in Biumen eindeutig sind, handelt es sich hierbei genau um den Pfad ¥ aus
T. Demnach enthilt jeder Beutel entlang des Pfades ¥ mindestens einen Knoten aus
dem vw-Pfad p. Dies gilt fiir jeden vw-Pfad, da wir p beliebig gewéahlt haben. O
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ABBILDUNG 3.3: Pfad ¥ = (i; .. .1;) in einer Baumzerlegung ({ X; | i
I},T=(LF))

Benennung aller Knoten und Beutel wie in Lemma 2. Jeder Knoten i aus T kann beliebige
weitere Nachbarn aufierhalb des Pfades ¥ besitzen. Fiir triviale Pfade der Lange 0 oder 1 gilt
m =11 Vig = ig.

Fiir nicht triviale Pfade erhalten wir folgendes Lemma.

Korollar 1. Seiv,w ¢ X;, zusitzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 2. Dann ist X;
ein (v, w)-Separator von G.

Beachte, dass nicht jeder insbesondere minimale (v, w)-Separtor aus Knoten der
Vereinigung der Beutel entlang eines solchen Pfades besteht.

Lemma 3. Der x x y-Gittergraph hat Baumweite und Pfadweite min(x,y)

Beweis. Wir zeigen hier die Existenz einer passenden Zerlegung und verweisen auf
[21] fir die Optimalitdt dieser Weite. Wir definieren die Knoten des Gittergraphen als
vijmit1 <i<xund1<j<ywobeiv;v;;,1) und v;v(;,1); durch Kanten verbunden
sind?. Sei 0.B.d.A. y < x. Konstruiere die Pfadzerlegung X = (X;) wie folgt:

Xy ={v11,012,- -+, V1(y-1), 01y, V21 } € X
X2 ={v12,013,-+-,01, 021,022 } € X
X3 ={v13,014,...,021,02,023 } € X

Xy ={v14,015,...,00,03, 0 } € X

Xiey-1)-1 = {V(x-1)y Va1, - Vx(y-2), Vx(y-1), Oy } € X

Wir orientieren den Gittergraphen wie eine Matrix. Beachte, dass alle vertikalen
Kanten des Gittergraphen durch je einen der Beutel X; abgedeckt sind. Offensichtlich
sind alle Knoten und alle horizontalen Kanten in der Pfadzerlegung enthalten. Die
Pfadzerlegung eingeschréankt auf Beutel die einen bestimmten Knoten enthalten sind
zusammenhdngend. X hat Weite y = min(x, y) O

Zwihle die passenden Schranken
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Tatsédchlich zeigen Robertson, Seymour und Thomas dartiber hinaus, dass jeder
planare Graph mit Baumweite k einen k x k-Gittergraph als Minor enthalt [21].

3.1.1 TREEWIDTH und verwandte Entscheidungsprobleme

Fiir einen gegebenen Graphen G = (V,E) und eine gegebene Konstante k ist das
klassische Entscheidungsproblem, ob G Baumweite hochstens k hat, NP-vollstandig
[22]. Selbiges gilt fiir die Pfadweite [22]. Daraus ergaben sich Forschungsansatze, die
mit verschiedenen Einschrankungen des Problems und Approximationsverfahren
befasst sind. Natiirlich werden auch beide Herangehensweisen in Kombination
betrachtet.

Definition 13. Eine Graphenfamilie C hat beschriankte Baumweite bzw. beschriankte
Pfadweite, falls ein k existiert, sodass fiir alle G € C gilt: tw(G) < k bzw. pw(G) < k.

Viele gut erforschte Graphfamilien haben beschrankte Baum- und Pfadweite:
Baume haben eine Baumweite von hochstens 1, Serien-Parallele-Graphen und aufien-
planare Graphen haben eine Baumweite von hochstens 2. Die starkere Aussage, dass
Serien-Parallele-Graphen genau die Graphen mit Baumweite hochstens 2 sind, gilt
nicht: Der Graph Kj 3 hat Baumweite 1, ist jedoch nicht serien-parallel. Die Baumweite
von planaren Graphen ist beschrankt durch a+/7 fiir eine Konstante «a < 3,182 [23].
Fiir weitere Graphfamilien beschrankter Baumweite siehe [24] oder [25, Tabelle 1].
Wir erwdhnen auch die Einschrankung des Baumweiteproblems auf planare Graphen.
Die Komplexitidt des Problems PLANARTREEWIDTH ist bis heute nicht bekannt:

PLANARTREEWIDTH

Eingabe: Ein ungerichteter planarer Graph G = (V, E) und eine natiirliche
Zahl k.

Frage: Hat G Baumweite hochstens k?

In Anwendungsfeldern wie Strafiennetzwerken oder dem Schaltkreisentwurf
ist die Baumweite oft klein genug oder die Instanz dhnlich genug zu einer Gra-
phenfamilie beschrankter Baumweite, dass Baumzerlegungen geringer Weite mit
exakten Algorithmen auf kleinen Instanzen, oder mit Approximationsalgorithmen,
in annehmbaren Laufzeiten gefunden werden.

In der Entwicklung von Approximationsalgorithmen muss in der Regel eine
Abwiagung zwischen Laufzeit und Giite der Losung getroffen werden. Wahlt man
ein beliebiges festes k, so ldsst sich zeigen, dass ein O(nlogn)-Algorithmus existiert,
der auf Eingabe G = (V, E) entweder feststellt, dass die Baumweite tw(G) grofier als
k ist oder eine Baumzerlegung von G mit Baumweite hochstens 3k + 2 ausgibt, mit
k <tw(G) [25]. Fuir viele der Algorithmen, die in theoretischen Arbeiten konstruiert
werden, um Laufzeitschranken fiir die Bestimmung der Baum- und Pfadweite zu
zeigen, sind weitere Verbesserungen notig, um diese praktisch Einzusetzen [25], [26].
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An der theoretischen Forschungsfront bewies Bodlaender 1996 die Mitgliedschaft
des zugehorigen parametrisierten Problems in FPT durch einen Algorithmus mit

linearer Laufzeit.

TREEWIDTH

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E).
Parameter: Eine natiirliche Zahl k.

Frage: Hat G Baumweite hochstens k?

Satz 4 (Satz von Bodlaender [27]). Fiir jedes k existiert ein deterministischer Algorithmus
welcher in linearer Zeit arbeitet und Graphen der Baumuweite hichstens k erkennt. Falls der
gegebene Graph Baumuweite k hat, produziert der Algorithmus eine Baumzerlegung der Weite
k. TREEWIDTH ist linear in FPT.

Obwohl Bodlaender’s Algorithmus in linearer Zeit arbeitet, ist er fiir die Praxis
aufgrund sehr grofer konstanter Faktoren, die sich in der Laufzeitfunktion verbergen,
unbrauchbar. In der parametrisierten Komplexitadtstheorie konnen auch exakte Algo-
rithmen in ihrer Laufzeitabhingigkeit von gewissen Parametern verglichen werden.
Es werden exakte parametrisierte FPT-Algorithmen gesucht, in denen f (k) moglichst
langsam wichst.

Downey und Fellows beftirworten einen Begriff der parametrisierten Approximation,
welcher die wissenschaftliche Methodologie fiir Baumweite und verwandte Graphen-
parameter weiter verfeinert. ,parameterized approximation [is] a relatively new, topic
of intense interest. It was introduced independently by three papers presented at the

same conference” [13].

3.1.2 Zwei Algorithmen zur Baumweiteapproximation durch Separatoren

Wir mochten nun einen einfachen Algorithmus angeben, welcher eine Baumzerle-
gung fiir ungerichtete Graphen G durch , Separation in Komponenten” findet. Der
Algorithmus sucht rekursiv Separatoren, die iiber eine , Verbindungsmenge” W zu ei-
ner Baumzerlegung zusammengesetzt werden. Die Existenz und Konstruktion dieser
Separatoren zeigten Robertson und Seymour in [28]. Wir betrachten die Formulierun-
gen des Algorithmus in [29], [30] und Vervollstandigen die dort verkiirzt dargestellten
Korrektheitsbeweise. Der hier dargestellte Ansatz wurde in vielen weiteren Algorith-
men auf dquivalenten oder dhnlichen Modellen fiir Baumweite erfolgreich eingesetzt
[31]-[34].

Algorithmus 1 (BUILDTREEDECOMPOSITION).

Eingabe: Graph G = (V, E), Knotenteilmenge W der GrofSe hochstens 3k + 3, nattirli-
che Zahl k

Ausgabe: Baumdekomposition (X, (I, F)) der Weite hochstens 4k + 3 oder Ablehnen,
falls tw(G) > k
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11:
12:

13:

ABBILDUNG 3.4: Baumdekomposition zu Algorithmus BUILDTREE-
DECOMPOSITION

Baumzerlegung Baumzerlegung
von G[SUA] von G[S U B]

: if V = W then return Baumdekomposition aus einem Beutel, der alle Knoten

enthalt.

: (S, A, B) <« FINDBALANCEDPARTITION(G, W, k)

. if kein solcher Separator gefunden then

Ablehnen, ,Die Baumweite von G ist grofser als k”.

:if (A=goder B=g@)und S ¢ W then

Fiige einen Knoten aus V\W zu S hinzu.

: (Xa,(1a,Fa)) < BUILDTREEDECOMPOSITION(G[SU A],SU(Wn A), k).
: (X3, (Ig, Fg)) < BUILDTREEDECOMPOSITION(G[S U B],Su (W n B), k).

. if einer der beiden rekursiven Aufrufe lehnt ab. then

10:

Ablehnen, ,Die Baumweite von G ist grofser als k”.
(X,T = (I,F)) <~ (XA (W] XB/ (IA ] IB,FA t’JFB))
Flige dem Baum (I, F) einen neuen Knoten r mit Kanten zu den Wurzelknoten
von (I4,F4) und (Ip, Fg) hinzu.
Fiige einen neuen Beutel X < SuW zu X mit Bezeichner r hinzu. return (X', T')

Der Algorithmus FINDBALANCEDPARTITION findet einen balancierten W-Separator

und erzeugt zwei voneinander getrennte Knotenmengen A und B. Wir konnen ver-

schiedene Implementierungen benutzen, um diese Berechnung auszufiihren. Einen
Uberblick erhalten wir in Abschnitt 4.2.

Voraussetzung 1. Der Algorithmus FINDBALANCEDPARTITION(G, W, k) berechnet
einen 7 2 k +1, W-Separator in Zeit O(3"!.k°(1) - (n+m)), falls G Baumweite hochs-
tens k hat und lehnt sonst ab.

Wir beweisen die Korrektheit und Laufzeit des Algorithmus in drei Lemmata:

Lemma 4. Sei G = (V,E) ein Graph mit Baumuweite hochstens k. Der Algorithmus
BUILDTREEDECOMPOSITION berechnet eine gewurzelte Baumdekomposition von G der
Weite hochstens 4k + 3. Die Menge W ist im Beutel zum Wurzelknoten enthalten.
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Beweis. Falls V = W, so hilt der Algorithmus. Nach Voraussetzung des Satzes und
Voraussetzung 1 erreichen wir Schritt 4: Seien A # @ # B. Dann reduziert sich die
Problemgrofie der rekursiven Aufrufe mit G[Su B] und G[Su A]. Falls A = g und
S ¢ W so gilt nach Schritt4: S’ < Su{v}, S"UA=5,5UB=Vund |[SSU(WnA)|=
IS"ug|=|Su{v}| sowie|S'u(WnB)|=|S"uW|=|Wu{v} fiir ein Knoten v. Fiir den
rekursiven Auruf in Schritt 7 erhalten wir im ersten Argument G[S’ uB] = G und
die Grofse des zweiten Argumentes steigt um 1. SchliefSlich reduziert sich in einem
rekursiven Aufruf die Grofie von G oder er terminiert in Schritt 1. Analog fiir B = @.
Falls S ¢ W, so steigt ebenfalls die Grofle des 2. Argumentes und der Algorithmus
terminiert analog. BUILDTREEDECOMPOSITION terminiert.
Wir zeigen die Aussage mit vollstandiger Induktion:

IA. Falls die verbleibende Rekursionstiefe 0 betrdgt, so terminiert BUILDTREEDE-
COMPOSITION in Schritt 1. Die Ausgabe mit Beutel X; ist offensichtlich eine
Baumdekomposition (Bemerkung 2) und hat die geforderte Weite: |X;| -1 =
[V|-1=|W|-1=<3k+3<4k+3.

IS. Die verbleibende Rekursionstiefe betragt mindestens 1. Es folgt W + V. Nach
Voraussetzung des Satzes und Voraussetzung 1 gilt [IWn A < [% |W\J < [% (3k + 4)J
2k + 2. Sei zunéchst die Bedingung in Schritt 4 nicht erfiillt. Aus |S| < k+1
folgt |[SU(Wn A)| < 3k+3. Analog |Su (W n B)| < 3k +3. Andernfalls gilt
nach Schritt 4: S ¢ W. Aufgrund V # W haben wir entweder A = & oder
B = @. Wir bezeichnen den durch Schritt 5 modifizierten Separator mit S’. Es
folgt S’ < Su{v} mitv ¢ SUW und 0.B.d.A. v € A. Daraus folgt v ¢ Wn A.
Wir konnen die Grofie des zweiten Arguments der rekursiven Aufrufe wie
folgt abschitzen: [S"U(WnA)| < [SU(WnA)| <|SUW| = |W]| < 3k+3 und
ISSU(WnB)|<|S"ug|=|S|+1<k+2.

Nach IV. erhalten wir Baumdekompositionen (X4, T4 = (I, Fa)) von G[SuU A]
und (X3, Tg = (Ip, Fg)) von G[S U B] der Weite hochstens 4k + 3. Die Beutel zu
den Wurzelknoten r 4 und rpg enthalten Su (W n A) und S u (W n B), siehe auch
Abbildung 3.4.

Sei vw € E. Da keine Kanten zwischen A und B existieren, gilt entweder v, w €
AuS oderv,w e BuS. Sei auch u € V. Da X die disjunkte Vereinigung von
Beuteln der giiltigen Baumdekompositionen zu G[Su A] und G[S u B] enthilt
und Au S’ uB =V gilt, ergibt sich: u ist in einem Beutel aus X enthalten und
v, w ist in einem Beutel aus X enthalten.

Seiu e V.Fallsu ¢ S und u nur in G[SuU A] vorkommt, so ist T}, Teilbaum von
T4, also auch Teilbaum in T. Analog fiir G[S U B].

Nun gelte u € S. Es gilt T,nT4 = T und T, n T € T unabhingig davon ob
u tatsachlich in den zugehorigen Baumdekompositionen enthalten ist. Wir

erhalten: T, ist ein Teilbaum von T = ([qw g w {r}, Faw Fgw {rra,rrg}).
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Insgesamt gilt: (X, (I, F)) ist eine Baumdekomposition der Weite hochstens 4k + 3
und der Beutel zu r enthédlt W als Teilmenge. ]

Lemma 5. Falls der Algorithmus BUILDTREEDECOMPOSITION die Ausgabe tw(G) > k

produziert, dann ist diese Aussage korrekt.

Beweis. In rekursiven Aufrufen betrachten wir stets induzierte Teilgraphen H von
G. Falls BUILDTREEDECOMPOSITION in Schritt 3 oder 8 ablehnt, so wurde fiir H in

Schritt 2 kein Separator gefunden. Es gilt tw(H) > k nach Voraussetzung 1 und somit
tw(G) >tw(H) > k. O

Lemma 6. Der Algorithmus BUILDTREEDECOMPOSITION arbeitet in FPT-Laufzeit.

Beweis. FINDBALANCEDPARTITION in Schritt 2 lauft in Zeit f(k)-n®W) fiir ein be-
rechenbares f, nach Voraussetzung 1. Bis auf die rekursiven Aufrufe arbeiten alle
weiteren Schritte in Zeit polynomiell in #n + m. Die Anzahl rekursiver Aufrufe betragt
hochstens 12, da mit allen rekursiven Aufrufen, in denen 0.B.d.A. |S U A| nicht strikt
fallt, das zweite Argument bis hochstens n anwéchst: |[Su (W n A)| < n. Insgesamt
erhalten wir eine Laufzeit in f(k)-n®®), O

Eine genauere Analyse liefert:

Lemma 7 (Bodlaender, Drange, Dregi u. a. [30]). Der Algorithmus BUILDTREEDECOM-
POSITION arbeitet in Zeit O( 3%k Dn(n+m)).

Beweisidee. Die Laufzeit von FINDBALANCEDPARTITION sei T(1, k). Aus den rekursi-
ven Aufrufen in Schritt 6 & 7 erhalten wir folgende rekursive Formel:

T(n,k) € O3V (0 +m)) + T(|Su Al k) + T(|S U A, k)

Die Funktionen der Klasse O( 3%k p(n+m) ) 16sen die Formel. O

Korollar 2. BUILDTREEDECOMPOSITION ist ein 4-Approximationsalgorithmus mit Lauf-
zeit O(3%n?).

Um nun eine Baumdekomposition kleiner Weite zu approximieren, fithren wir
fir ansteigende k = 1,2,3... den Algorithmus BUILDTREEDECOMPOSITION(G, &, k)
aus, bis dieser schliefilich eine Baumdekomposition zurtickgibt.

Beispiel 7. Sei G der Graph in Abbildung 3.5. Wir wéhlen k < 1.

e BUILDTREEDECOMPOSITION(G, @, 1)
Im ersten Aufruf erhalten wir in Schritt 2, wie dargestellt in Abbildung 3.5, die
Partition (S, A, B) <« FINDBALANCEDPARTITION(G, @, 1).

Als neu erzeugten Beutel der Zerlegung erhalten wir X « SUW = {1,5} in
Schritt 11. Wir betrachten nun die Unteraufrufe entlang des linken Zweiges im
Rekursionsbaum:
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e BUILDTREEDECOMPOSITION(G[{1,...,6}],{1,5},1)

W ={1,5}. Als Partitionen erhalten wir in Schritt 4:

(S,A,B) <« FINDBALANCEDPARTITION(G[{1,...,6}],{1,5},1).
S={3,6},A={1,2},B={4,5}

Weiter gilt in Schritt6: SUA ={1,2,3,6},Su(WnA)={1,3,6}
Und in Schritt 7: SuB={3,4,5,6 }, Su(WnB) ={3,5,6}

Wir erzeugen den neuen Beutel X < {1,3,5,6 } in Schritt 11.

e BUILDTREEDECOMPOSITION(G[{1,2,3,6}],{1,3,6},1)

W={1,3,6},S<{2,6},A«<~{3},B< {1}
SUA={23,6},SUu(WnA)={23,6}
SuB={1,2,6}, Su(WnB)={1,2,6}
X<{1,23,6}

e BUILDTREEDECOMPOSITION(G[{2,3,6}],{2,3,6},1)
Gibt in Schritt 1 die Baumzerlegung ({X; ={2,3,6 }},({1}), @) zurtick.

Als Ausgabe erhalten wir die in Abbildung 3.8 dargestellte Baumdekomposition
(X, T) der Weite 3.
Bemerkung 4. Sei G ein ungerichteter Graph und k eine natiirliche Zahl.

BUILDTREEDECOMPOSITION(G, @, k) produziere eine Baumzerlegung (X, (I, F)).Im
Allgemeinen konnen wir nicht folgern, dass tw(G) < k.

Beweis. Fiir den Graphen in Abbildung 3.5 gilt:

2 <tw(G) < Weite von (X, (I,F)) =3und k= 1.
|
Lemma 1

ABBILDUNG 3.5: BUILDTREEDECOMPOSITION(G, @, 1). Siehe auch
Beispiel 7 und Bemerkung 4.
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ABBILDUNG 3.6: BUILDTREEDECOMPOSITION(G[{1,...,6}],{1,5},1)

Wir ergdnzen einen zweiten Algorithmus zur Approximation der Baumweite mit
einer anderen algorithmischen Idee.

Arie Koster befasste sich in seiner Doktorarbeit mit Frequenzzuteilungsproble-
men in Funknetzen [35]. Er entwickelte eine andere Heuristik ,MSVS”, um die Weite
einer gegebenen Baumzerlegung (X, (I, F)) zu reduzieren. Sei G der Graph zu dieser
Zerlegung. Der Algorithmus nutzt minimal separierende Knotenmengen (engl. mini-
mal separating vertex sets, MSVS), um einzelne Beutel durch eine Teilzerlegung mit
Beuteln geringerer Grofie zu ersetzen. Wir benotigen einen Algorithmus um minimal

separierende Mengen zu berechnen.

Voraussetzung 2. Der Algorithmus FINDMINIMALSEPERATINGVERTEXSET(G) findet
eine minimal separierende Menge der unbekannten Grofie k* in Zeit O(max{k*>-

m,k*-m-n}).

ABBILDUNG 3.8: (X, T) < BUILDTREEDECOMPOSITION(G, @, 1) auf
dem Graphen G aus Abbildung 3.5

{1,2,6} {1,7,8}

({2,3,6}}4{1,23,6}) {1,7,8,9}}1{7,8,9})

({1,356} {{1,5}}1{1579})

({4,5,6}}{{3,45,6}] {5,7,9,10 }}{{7,9,10})

{3,4,6} {5,7,10}
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Zu einem Beutel X; der keine Clique in G induziert, konstruiert REFINETREEDE-
COMPOSITION gewissen Hilfsgraphen H; iiber den Knoten von X;. Sei S minimal
separierende Knotenmenge in H; und W bis W; die durch S getrennten Komponen-
ten. Wir ersetzen X; durch S,Su Wi, ...Su W, und ermitteln anschliefsend, wie die
zuvor zu X; benachbarten Beutel mit den neuen Beuteln verbunden werden miissen.
Als Vorlage des hier abgedruckten Pseudocode dienen [36, 2.2. Construction of a Tree
Decomposition, FIG.3] und [29]. Um im Pseudocode doppelte Indizes zu vermeiden,
gehen 0.B.d.A davon aus, dass I als ein Intervall natiirlicher Zahlen gegeben ist.

ABBILDUNG 3.9: Verfeinerung einer Baumdekomposition durch Algo-
rithmus REFINETREEDECOMPOSITION

Algorithmus 2 (REFINETREEDECOMPOSITION).
Eingabe: einfacher Graph G = (V, E), Baumdekomposition (X, (I = [1,7]n, F))
Ausgabe: Baumdekomposition (X', (I, F'))

1: while es gibt ein nicht markiertes i € I, sodass | X;| maximal ist do

2: H; < (Xj,{vw | v,we X;n(vwe Ev3Ijziv,weX)}.

3: if H; ist vollstandig then

4: Markiere i und beginne den nidchsten Durchlauf der Schleife in Schritt 1.
5. S <« FINDMINIMALSEPERATINGVERTEXSET(H;).

6: Wi, ..., Ws; « ZHKn von H;[ X;\S].

7: [<Tu{r+1,...,r+s}.

8: X<—{X]":Xj]i¢j}

u{Xj=5}
U{Xg=WauS|ge{l,...;s}}
o FP\{ij|jeN(i)}
u{ik | ke{r+1,...,r+s}}
u{kj|jeNr(i)anqe{l,...,s}An(Fk=r+q) > X;nX;c W,uS}
10: r<r+s
11: return (X, (I, F))
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Lemma 8. Sei (X', (I', F")) die durch einen Durchlauf der while-Schleife konstruierte Ver-
feinerung einer Baumdekomposition (X, (I, F)) zu G = (V, E) und dem Beutel X;. Dann ist
(X', (I', F")) eine Baumdekomposition und fiir die neuen Beutel gilt: |X[|,|X) 4|, .. .| X} sl <
|Xil.

Beweis. Da G ein einfacher Graph ist gilt [S| > 1. Es folgt |Xj| = [S| < |X;| und |[W,| >
1 = |Xil = [SuW,| < |Xi|,Vg. Zu zeigen sind die einzelnen Eigenschaften der
Baumdekomposition.

* Fiirjeden Knoten v € V gilt nach Schritt 8: v € X7 = Xj € X fiir X{ e X' miti #j<r
oder 3k:r+1<k<r+s—->veX; e X' denn

U X/ =XeX.

r+1<k<r+s

* Sei vw € E. Falls v,w € X; fiir i # j, so gilt durch Schritt 8 auch v, w € X]’ e X'
Seien also v, w € X;. Wir berechnen in den Schritten 5 & 6 die Partition X; =
SuWju...uW;,. Falls v,w € S, dann gilt v,w € X! € X'. Sei 0.B.d.A. v € W,
so gilt w € Wy u S, denn S ist minimal separierende Menge fiir X; und enthalt
demnach alle Nachbarn in G[X;] von Knoten in Wj.. Mit Wy u S = X, € X’ folgt
die zweite Eigenschaft fiir beliebige k.

e Der Wald T\{i} istidentisch zu T" - {i,r +1,..., 7 +s } aufgrund der Schritte 7,
8&9.T'[{i,r+1,...,r+s}]ist offensichtlich ein Baum. Wir betrachten einen
Nachbarbeutel X; zu X;. Nach Schritt 4 gilt: Die Knotenteilmenge X; n X; ist
eine Clique in H;. Kein Knotenseparator S kann die Knoten einer Clique tiber
mehrere ZHK von H; - S verteilen. Daher gilt X;n X; ¢ SuW, fiir genau ein
g. Fur alle j enthalt die Kantenmenge {kj | j € Nr(i)ag e {1,...,s} A(Tk =
r+q) - X;uX; ¢ WyuS} genau eine solche Kante zwischen j und einem
Knotenaus {r+1,...,r+s }. T ist zusammenhingend und kreisfrei. Also ist T’
ein Baum.

* Zu zeigenist s > 1, sodass mindestens W, existiert (siehe auch Bemerkung 5).
Andernfalls ware die Kantenrelation F nach Schritt 9 nicht zusammenhéngend.
Aufgrund von Schritt 4 ist H; = (Vy, Eg) nicht vollstandig. Es existieren zwei
Knoten v,w € Vi mit vw ¢ Ep. Es folgt d(v) < |[Vy|-2 und d(w) < |Vy|-2.
Also ist Vy\{v,w} ein (v, w)-Separator. Dies impliziert, dass eine minimal

separierende Menge existiert.

e Wir zeigen T = {j el | ve X]f € X'} ist ein Teilbaum von T'. Seien X; die
urspriinglichen Nachbarbeutel zu X; (ij € F): Falls v ¢ X;, so ist T, = T, und die
Eigenschaft vererbt sich direkt. Falls v € S c Xj, so ist v in allen neuen Beuteln
von X’ enthalten. Daher sind alle X; die v enthalten auch in T; verbunden.
Seinun v € W, c X;. Es folgt v ¢ W), fir p # q, da (S, W,... Ws) eine Partiti-
on von X; ist. Es gilt s > 1. Fiir alle X; die v enthalten gilt: X;n X; c SUW,.
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Also sind diese X; = X]( € X tiber X, € X verbunden. Insgesamt folgt: T, ist
zusammenhangend und damit Teilbaum von T".

O
Korollar 3. Der Algorithmus REFINETREEDECOMPOSITION ist korrekt.

Beweis. Jeder betrachtete Beutel X; wird entweder als bearbeitet markiert oder durch
Beutel strikt kleinerer GrofSe ersetzt. REFINETREEDECOMPOSITION terminiert, so-
bald schliefdlich alle zu Beuteln konstruierte Hilfsgraphen H; vollstiandig sind. Die
Korrektheit folgt mit vorigem Lemma. O

Wir kénnen den Algorithmus REFINETREEDECOMPOSITION verwenden, um das
Ergebnis eines anderen Approximationsverfahrens, zum Beispiel BUILDTREEDE-
COMPOSITION zu verbessern. Falls noch keine Baumzerlegung zu G bekannt ist und
G eine kleine Baumweite hat, konnen wir eine neue Baumdekomposition durch
REFINETREEDECOMPOSITION(G = (V,E),({ X1 =V },({1},@))) berechnen.

Bemerkung 5. Der hier dargestellte Algorithmus weicht von der Vorlage in [29, Algo-
rithm 5] in der Schleifenbedingung ab. Die Autoren verlangen dort ,,G[X;] does not
induce a clique”, um zu garantieren, dass die Suche nach einer minimal separierenden
Menge terminiert. Jedoch gentigt dies nicht, falls X; unerwartet in H; zu einer Cli-
que vervollstandigt wird. Ein entsprechendes Gegenbeispiel ist die Baumzerlegung
{X1={1,23},X>=13},({1,2},{12})) zum Graphen G = ({1,2,3},{12,23}).
Daher findet in Algorithmus 2 die Priifung auf eine Clique tiber X; erst nach Schritt 2
statt.

3.1.3 Reprisentation durch Intervalle, topologische Baume, kleine, scho-
ne und gewurzelte Baumzerlegungen

Wir lernen dquivalente Modelle zu Pfad- und Baumzerlegung kennen, die uns in
Abschnitt 3.1.6 helfen werden, die Beziehung zwischen Graphen beschriankter Pfad-
weite und Intervallgraphen sowie zwischen Graphen beschréankter Baumweite und
chordalen Graphen anzugeben. Jede Pfadzerlegung von G korrespondiert mit einem
Intervallmodell.

Definition 14. Sei X' = (X;);c; eine Pfadzerlegung und Z = {I, } ,cy eine Familie von
endlichen Intervallen aus R, sodass gilt I, n [, # @ < 3i:v,w € X;. Die Familie 7 heifst
Intervallmodell zur Pfadzerlegung X und vice versa.

Abbildung 3.10 zeigt ein Intervallmodell. Die korrespondierende Pfadzerlegung
lasst sich konstruieren, indem IR von —co nach +oco durchlaufen wird. Wenn sich die
im Durchlauf getroffenen Intervalle dndern, fiigen wir einen neuen Beutel am Ende
von X an, der die Indizes der getroffenen Intervalle enthalt.

Bemerkung 6. Die Weite der korrespondierenden Pfadzerlegung X ist die maximale

Anzahl minus 1 sich iiberlappender Intervalle.

Intervallmodell



Homodomor-
phismus

Repr. d.

topologische
Teilbaume
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Intervallmodelle, die durch ,lokale Streckung und Stauchung” des Zahlenstrahls
aus anderen Intervallmodellen hervorgehen fiihren auf die selbe Pfadzerlegung.
Eine solche Abbildung heifst Homdomorphismus ¢:IR — R und ldsst sich tiber die

Eigenschaften charakterisieren, dass ¢ und ¢! stetig und bijektiv seien.

Bemerkung 7. Die Korrespondenz zwischen Pfadzerlegungen und Intervallmodel-
len ist eindeutig bis auf Streckungen und Stauchungen der Intervalle in Z, unter
einem Homoomorphismus auf R. Insbesondere konnen wir in Darstellungen des

Intervallmodells die Achseneinteilung weglassen.

Beweis. Wir konnen zu jeder Pfaddekomposition & ein Intervallmodell finden: Wahle
fur jedes v € V das rechts-offene Intervall I, = [a,b+ 1[r mita =min{k | ve X e X'}
und b = max{k | v e Xy € X }. Obiges Verfahren rekonstruiert die Pfaddekomposition.

Seien nun Z und J zwei Intervallmodelle zur selben Pfadzerlegung X eines Gra-
phen G = (V,E). Es gilt: 7 und J enthalten die selbe Anzahl durch V indizierter
Intervalle. Sei ¢:IR - R nach Voraussetzung ein Homdomorphismus welcher die
Intervalle aus 7 auf die Intervalle aus J abbildet. Da Spiegelungen in 0 homdomorph
sind, konnen wir ¢ insbesondere so wahlen, dass gilt: [it,_.c ¢(r) = +o0. Die Inter-
vallfamilie ¢(Z) := { $(I) | I € T} ist offensichtlich ebenfalls ein Intervallmodell zur
Pfadzerlegung X'. Betreten oder Verlassen wir in einem Durchlauf von —oo nach +oo
das Intervall I, € Z wie in obigem Verfahren, so existiert ein w, sodass ¢(I,) = J, € J.
Da 7 und J die selbe Pfadzerlegung haben, folgt v = w und somit J = ¢(Z). O

ABBILDUNG 3.10: Beispiel eines Intervallmodells

I Lo I7 Iy
. 2 8

Y

ABBILDUNG 3.11: Pfadzerlegung zum Intervallmodell in Abb. 3.10

(2HE2 32,5623} 2)

Ein dhnliches Modell konnen wir fiir Baumzerlegungen angeben. Unter einem

topologischen Baum verstehen wir hier (stark spezialisierend) eine Linienzeichnung
im R? der Kantenrelation zu einem gewOhnlichen Baum, wie sie auch im Zusam-
menhang mit planaren Graphen definiert wird. Ein topologischer Teilbaum sei eine

zusammenhidngende Teilmenge eines topologischen Baumes.

Definition 15. Sei ({X;|i € I}, T = (I, F)) eine Baumzerlegung und 7 = {T} },cy eine
Familie von topologischen Teilbdumen eines topologischen Baums Y c IR?, sodass
gilt T, n Ty # @ < 3i:v, w € X;. Die Familie 7 ist eine Reprisentation durch topologische

Teilbidume zur Baumzerlegung ({X;li € I}, T = (I, F)) und vice versa.
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Wir verdandern und erweitern folgendes Beispiel aus der Veroffentlichung [37]
von Gavril, 1974:

Beispiel 8. Sei G313 der einfache Graph in Abbildung 3.12 mit einer giiltigen Baum-
dekomposition in Abbildung 3.14. Die oben definierte alternative Reprdsentation
ist in Abbildung 3.13 dargestellt. Sie zeigt einen Baum Y (rot) mit topologischen
Teilbdumen, die nach den Knoten von Gs 13 benannt sind (schwarz). Die Knoten
1,...,7 von G313 entsprechen Teilbdumen Tj,...,T; von Y. Falls zwei Teilbaume
einen nicht-leeren Schnitt besitzen, T, n T, # &, so sind v und w im selben Beutel
einer Baumzerlegung enthalten.

Die Beutel der Baumzerlegung entsprechen den verschiedenen Kombinationen
von Teilbdumen, welche nicht-leere Schnitte ergeben. Die Weite der Baumzerlegung
ist die maximale Anzahl sich tiberlappender Teilbaume von Y.

Offensichtlich hat die Baumdekomposition in Abbildung 3.14 mehr Beutel als
notwendig. Wir kontrahieren die Kante zwischen zwei benachbarten Knoten i, j mit
Beuteln X; und X, falls gilt X; ¢ X;. Wie leicht zu tiberpriifen ist, fiihrt diese Operation
auf eine neue giiltige Baumdekomposition gleicher Weite. Wir wiederholen diesen
Schritt bis keine derartigen Kantenkontraktionen mehr moglich sind und erhalten so
den Graphen in Abbildung 3.15

Der Beutel dieser Zerlegung induziert eine 4-Clique {1,4,6,7} in G3 ;3. Zusam-
men mit Lemma 1 erhalten wir, dass die Baumweite von G313 nach unten durch 3
beschréankt ist. Beide hier angegebenen Baumzerlegungen haben Weite 3 und sind

daher optimal.

Bemerkung 8. Die Weite der korrespondierenden Baumzerlegung X ist die maximale

Anzahl minus 1 sich tiberlappender Teilbdume.

Die letzte Konstruktion des vorigen Beispiels erfassen wir in folgender Definition.
Sie verkleinert die Kodierung und kann als eine Normalform angesehen werden.

Definition 16.

e Eine Baumzerlegung ({X;|i € I}, T = (I, F)) heif8t kleine Baumzerlequng , wenn kleine
fiurallei,je I miti#j gilt: X; ¢ X;. Baumzerlegung

e Eine Baumzerlegung ({X;li € I}, T = (I, F)) heif3t kleine Pfadzerlequng , wenn fiir kleine
allei,je I miti—j| =1gilt: X; ¢ X;. Pfadzerlegung

Wir konnen die Baumstruktur (I, F) einer Zerlegung verwenden, um eine Halb-ordnung
auf den Beuteln einer Baumzerlegung und somit eine implizierte , Abarbeitungs-
reihenfolge” auf den Knoten und Kanten des Graphen G festzulegen. Alle Beutel
sind kreisfrei verbunden. Sei i, € I als Wurzelknoten festgelegt. Wir konnen leicht
tiberpriifen, dass sich durch F eine eindeutige strenge Halbordnung (I, <,) tiber I mit
Bk: k <, i, impliziert wird. Jeder Kindbeutel X; hat hochstens einen Elternbeutel X;

mit 7 <, j als unmittelbaren Vorganger in (I, <;).
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ABBILDUNG 3.12: Einfacher Graph G313 mit 4-Clique {1,4,6,7} und
4-Kreis (3,5,4,6,3) ohne Sehne

1 6

%
2 5 3

ABBILDUNG 3.13: Baum Y und Teilbdume zum Graphen G313

NIz

Ts

T3

ABBILDUNG 3.14: Zu Baum Y korrespondierende Baumzerlegung von
G313
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ABBILDUNG 3.15: Kleine Baumzerlegung von Gs 1 3

Definition 17. Sei (X, T = (I, F)) eine Baumzerlegung. Fiir einen beliebig gewahlten
Knoten r € [ ist (I, <,) die implizierte strenge Halbordnung auf T. Wir setzen R; =
(il 3ji<jh{Gj) i< jnBk:i< k<,j})und R, = R. Das Paar (X, R) heifit
gewurzelte Baumzerlegung zu G. Das Paar ({ Xj € X' | 3j:i < j}, R;) heifst gewurzelte
Baumzerlegung des induzierten Teilgraphen G; = G[{ X;e & | 3j: i<, j}]EG.

In gewohnlichen, gewurzelten sowie kleinen Baum- und Pfaddekompositionen

konnen sich die Beutel in einer Nachbarschaft le,

Gehen wir von Nachbarn { X }iep([1,4]y) auf X tiber, so fallen i.A. je unterschiedliche

X]'k von X stark unterscheiden.

Knoten aus den X; weg (Verkleinerung), andere bleiben erhalten, und je unterschied-
liche neue Knoten aus X kommen hinzu (Erweiterung). In vielen Algorithmen wiirde
dies zu tief verschachtelten Fallunterscheidungen fiihren.

Um den Algorithmusentwurf zu erleichtern und die angedeutete Fallunterschei-
dung zu kapseln, definieren wir schone Baumzerlegungen, in denen die Beutel X;

nur in vier verschiedenen Arten vorkommen:

Definition 18. Sei G ein Graph mit Baumweite k. Dann existiert eine Baumzerlegung
({Xijlie I}, T = (I,F)), mit einem in r gewurzelten Bindrbaum T, es gilt |I| € O(k-n)
und Beutel kommen nur in folgenden Arten vor:

* Falls ein Knoten i € I zwei Kindknoten j; und j; hat, so gilt X; = X;, = X;,

(Verzweigungsbeutel).

¢ Falls ein Knoten i € I einen Kindknoten j hat, so existiert ein v € V sodass ent-
weder vw X; = X; (Verkleinerungsbeutel) oder v X; = X; (Erweiterungsbeutel).

¢ Falls ein Knoten i € I ein Blatt ist, dann gilt X; = 1 (Blattbeutel).
Eine solche Baumzerlegung heifst schon.

In theoretischen Betrachtungen kann die Verwendung einer kleinen Baumzerle-
gung vorzugswert sein, wiahrend schone Baumzerlegungen oft algorithmisch leichter
handhabbar sind. Es ist sichergestellt, dass sowohl schone als auch kleine Baum-
zerlegungen schnell aus allgemeinen Baumzerlegungen und mit der selben Weite
berechnet werden konnen:

Satz 5.

* Ein Graph G hat Baumuweite k genau dann, wenn zu G eine gewurzelte / schone / kleine
Baumdekomposition der Weite hichstens k existiert.

gewurzelte
Baumzerlegung

schone
Baumzerlegung
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* Zu jeder Baumzerlegung lisst sich in polynomieller Zeit eine gewurzelte / schone /
kleine Baumzerlequng der selben Weite konstruieren.

Beweis. Zu jeder Wahl einer Wurzel kann die Kantenrelation eines Baumes in linearer
Zeit entsprechend eines Wurzelknotens orientiert werden. Fiir die Aussagen iiber
schone Baumzerlegungen siehe z.B. [5, Satz 14.13 & Korollar 14.14]. Es verbleiben
die Aussagen zu kleinen Baumzerlegungen: Zu jeder Baumzerlegung priifen wir fiir
alle Kanten mit Teilmengentest, ob sich diese kontrahieren lassen und fiihren die
Kontraktion gegebenenfalls aus. Dies benotigt polynomielle Laufzeit. Die Beutel der
Zerlegung konnen sich nicht vergrofiern.

Jede dieser Konstruktionen erhilt die grofiten Beutel unverandert und fiigt keine
grofleren Beutel ein. Zu einer optimalen Baumzerlegung erhalten wir eine gewurzelte

/ schone / kleine Baumzerlegung optimaler Weite. O

3.1.4 Charakterisierung von Graphen geringer Baumweite

Durch den Satz von Robertson-Seymour haben wir ein méachtiges Instrument, um
Graphfamilien, welche abgeschlossen bzgl. der Bildung von Minoren sind, durch
eine endliche Liste verbotener Minoren zu charakterisieren. Wir geben eine solche

Charakterisierung fiir Graphen kleiner Baumweite k an.

Definition 19. Ein Graph H = (V',E’) heifst Minor des Graphen G = (V,E), falls H
durch eine beliebige Folge der nachstehenden Operationen aus G gewonnen werden

kann.
(1) Loschung einer Kante.
(2) Loschung eines Knotens und aller inzidenten Kanten.

(3) Kontraktion einer Kante vw. Das bedeutet wir entfernen vw und fassen v und
w zu einem neuen Knoten zusammen, welcher die Nachbarschaft [N(v) u
N(w)]\{u,v} hat .

Falls die Knotennamen im Minor erhalten werden sollen, definieren wir fiir den

Minor mit erhaltenen Knotennamen (engl. labelled minor) die dritte Operation als:

(3) Kontraktion einer Kante {v,w}, wobei der entstehende Knoten mit v oder w

benannt wird.

Falls ein Minor existiert, so auch einer mit erhaltenen Knotennamen. Ebenso wie
tiir Teilgraphen gilt auch fiir die Minoren eines Graphen G, dass ihre Baumweite die
Baumweite tw(G) des Graphen nicht tibersteigt:

Lemma 9 (Bodlaender und Koster [38, Lemma 10]). Sei H ein Minor von G. Dann gilt
tw(H) < tw(G).

3beachte, dass wir Graphen ohne Schleifen betrachten.
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Falls Minoren des Graphen bekannt sind, zum Beispiel aus Eigenschaften der be-
trachteten Graphfamilie, erhalten wir so eine weitere Moglichkeit, um die Baumweite
von G nach unten abzuschatzen.

Sei G ein Teilgraph von H: Dann ist jede Baumzerlegung [Pfadzerlegung] von H,
eingeschrankt auf die Knoten von G, auch eine Baumzerlegung [Pfadzerlegung] von
G. Folglich gilt auch tw(G) < tw(H) und pw(G) < pw(H).

Satz 6 (Bodlaender, Arnborg, Ramachandramurthi & weitere [39]-[41]).

* Ein Graph G hat Baumuweite hochstens 1 genau dann, wenn er nicht Kz als Minor
enthiilt.

e Ein Graph G hat Baumuweite hochstens 2 genau dann, wenn er nicht Ky als Minor
enthiilt.

 Ein Graph G hat Baumuweite hochstens 3 genau dann, wenn er nicht den vollstindigen
Graphen Ks, den Wagner-Graphen Mg, den Graphen zum reguliren Oktaeder, oder

den Graphen zum fiinfeckigen Prisma als Minoren enthiilt.

* Fiir Graphen mit héherer Baumweite k steigt die Anzahl der verbotenen Minoren sehr
schnell an.

Fiir die Pfadweite gelten dhnliche Resultate. Im Allgemeinen ist das Entschei-
dungsproblem, ob G einen Minor M enthilt NP-vollstandig. Falls hingegen die Liste
der verbotenen Minoren konstant gehalten wird, ist ein Test auf genau diese Minoren
fiir G theoretisch in quadratischer Laufzeit moglich [42]. Jedoch ist kein praktisch
implementierbarer Algorithmus bekannt, der diese Aufgabe ohne hohe Kontstanten
in der Laufzeitfunktion bewaltigt.

3.1.5 Algorithmen auf Graphen beschrinkter Baumweite

Wir mochten nun exemplarisch untersuchen, wie sich eine gegebene Baumzerlegung
einsetzen lasst und verdeutlichen dies am Beispiel WEIGHTEDINDEPENDENTSET auf
Graphen beschrankter Baumweite.

Algorithmus 3 (Dynamic-Programming-Pseudocode fiir Algorithmen auf Graphen

beschrankter Baumweite).

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G, mit Baumzerlegung (X, T)
Ausgabe: DP-Tabelle C, fiir einen beliebigen Knoten r aus T.
1: Sei R, der in ¥ gewurzelte Baum T und < die induzierte Halbordnung.
2: for each Beutel X; in Post-Order-Reihenfolge von R, do
3: if i ist Blatt in T then
Finde Losungskandidaten zu G[X;] durch vollstindige Exploration.
Kodiere diese in der DP-Tabelle C;.
else
Seien {C;};,; die DP-Tabellen zu Teilgraphen G;.
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8: Kombiniere {C;};.; und X; zu Losungskandidaten {iber G;.
9: Kodiere die Losungskandidaten in der DP-Tabelle C;.
10: Gib den Speicher fiir die DP-Tabellen {C;};,; frei.

Wir 16sen das Graphenproblem bottom-up, indem aus Losungskandidaten zu G;
mit i <, j und dem Beutel X; Losungskandidaten auf G; konstruiert werden. Schritt 8
ist das Herzstiick des Algorithmus 3. Fiir klassisch NP-schwere Graphenprobleme
ist hier in der Regel eine vollstindige Exploration von Kombinationen aus Losungs-
kandidaten zu G; und Teilmengen von X; notwendig. Um die Laufzeit zu bandigen,
streben wir beim Algorithmusentwurf folgende Eigenschaften an: (1) Die Anzahl von
Kombinationen iiber X; lidsst sich durch eine Funktion beschrianken, die nur von k
abhéngt. (2) Um eine polynomielle Laufzeit in der Grofie von T zu erzielen, tabel-
lieren wir Losungskandidaten auf G;. Dieses weit verbreitete Meta-Verfahren heifst
Dynamic Programming. Wir versuchen die Grofe dieser DP-Tabellen C;* moglichst
klein zu halten.

Beispiel 9. Wir sind nun in der Lage Algorithmus 3 zu einem Algorithmus fiir MAX-
WEIGHTEDINDEPENDENTSET zu vervollstindigen. Als Vorlage dient ein Beispiel aus
[5, S.365-369]. Das zugehorige parametrisierte Entscheidungsproblem lautet:

WEIGHTEDINDEPENDENTSET mit Parameter Baumweite

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E), eine Gewichtsfunktion w: V —
R, eine Zahls e R .

Parameter: Eine nattirliche Zahl k.

Frage: Hat G beschrankter Baumweite k eine unabhingige Knotenteilmenge
M, sodass Xyeprw(v) > s?

Wir berechnen zunichst einen exakte Baumzerlegung der Weite k oder eine Ap-
proximation. Anschlieffend wandeln wir diese in eine schone gewurzelte Baumzerle-
gungung (X, R = (I, F)) um. Sei Vi< die Menge aller Knoten die im Beutel zu i oder
Nachfahren von i vorkommen. Der Graph G;. = G[V,] bezeichne den Zugehtrigen
induzierten Teilgraphen.

Wir verwenden nun Algorithmus 3. In der DP-Tabelle C; kodieren wir fiir je-
de Teilmenge S ¢ X; des Beutels zu i, das maximale Gewicht einer unabhédngigen
Teilmenge von G, welche die Knoten S und keine weiteren aus X; enthélt. Formal
gelte:

ci(s) —o0, falls keine unabhingige Teilmenge in G;< existiert,
l max{ Y ,epm w(v) | M ist unabhangig in Gi< und Mu X; =S ¢ X; }, sonst.

Da k konstant ist erhalten wir auch konstant viele Tabelleneintrage. Fiir Blattbeutel
X; der schonen Baumzerlegung (X, R = (I, F)) erreichen wir Schritt 4. Es gilt G« =

4C steht fiir dynamic programming cache
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(Xi ={v}, o) fir einen Knoten v € V. die maximal unabhingigen Knotenteilmengen
dieses Graphen sind @ und { v } wir kodieren die Tabelleneintrage C;.({v }) = w(v)
und C;.(@) = 0 in Schritt 5.

In Schritt 8 fithren wir je nach Art des Beutels X; eine der folgenden Operationen
aus:

* X; ist ein Erweiterungsbeutel: Fiir den Beutel X; zum Kind j von i gilt: X; =
Xi{ v}, fiir einen gewissen Knoten v € V, der X; erweitert. Wir bestimmen nun
die unabhéngigen Mengen in G;< mit Hilfe der Tabelle Cj< und kodieren die
zugehorigen Gewichte.

—00 JfallsJweS: veSAavwe E
Cic(5) ={Cj<(S) +w(v) ,fallsVweS:veSavw¢E
Ci<(S) ,fallsov ¢ S.

* X; ist ein Verkleinerungsbeutel: Fiir den Beutel X; zum Kind j von i gilt: X; =
Xj\{ v}, fiir einen gewissen Knoten v € V, der in X; nicht mehr vorkommt. Um
die neue DP-Tabelle C;. zu bestimmen, miissen wir lediglich die maximalen
Gewichte zu unabhédngigen Mengen, die entweder v enthalten oder nicht, in
der Tabelle Cj< nachschlagen.

Ci<(S) = max{ Cj<(5),Ci<(S) }

¢ X; ist ein Verzweigungsknoten: i hat genau zwei Kinder j und k und es gilt
X; = Xj = Xx Die DP-Tabellen Cj< und Cy< enthalten genau die maximalen
Gewichte zu allen unabhéngigen Teilmengen S = Mn Vs in Gjz und S = Nn Vi<
in Gy<. Fiir alle S werden in der Summe Cj<(S) + Ci<(S) genau die Gewichte
von Knoten in S doppelt gezadhlt. Wir erhalten das neue maximale Gewicht
einer unabhidngigen Menge zu G;. welche die Knoten S aber keine weiteren
Knoten aus X; enthilt, indem wir die Summe um das zu viel gezédhlte Gewicht
reduzieren.

CiS(S) = C]‘S(S) + CkS(S) - Z w(v)

veS
Wir berechnen schliefilich das maximale Gewicht einer unabhéngigen Menge M

in G aus der DP-Tabelle zum Wurzelbeutel X, zu

> w(v) =max{Cr<(S) | Sc X;}
veM

Satz 7 (Krumke und Noltemeier [5]). Der Algorithmus in Beispiel 9 ist korrekt und
arbeitet in Zeit O( (2°(F) + k2k1)n).

Korollar 4. WEIGHTEDINDEPENDENTSET mit Parameter Baumuweite ist in FPT.



38 Kapitel 3. Parameter und Zerlegungen auf ungerichteten Graphen

Falls wir eine Baumzerlegung zu einem Graphen G = (V, E) kennen, dessen Weite
durch eine feste Konstante k beschrinkt ist, so werden viele weitere Probleme, die fiir
allgemeine Graphen NP-vollstandig sind, in polynomieller oder sogar linearer Zeit
losbar [25].

In einem DP-Algorithmus auf einer Baumzerlegung D = ((X;), (I, F)) zu einem
Graphen G wird der Umstand ausgenutzt, dass die meisten Beutel i € I selbst Separa-
toren in einem Graphen G[M] sind. M bezeichnet dabei die vereinigte Knotenmenge
aller Beutel unter i. Sei dazu i, € I der Wurzelknoten von D. Die Knoten im Baum
(I, F) sind dadurch tiber eine Eltern-Kind-Relation geordnet. Der DP Algorithmus
arbeitet die Knoten in einem Post-Order-Durchlauf der Baumzerlegung, das heifst
von den Blattern zur Wurzel, ab. Fiir jeden Knoten der Baumzerlegung wird eine
Tabelle angelegt, welche die Informationen iiber Losungen des betrachteten Problems
auf dem Knoten und all seinen Kindern enthlt.

Die dritte Eigenschaft der Definition von Baumzerlegungen verlangt, dass zu
einem Knoten v, die Beutel, welche v enthalten, ein Teilbaum der Baumzerlegung
bilden. Diese Eigenschaft kommt uns bei DP-Algorithmen auf Baumzerlegungen zu
gute. Denn wenn der Knoten v in einem Teilbaum unter i vorkommt, jedoch in X;
nicht mehr enthalten ist, so ist v auch im Rest der Zerlegung oberhalb von i und in
anderen Zweigen der Zerlegung nicht enthalten. Alle Informationen zu v sind , lokal”
zum Teilbaum unter i, das bedeutet in DP-Tabellen oberhalb von i muss v nicht mehr
gefiihrt werden.

Da ein Knoten v € V nur in untereinander verbundene Beutel einer Baumzerle-
gung fallen kann, ergeben sich oft Moglichkeiten, das Problem zu verkleinern. Beutel
sind eine sinnvolle Einheit fiir die Abarbeitung in einem Algorithmus.

Die DP-Tabellen der Kinder von i zusammenzufiihren, um eine Problemlésung
fiir den gesamten Teilbaum unter i zu erhalten, ist im Allgemeinen sehr schwierig
[43]. Oft muss der Losungsraum kombinatorisch exploriert werden, wodurch sich
ein exponentieller Faktor fiir die Laufzeit ergibt. Da jedoch die Anzahl der Knoten in
X; durch die Baumweite k beschrankt ist, konnen Algorithmen gefunden werden, in
denen der exponentielle Anteil der Laufzeit nur von k abhéangt.

In DP-Algorithmen werden schone Baumzerlegungen verwendet. Dies hat den
Vorteil, dass nur vier Fille fiir die Behilter unterschieden werden miissen. Fiir Blatter
und Verkleinerungsknoten im Zerlegungsbaum ist die Berechnung der DP-Tabelle
oft sehr einfach. Die Algorithmen fiir Erweiterungsknoten und Verzweigungsknoten
sind vergleichsweise umfangreich. Abschlieffend wird die Losung aus der DP-Tabelle
des Wurzelknotens abgeleitet.

Oft kann in der Praxis auf die Suche nach optimalen Baumzerlegungen verzichtet
werden, da auch Baumzerlegungen mit kleinem k > tw(G) ausreichend sind, um das
vorliegende Problem mit vertretbarer Laufzeit zu l6sen.

Fiir einige Probleme existieren Algorithmen mit polynomieller Laufzeit, obwohl
die gegebene Baumzerlegung eine Weite beschréankt in lediglich O(log(n)) hat. [25].
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Einige weitere Beispiele fiir parametrisierte Entscheidungsprobleme die Linearzeit
FPT-Algorithmen erlauben sind: 3-COLOURABILITY [25], WEIGHTEDINDEPENDENT-
SET [44], MAXIMUMCUT [45], HAMILTONIANCYCLE [25] und DOMINATINGSET [44].

3.1.6 Baumzerlegungen und chordale Graphen

Durch folgenden Satz von Gavril iiber Teilbaumschnittgraphen und Intervallschnitt-
graphen lernen wir, wie eng Baumzerlegungen mit chordalen Graphen in Beziehung
stehen. Unser Ziel ist es, die reichhaltige Theorie zu chordalen Graphen zur Losung

von Baumweiteproblemen heranzuziehen.
Definition 20.

* Zu einer Familie von topologischen Teilbdumen {T;},.y eines topologischen
Baums Y c R?sei S = {uv | T,n Ty, # @ und u # v }. Der ungerichtete Graph

H = (V,S) heif$t Teilbaumschnittgraph . Teilbaum-
schnittgraph
e Zu einem Intervallmodell Z = {I}yey sei S = {uv | L,nl, + undu # v}.
Der ungerichtete Graph H = (V,S) heif3t Intervallschnittgraph oder verkiirzt

Intervallgraph . Intervallgraph
Satz 8 (Gavril, 1974 [37, Theorem 3]). Ein Graph G ist genau dann ein Teilbaumschnitt-
graph, wenn G ein chordaler Graph ist.
Korollar 5. Intervallgraphen sind chordal.

Wir zeigen nun, dass die Modelle ,,Baumzerlegung” und , Teilbaumschnittgraph”

gegeneinander austauschbar sind:

Lemma 10. Sei ({X;|i € I}, T = (I,F)) eine Baumzerlegung zu G, dann existiert ein
Teilbaumschnittgraph H, welcher chordaler Obergraph von G ist und die selbe Baumzerlegung
hat.

Beweis. Sei die Familie 7 eine Repréasentation durch topologische Teilbdume von
({Xijlie I}, T=(I,F)).Sei H=(V,S) der Teilbaumschnittgraph zu 7, dann gilt:

§PE v | Tyn Ty + 2, u+vund T, Ty € T }
De£15{uv | Jiv,weX;undu +v}
Def. 9
2 E

Es folgt G c H. H ist eine Chordalisierung von G und hat die Baumzerlegung ({X;|i €
I}, T). Wir bezeichnen H als die durch ({X|i € I}, T) implizierte Chordalisierung. [

Definition 21. Wir erhalten die implizierte Chordalisierung H aus G, indem wir alle implizierte
Chordali-

Knoten je Beutel {X;|i € I} zu Cliquen in G vervollstindigen. -
sierung
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Chordale Graphen mit der Struktur einer implizierten Chordalisierung heifsen
im Fachgebiet des maschinellen Lernens engl. ,junction tree”. Um das Konzept der
Baumweite in die Theorie der chordalen Graphen zu iibertragen, miissen wir unter-
suchen, wie optimale Baumzerlegungen von G durch eine Aussage iiber chordale

Obergraphen von G charakterisiert werden kénnen.

Lemma 11. Sei ({X;|i € I}, T = (I, F)) eine optimale Baumzerlequng zu G und die impli-
zierte Chordalisierung H 2 G. Es gilt w(H) — 1 = tw(G).

Beweis. Die gemeinsame Baumzerlegung existiert nach Lemma 10. Wenn ({Xj|i ¢
I}, T) optimal fiir G ist, folgt mit tw(G) < tw(H) = Weite von (X, T) -1 = tw(G) die
Optimalitét fiir H. Fiir jeden Beutel X; € X" gilt: X; ist eine Clique in H.

Behauptung: {X;i € I} enthidlt die maximalen Cliquen von H. Angenommen es
gébe eine Clique C in H, die nicht Teilmenge eines Beutels X; ist, dann gilt fiir alle i:
|C| > |X;| im Widerspruch zu Lemma 1 und der Optimalitdt der Baumzerlegung.

Insgesamt gilt:

tw(G) =tw(H)
=max Weite von ({Xjlie I}, T)-1
=max{|X;| | X;jeX}-1
=max{|C| | CistCliquein H } -1
=w(H)-1

O

Also sind unter allen Chordalisierungen die chordalen Obergraphen zu optimalen
Baumzerlegungen enthalten.

Gavril gibt bereits 1974 einen Algorithmus an, um zu jedem chordalen Graphen
eine Représentation durch Teilbdume {T,},cy eines passenden Baumes Y zu kon-
struieren. Wir konnen diesen Algorithmus verwenden um Baumzerlegungen zu
Chordalisierungen von G anzugeben. Diese sind auch Baumzerlegungen von G. Ins-
besondere kdnnen wir so alle optimalen Baumzerlegungen finden. Die Konstruktion
ist auch ohne Umweg tiber Schnittgraphen in linearer Zeit moglich, siehe z.B. [15],
[46]. Wir erhalten folgende Korollare.

Korollar 6 (z.B. [15], [46]). Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Es gilt:

(i) Die Baumuweite tw(G) ist das Minimum von w(H) — 1, iiber alle Chordalisierungen
H von G.

(ii) Sei H' eine Chordalisierung des Graphen G dann kann eine Baumzerlegung von G mit
Weite w(H') -1 in linearer Zeit berechnet werden.

(iii) Sei ({X;li € I}, T = (I,F)) eine Baumzerlequng von G der Weite genau k. Fiir den
chordalen Graphen H" = (V,E") mit E" := {{v,w} | v+ w,3i e :v,w € X; } folgt
W(H") =k+1
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Beweis. Zu zeigen bleibt die lineare Laufzeit fiir (ii). Siehe hierzu [15] O

Korollar 7. Seien G = (V, E) ein ungerichteter Graph und v Eliminationsschemata:

tw0(G)= min [max|G[vi,...,vn] . N(vi)|]
=(v1...0) i

Beweis. Wir erhalten diese Aussage aus Korrolar 6 (i), indem wir die Charakteri-

sierung in Satz 2 verwenden, um die maximalen Cliquen aufzulisten (siehe auch

Bemerkung 1). O

Wir konnen Korollar 6 auch benutzen, um unser Wissen um Baumzerlegungen
mit vollstandig k-partiten Teilgraphen zu erweitern. Wir notieren Kﬂl,u.,nr fiir einen

Graphen, der isomorph zu Ky,

-----

Lemma 12. Sei G ein unterichteter Graph. Zu jedem vollstindig bipartiten induzierten
Teilgraphen K, », mit Knotenpartition (A, B), und fiir alle a € A, b € B, existieren in jeder
Baumdekomposition ({ X; | i € I }, (I, F)) Beutel Xj, sodass Au{b} c X;oder Bu{a} c X;.
Es gilt tw(G) > min{|A|,|B| }. Falls G = Ky, ,, dann gilt tw(G) = min{ |A|,|B| }.

Beweis. Beobachte, dass in jeder Chordalisierung H von G mindestens eine der Men-
gen A oder B eine Clique in H induziert. Angenommen dies wére nicht der Fall,
dann existieren mindestens 2 Knoten in je A und B. Seien diese Knoten a;,a; € A
und by, by € B. Es folgt (a1,b1,a2,by,a1) ist ein Kreis der Lange 4 in H ohne Sehne.
Widerspruch. Also induziert 0.B.d.A. A die gesuchte Clique in H. Weil b € B mit
allen Knoten aus A verbunden ist, erhalten wir auch Au {b} ist Clique in H fiir
alleb. Es gilt [Au{b}| = |A|+1 < w(H) < tw(G) +1, durch Lemma 1 und Korrolar
6. AuBerdem ist ({ X; = Au{b;} | b; € B}, P,,) eine korrekte Baumzerlegung?, falls
G = Knl,nz, andernfalls sind diese Beutel in Teilmengen einer Baumzerlegung fiir
G o IZ,WZ enthalten. Analog fiir B. Da tw insgesamt minimal gewahlt wird, gilt
min{ |A|,|B| } < tw(G) und Gleichheit, falls min{ |A|,|B|} + 1 = w(G). O

Lemma 13. Sei G =V, E unterichteter Graph. Fiir jeden vollstindig k-partiten induzierten

youe

(i) Sei S = Fyw...wF, mitiy,...,is € [L,r]nAs < rund sei T = V\S. Definiere:
s = |F| t = [V\S| und K sei vollstindig bipartit mit Partition (S,T). Dann gilt:

Kst € Ky ny,..n, € G. Fiir alle a € S,b € T, existieren in jeder Baumdekomposition
({Xj | jel}, (I, F)) Beutel X;, sodass Su{b} c Xjoder Tu{a}c X
(ii) Die Baumuweite von G betrigt mindestens:
tw(G) 2y - max |Ei|

19 ey Mt Partitions-
Klassen (F;) und ie[1,r]n

5gemauer auch Pfadzerlegung
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(iii) Falls Knl,nz,...nr = G dann gilt:

tw(G)=n-_ max ||
Ky ny,....ny mit Partitions-
Klassen (F;) und ie[1,r]N

Beweis. (i) Alle Knoten in einer Partionsklasse F von Knl,nz,...nr sind je zu allen
Knoten in von F verschiedenen Partitionsklassen verbunden. Um K ; zu kon-
struieren, verwerfen wir also lediglich alle Kanten in S und V\S, erhalten aber
alle Kanten zwischen diesen Mengen. Offensichtlich ist (S, V\S) eine Knoten-

partition von V zu K; ;. Mit vorigem Lemma 12 gilt die Aussage.
(ii) Wir zeigen mit vollstandiger Induktion tiber r:

IA. r =2 impliziert 57 = ny + ny. Es folgt:

tw(G) > min{|F|,|F2| } = 7 - max{ |Fi], ||}

In jeder Chordalisierung H von G existiert eine Clique C iiber F; oder F,
und einem weiteren Knoten w, bzw. w; aus der je anderen Partitionsklasse
der Grofle mindestens 7 — min{ 11,1, } + 1 (Lemma 12).

IS. -1 - r: Nach Induktion haben wir eine Partitionsklasse F; zu K”lz”Zrm”r—l
die nicht notwendigerweise eine Clique ist und eine Clique C der Grofse
mindestens (thll ni) —nj+1. Verbinde nun K”L”Z,---nr—l vollstandig bipartit
mit der Menge F,. Wir erhalten K;;, ,, - Nach Definition enthalt G[FiuF]
eine vollstandig bipartite Teilmenge mit Partition (F;, F;). Nach Lemma
12 ist F; oder F; Clique in einer Chordalisierung H. Wihle einen weiteren
Knoten w; bzw. w, aus der Menge, die nicht notwendigerweise Clique
ist. Somit ist auch Cu F;u{w, } oder CuF, u{w; } eine Clique der Grofie
mindestens (Zle ni) -nj+1.

Insgesamt gilt fiir eine optimale Chordalisierung H*:

tw(G) = w(H*) -1

v

,
[(Z”i) - 1n; +1] -1, VKyyny,m3j:1<j<r
i1

) max [17—71]-+1]—1
Ky ny,...,ny mit Partitions-
klassen(F;) und je[1,r]N

=w(H")-1

v

=n-_ max |Fj\
Ky ny,...,n, mit Partitions-
klassen(F;) und je[1,r]N

(iii) Es gilt Ky, n,
wie in Lemma 12 hat die Weite 7 - |F|. Mit 7 = n gilt auch tw(G) < n -|F/|.
Zusammen mit (ii) folgt Gleichheit.

n, = G: Die Baumzerlegung zum optimalen F].* in (ii) konstruiert

yeon
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O]

Wir nennen Lemma 12 (i) separat, da diese Aussage auch die Lage von Cliquen
in Approximationen von Baumzerlegungen beschreibt. Wahrend die kleinstmoglich
gewdhlte Clique in (ii) & (iii) moglicherweise in Approximationen nicht induziert
wird.

Wir fahren mit weitern Konsequenzen aus Korrolar 6 fort. Die Baumweite ei-
nes Graphen G zu berechnen, ist dquivalent dazu, eine Chordalisierung von G mit
minimaler Cliquezahl w zu bestimmen. Wir kénnen fiir das Problem TREEWIDTH

dquivalent formulieren:

TREEWIDTH
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k.
Frage: Hat G eine Chordalisierung mit Cliquenzahl hochstens k + 1?

Wir erinnern aus Abschnitt 2.1.2, dass die Cliquenzahl eines chordalen Graphen
in linearer Zeit bestimmt werden kann. Diese Erkenntnis wirft die Frage auf, welche
Kanten wir zu G hinzufiigen konnen, um G zu chordalisieren, ohne dass sich die
Baumweite erhoht. So kénnten wir das Baumweiteproblem exakt 16sen.

Ein mogliches Verfahren, um Graphen zu Chordalisieren, erhalten wir direkt aus
Satz 2, der chordale Graphen tiiber perfekte Eliminationsschemata charakterisiert,
indem wir die Forderung, dass ein zu eliminierender Knoten simplizial sei, fallen

lassen.
Definition 22. Sei G ein ungerichteter Graph mit |V| = n.

* Ein Eliminationsschema fiir G ist eine beliebige bijektive Abbildung m:V —

{1,...n}.

¢ Folgendes Verfahren ELIMINATIONGAME produziert aus Ausgabe den soge-
nannten Eliminationsgraphen G, zu G und .
Eingabe: Graph G = (V, E), Eliminationsschema :V — {1,...n}
Ausgabe: Eliminationsgraph G
1: V'« g, E <@
2: fori<1,...,ndo
3: U« 7T_1(i)
4 Vi<V'u{v}
5: C <« {uw | Ju,w:u,we Ng(v) }
6 E' <« E'u{vw | Jw:w e Ng(v) }uC
7 G<G-{v}
8: return (V',E)
* Betrachte einen einzelnen Durchlauf der for-Schleife. Fiir jeden ausgewéhlten

Knoten v wird die Nachbarschaft der noch nicht zuvor eliminierten Knoten zu
einer Clique C in G}, vervollstandigt. Die gegeniiber G — V' neu hinzugefiigten

Eliminations-
schema

Eliminations-
graph

ELIMINATION-
GAME
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Kanten heifSen Fiillkanten (engl. fill-in edges) zu 7t, v. Wir bezeichnen die Anzahl
der Fiillkanten mit fill-(v)

Lemma 14. Fiir jeden Graphen G und jedes Eliminationsschema 7t gilt: Der Eliminati-
onsgraph G} ist chordal, Obergraph von G und hat 7t als perfektes Eliminationsschema.

Beweis. V' enthilt stets die bisher eliminierten Konten von G. Da 7t eine Bijektion ist,
gilt schlieSlich V = V’. Falls in Schritt 6 eine Nachbarschaft gegentiber der Relation E
unvollstandig ist, so wurde diese Kante bereits in einem vorigen Schritt 6 hinzugefiigt.
Es gilt E ¢ E' und somit G £ Gj,. Jeder Knoten v ist nach Schritt 5 & 6 simplizial in
G - (V'\{v}). Dain folgenden Durchldufen keine weiteren zu v inzidenten Kanten
erzeugt, aber alle in C betrachteten Knoten noch nachfolgend eliminiert werden, ist v
auch simplizial in G*[{7~1(i),..., 7t 1(n)}]. Somit ist 7t perfekt und G}, nach Satz 2
chordal. O

Bemerkung 9. Um den Eliminationsgraphen , in-place” auf G zu berechnen, kann
das Eliminationsschema riickwiérts durchlaufen werden: Sei v der aktuelle Knoten.
Vervollstandige die bereits zuvor gesehenden Nachbarn von v zu einer Clique [47].
Hier wurde nur aus definitorischen Griinden die andere Richtung gewahlt.

Verschiedene Eliminationsschemata fiir das ELIMINATIONGAME, welche die Cli-
quenzahl von G}, gering halten, liefern uns Approximationen der Baumweite. Die
zugehorige Baumdekomposition ldsst sich in linearer Zeit konstruieren (Korrolar 6).
Um ein geeignetes Eliminationsschema zu raten, konnen wir verschiedene Heuristi-
ken verwenden.

Beispiel 10. Folgende Heuristiken konnen in polynomieller Zeit berechnet werden
[48].

¢ Wir halten die Baumweite gering, indem moglichst wenige Kanten zu G hinzu-
geftigt werden. Denn die Wahrscheinlichkeit die Cliquenzahl zu erhohen, ist
umso geringer, je weniger neue Kanten hinzugefiigt werden.

Konstruiere das Eliminationsschema 7t wie folgt: Wahle einen Knoten v, der
die minimale Anzahl an Fiillkanten in G erzeugt. v < argmin, fillg+(u) Ver-
vollstaindige N (v) zu einer Clique und entferne v. Fiige v am Ende des Elimina-
tionsschemas 7t an. Wiederhole, bis alle Knoten aus G eliminiert sind.

Wir nennen diese Heuristik fiir Baumweite min-fill . Tatsdchlich approximiert
diese Heuristik auch eine Losung zum Problem MINIMUMFILLIN, welches
minimale Chordalisierungen (Def. 1) enthdlt und von dem Yannakakis die
NP-Vollstandigkeit zeigte [49].

¢ Eine andere Moglichkeit, wenige Fiillkanten zu erzeugen, ist die Nachbarschaft
N(v) des Knoten v, welcher eliminiert wird, klein zu halten:
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Wir konstruieren 71: Wiahle einen Knoten v minimalen Knotengrades aus G:
v < argmin,, degg+(u); vervollstindige N(v) zu einer Clique und l6sche v. Der
nichste Knoten in 7t ist v. Wiederhole, bis alle Knoten entfernt sind.

Wir nennen diese Heuristik min-degree . Sie wurde urspriinglich von Markowitz
fiir die Numerik auf diinn-besetzten Matrizen entwickelt [29].

* Der bekannte Algorithmus MAXIMUMCARDINALITYSEARCH besucht alle Kno-
ten eines Graphen G in einer Reihenfolge, so dass stets der Knoten mit der
grofiten Anzahl zuvor besuchter Nachbarn als néchtes besucht wird. Eine An-
wendung des Algorithmus ist, Graphen auf Chordalitit zu priifen. Fiir nicht
notwendigerweise chordale Graphen impliziert der Algorithmus folgendes

Eliminationsschema 7t:

Besuche einen beliebigen Knoten v und markiere ihn. Der Knoten v ist der
letzte Knoten in 7. Wahle nun einen Knoten mit der grofiten Anzahl markierter
Nachbarn und fiige ihn am Anfang von 7 ein. Wiederhole, bis alle Knoten
besucht wurden.

Wir bezeichnen diese Heuristik mit max-cardinality .

Wir erhalten Baumzerlegungen fiir G. Wenngleich es heuristisch moglich ist, ein
perfektes Eliminationsschema fiir einen chordalen Obergraphen H mit gleicher Baum-
weite zu G zu finden, erhalten wir keine Garantien fiir die Giite der Approximation.
Das bedeutet: Schlimmstenfalls hat die so bestimmte Baumzerlegung zu H eine expo-
nentiell schlechtere Weite als tw(G) [48]. Weitere vorgeschlagene Heuristiken ergeben
sich aus Kombinationen der ersten Beiden [29]. Folge der selben Konstruktion und
wdhle den zu eliminierenden Knoten wie folgt:

* v < argmin, degc+(u) + fillg+(u) (min-fill+degree )
* v« argmin, fillg+(u) —degc+(u) (sparsest subgraph)
* v« argmin, degg+(u) + #fill@(u)

e v < argmin, fillg+(u) + %dega(u)

3.1.7 k-Biaume

Direkt thematisch anschlieffend zum vorigen Abschnitt mochten wir die zweitbe-
kannteste Charakterisierung der Baumweite iiber k-Baume angeben.

Definition 23 (k-Baum, partieller k-Baum). Ein k-Baum ist ein ungerichteter Graph G
fiir den gilt,

¢ G isteine k + 1 Clique, oder

e G ist ein Graph der aus einem k-Baum G’ entsteht, indem genau ein neuer
Knoten hinzugefiigt wird, der adjazent zu jedem Knoten einer k-Clique in G’
ist.

min-degree

max-cardinality

min-fill+degree

sparsest
subgraph
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Ein Teilgraph eines k-Baumes heifst partieller k-Baum.

Wir sehen direkt, dass k-Baume spezielle chordale Graphen sind, denn die induk-
tive Definition erzeugt nur simpliziale Knoten die aufeinanderfolgend ein perfektes
Eliminationsschema ergeben.

Die im Induktionsanfang der Definition genannte k + 1 Clique heifle Xj. In jedem
Konstruktionsschritt eines k-Baums wird mit dem hinzugeftigten Knoten eine neue
k +1 Clique erzeugt. Wir nummerieren die Cliquen aufsteigend mit jedem Induktions-
schritt X1, X5, X3.. ... Wird im Schritt i ein neuer Knoten mit einer bereits existierenden
k Clique verbunden, so ist diese Teilgraph der in einem vorigen Schritt X;,0 <j <i
konstruierten k + 1 Clique. Wir merken uns die Kante (j,7) in einer Relation F.

T; = ([0,i]N, F) ist ein zusammenhangender, einfacher Graph mit i + 1 Knoten
und i Kanten und somit ein Baum.

Lemma 15. ({Xj,0 <k <i},T;) ist eine Baumzerlequng des k-Baumes nach Konsturukti-
onsschritt i.

Beweis. Jeder Knoten v und jede Kante e des k-Baums nach Schritt 7 ist in einem
der iiber X} induzierten Teilgraphen enthalten. Angenommen ein Knoten w fehle in

einem X,; zu m auf dem Pfad von a nach b in T;, wobei w € X, U X},

¢ Falls m = 0 so wurde die Definition von k-Baumen dahingehend verletzt, dass

der selbe Knoten mehrmals hinzugefiigt wurde.

¢ Andernfalls sei m unter den Knoten auf dem a-b-Pfad minimal mit der Eigen-
schaft, dass w ¢ X,,,. m # 0 impliziert, dass ein Vorgédngerknoten von m existiert,
dessen Behilter w enthalt. w wurde in Konstruktionsschritt m jedoch nicht als
Teil der neu konstruierten Clique gewéahlt. Somit kann keine der Cliquen, die
aus X;; konstruiert werden, w enthalten. Entweder X, oder X, enthalt nicht w.
Widerspruch.

O

Lemma 16. Aus jeder Baumzerlegung zu einem Graphen G der Weite k kann ein k-Baum

konstruiert werden, der G als Teilgraph enthiilt.

Beweis. Sei o das perfekte Eliminationsschema zur induzierten Chordalisierung H
von G wie in Definition 21. Durchlaufe nun ¢ riickwérts. Verbinde die ersten k +
1 besuchten Knoten zu einer Clique. Fiille dann fiir jeden weiteren Knoten v die
Nachbarschaft N (v) beliebig durch weitere zuvor besuchte Knoten auf sodass gilt
INH(©)| = k.

Wir zeigen, dass diese Konstruktion korrekt ist: Bemerke, dass die Annahme
INg(v)| > k zum Widerspruch fiihrt, denn dann enthielte H eine Clique der Grofie
> k +1. Aber die Baumzerlegung zu G und H hat Weite k. Also erfiillt die obige
Konstruktion die induktive Definition von k-Baumen. Offensichtlich enthélt der so
konstruierte Graph auch G, da wir alle Knoten und Kanten von G erhalten. G ist ein

partieller k-Baum. O
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Korollar 8. Die Baumweite tw(G) ist die kleinste Zahl k, fiir die ein ungerichteter Graph G
ein partieller k-Baum ist.

Beweis. Folgt aus Lemma 15, Lemma 16, und Korrolar 6 O
Eine optimale Baumdekomposition zu einem k-Baum hat die folgende Struktur:

Korollar 9. Sei G ein Graph mit Baumuweite k. G hat eine Baumzerlequng ({X;lie I}, T =
(I, F)) mit Weite k und folgenden Eigenschaften:

e Fiiralleie I gilt: |X;| =k+1.

* Fiiralle (i,j) € F gilt: |X;n Xj| = k.

Jeder ungerichtete Graph ldsst sich fiir ein gewisses k in einen k-Baum einbetten.
k-Baume sind genau die maximalen Graphen mit Baumweite k [50]. Fiigt man zu
einem k-Baum eine Kante hinzu, so erhdlt man einen neuen Graphen mit hoherer

Baumweite. In andern Worten: k-Baume sind beziiglich der Anzahl von Kanten die

schlechtest moglichen Chordalisierungen, welche die Baumweite erhalten.

Korollar 10. Ein Graph G = (V,E) ist genau dann ein k-Baum, wenn |V| > k und ein
perfektes Eliminationsschema o = (v1,...,vy,) fiir G existiert, sodass fiiri=1,...,n -k der
Knoten v; adjazent zu einer k-Clique in G[{vj,...,v,}] ist.

Beweis. Folgt aus der Konstruktion im Beweis zu Lemma 16 O

Folgende Satz verstarkt die Aussage von Korrolar 9 um die entgegengesetzte
Implikationsrichtung:

Satz 9 (Patil [51]). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
e Gist ein k-Baum
* G ist chordaler Graph und alle maximalen Cliquen haben Grofle k + 1.
* G ist chordaler Graph und alle minimalen Separatoren haben Grofie k.

Abschlieend fassen wir die hier erlduterten Aquivalenzen zu chordalen Graphen

zusammen:

Satz 10. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

Der Graph G ist chordal.

Der Graph G enthiilt keinen Kreis der Linge mindestens 4 ohne Sehne (Definition 1).

Sei C beliebiger induzierter Teilgraph von G: Falls C ein Kreis ist, dann ist C ein
Dreiecksgraph (Definition 1).

Der Graph G ist Schnittgraph einer Menge von Teilbidumen eines Baums (Satz 8).
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e Jeder induzierte Teilgraph von G enthilt einen simplizialen Knoten (Satz 1).
e Es gibt ein perfektes Eliminationsschema zu G (Satz 2).
* Es gibt ein ELIMINATIONGAME ohne Fiillkanten fiir G (Lemma 14).

e Jeder minimale a-b-Separator ist eine Clique (Satz 31).

3.1.8 Kombinatorische Resultate auf Zufallsgraphen

Natiirlich erwarten wir nicht von jedem Graphen, dass er tatsachlich Baum- oder Pfad-
dhnlich wiére. Die folgende Betrachtung zeigt, auf welchen , Anteil aller Graphen”
dies tatsdchlich zutrifft. Jeder Graph ist ein partieller k-Baum fiir ein gewisses k.

Wir konnen Wahrscheinlichkeitsverteilungen tiber Graphen betrachten. Die Zu-
fallsvariable ist in diesem Fall ein sogenannter Zufallsgraph. Zwei Modelle fiir diese
Betrachtung sind Gilbert-Graphen G(#, p), fiir die jede mogliche Kante mit Wahr-
scheinlichkeit p existiert, und Erd6s-Rényi-Graphen G(n, m), welche genau m zuféllig
verteilte Kanten und n Knoten besitzen. Die Wahrscheinlichkeit der Giiltigkeit von
Grapheigenschaften, kann in diesen Modellen als Grenzwert bestimmt werden.

Nur wenige Graphen haben beschrankte Baumweite: Wir betrachten Graphen
mit n Knoten und m > én Kanten. Fiir diese Graphen kann eine asymptotische untere

Schranke der Baumweite gezeigt werden.

Satz 11 (Kloks [31]). Fiir 6 > 1,18 hat fast jeder Zufallsgraph mit m > dn Kanten eine
Baumuweite in @(n).

Die Héufigkeit von Graphen in G(7,m) mit geringerer Baumweite geht gegen 0
fir lim,,, 0o

In folgendem Satz etablieren wir, dass viele fiir uns interessante Graphfamilien
tatsdchlich nur einen winzigen Anteil aller moglichen Graphen stellen. Wir betrach-
ten Graphenfamilien G die abgeschlossen bzgl. der Bildung von Minoren sind (z.B.
Planare Graphen) dann gilt:

Satz 12 (Kloks [31]). Sei G Graphenfamilie abgeschlossen bzgl. der Bildung von Minoren.
Fast jeder Graph mit n Knoten und m Kanten, wobei m > 1,18 n, ist nicht in G enthalten.

3.1.9 Résumé zu Baumweite

Neben dem in Abschnitt 3.1.2 besprochenen Approximationen, existieren viele weite-
re Algorithmen mit unterschiedlichen beweisbaren Eigenschaften. Einen Uberblick
gibt Tabelle 3.1.

Es bleibt noch zu kliren, ob es fiir die Komplexitit parametrisierter Algorithmen
einen Unterschied macht, ob eine Baumzerlegung oder lediglich die Baumweite des
Eingabegraphen tibergeben wird.

Bemerkung 10. Sei A ein FPT-Algorithmus mit einem Graphen G als Eingabe und
einem Parameter k als obere Schranke der Baumweite. Falls tw(G) < k, so konnen wir

die benotigte Baumzerlegung in linearer FPT-Zeit berechnen.
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TABELLE 3.1: Algorithmen fiir Baumweite [30]

Sei k die Baumweite des Graphen G. Jede Zeile nennt einen Algorithmus, welcher die
Baumweite fiir G berechnet, mit Laufzeit in f(k) - g(n).
Fiir Ndherungsalgorithmen ist die Weite der approximierten Losung angegeben.

max. Weite f(k) g(n) Veroffentlichung
exakt (1) O(n*1) | Arnborg, Corneil und Proskurowski [52]
4k +3 0(3%) n? Abschnitt 3.1.2, Robertson und Seymour [28]
8k+7 20 (klogk) n log2 n | Lagergren [53]
8k+0O(1) 20(klogk) nlogn | Reed [54]
exakt KO(K) n Bodlaender [55]
4,5k O(2%13/2) n? Amir [33]
(B+3)k | O(2%6982K3) n? Amir [33]
O(klogk) O(klogk) n Amir [33]
O(ky/logk) o(1) n®() | Feige, Hajiaghayi und Lee [56]
3k+4 20(k) nlogn | Bodlaender, Drange, Dregi u. a. [30]
5k +4 20(k) n Bodlaender, Drange, Dregi u. a. [30]

Bei der Konstruktion eines theoretischen FPT-Algorithmus A mit Parameter
Baumweite konnen wir also stets annehmen, dass eine optimale Baumzerlegung
gefunden werden kann, ohne Sorge, die Klasse FPT zu verlassen. Falls A zu einem
anderen Parameter p als der Baumweite tw entworfen muss, so hiangt es von der
Beziehung zwischen diesen Parametern ab, ob ein Zeuge fiir die Baumweite in der
angestrebten Laufzeit produziert werden kann. Siehe hierzu Abschnitt 3.7.

In Implementierungen werden die Schritte , Berechnung einer Zerlegung” und
,Losung eines Graphenproblems mithilfe der Zerlegung” separat gekapselt, sowie die
optimale Baumzerlegung in der Regel durch eine Approximation ersetzt. In letzterem
Fall kann, abweichtend zu theoretischen Betrachtungen, die Optimalitatseigenschaft
in der Implementierung nicht genutzt werden.

Wir fassen die in dieser Arbeit besprochenen Aquivalenzen zu Baumweite und
Pfadweite zusammen.

Satz 13. Sei G=(V,E) ein Graph und k > 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
* Die Baumuweite von G ist hochstens k
* G ist ein partieller k-Baum.

* G ist Teilgraph eines chordalen Graphen mit maximaler Clique der GrofSe hochstens
k+1

e Esexistiert ein Eliminationsschema o = vy ... v, zu G, sodass gilt: Die Baumweite von
G betrigt max|G[vj,...,v,] N N(v;)]

Fiir weitere Aquivalenzen siehe [15, Theorem 1.].
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Satz 14. Sei G = (V,E) und k > 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

Die Pfadweite pw(G) ist hochstens k.

G ist ein partieller k-Pfad.

Die Intervallweite (engl. interval thickness) von G ist hochstens k + 1.

Die Knotenseparatorzahl von G ist hochstens k. siehe Abschnitt 4.2.

Fiir weitere Aquivalenzen siehe [15, Theorem 2.].
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3.2 Zweigzerlegung und Zweigweite

Eine Zweigzerlegung ist eine hierarchische Partitionierung der Kanten eines Graphen
G = (V,E). Jeder Knoten habe Grad mindestens 1. Sei (E, Egr) eine Partition der
Kantenmenge E. Wir benennen drei Knotenmengen:

e Links(Er,Er) ={veV | (Ix:vxe E ) A (Bx:vx € ER) }
e Mitte(E,ER) ={veV | (Ix:ox e E) A (Ix:vx € ER) }
e Rechts(EL,ER) ={veV | (Ix:ox e EL) A (Ix:vx € ER) }

Nach Konstruktion haben weder Knoten aus Links(Ey, Eg) noch aus Rechts(Ey, ER)
Nachbarn in der jeweils anderen Menge. Es folgt Mitte(Ey, Eg) ist ein Knotensepa-
rator fiir jede Wahl einer Kantenpartition (E;, Er ). Wir Partitionieren nun rekursiv
die Kantenmenge E bis im zugehorigen Rekursionsbaum T = (I, F) nur noch einele-
mentige Kantenmengen in den Blittern verbleiben. So lassen sich Kanten in E tiber
eine Bijektion 0:E — {i e I | dr(i) =1} den Bldttern von T zuordnen. Abbildung 3.16
(links) zeigt einen solchen Rekursionsbaum mit den zugeordneten Kanten von G an

den Blattern von T.

ABBILDUNG 3.16: Zwei Zerlegungsbdume zu der Kantenmenge E
eines ungerichteten Graphen G = (V,E)

€1

€21
€20

€19
€19
€18

€18
€17

€17

16 . €11

€12

Definition 24.

¢ Eine partielle Zweigzerlequng (engl. partial branch decomposition) eines Graphen
G = (V,E) ist ein Paar (T = (I, F),0). T ist ein Baum. ¢ ist eine Bijektion

zwischen E und den Blattern von T.

* (T = (I,F),0) heifst Zweigzerlegung , falls zusatzlich fiir alle Knoten i € I des
Baums T gilt: d;(i) = 1 v dg(i) = 3. Ein solcher Baum heifst auch ternir.

Eine triviale partielle Zweigzerlegung ist ein Sterngraph, dessen Blatter bijektiv
den Kanten eines beliebigen Graphen zugeordnet werden. Jede partielle Zweigzerle-
gung ldsst sich in eine gewohnliche Zweigzerlegung umwandeln, indem alle Knoten
j mit Grad > 4 durch einen terndren Baum ersetzt werden, der N(j) als Blattmenge
besitzt. Abbildung 3.16 (rechts) zeigt eine so erzeugte Zweigzerlegung.

partielle Zweig-
zerlegung

Zweigzerle-
gung



Zweig

Weite einer
Kante

Weite

Zweigweite
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Jede Zweigzerlegung kodiert nun m — 2 verschiedene Kantenpartitionen des Gra-
phen G = (V, E). Wenn wir die Kante f € F entfernen, zerféllt T in zwei gewurzel-
te Bindrbaume Tr, und Tr. Diese heifien Zweige. Wir erhalten die Kantenpartition
(EL, Er) als die Urbildmengen unter ¢ der Bldtter von T4 und Tp. Daraus ergeben
sich wiederum m - 2 verschiedene Knotenpartitionen wie oben.

Wir versuchen solche Zweigzerlegungen zu finden, bei denen die Anzahl der
Knoten, welche von Kanten in beiden Mengen E; und Er beriihrt werden, moglichst
klein ist. Dazu halten wir folgende Definitionen fest.

Definition 25. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Zweigzerlegung (T =
(IF),o).

(i) Die Weite von f € F ist die Kardinalitat der Menge Mitte(Ey, Er) bei Entfernung
der Kante f.

Die Definition (i) ist dquivalent zu:

(") Die Weite (auch Ordnung) von f € F ist die Anzahl solcher Knoten v € V, zu
denen adjazente Kanten vw, vx € E existieren, sodass f in dem Weg von Blatt
o(vw) zu Blatt o(vx) in T enthalten ist.

(ii) Die Weite einer Zweigzerlegung ist das Maximum tiiber die Weite aller Kanten

feF.

(iii) Die Zweigweite (engl. branch-width) bw(G) ist die minimale Weite tiber alle

Zweigzerlegungen von G.

Zweigweite und Baumweite lassen sich durch den jeweils anderen Parameter
nach oben und unten beschranken. Das bedeutet zu dem einen Parameter liegt der

jeweils andere Parameter immer innerhalb eines konstanten Intervalls.

Satz 15 (Robertson und Seymour [57]). Sei G = (V, E) ein Graph mit E + &. Gegeben eine
Baumzerlegung zu G der Weite k kann eine Zweigzerlequng zu G der Weite k + 1 konstruiert
werden. Gegeben eine Zweigzerlegung der Weite b kann eine Baumzerlegung der Weite
hochstens %b berechnet werden. Genauer gilt fiir die Baumweite und Zweigweite:

max(bw(G),2) < #w(G) +1 < max (E - bw(G)J,z)

Wir nennen speziell die Zweigweite von planaren Graphen.

Satz 16 (Fomin und Thilikos, [23]). Sei G ein planarer Graph mit n Knoten. Fiir die
Zweigweite gilt bw(G) < a/n mit a <2,122.
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3.21 BRANCHWIDTH und verwandte Entscheidungsprobleme

Das klassische Entscheidungsproblem, ob G = (V, E) Zweigweite hochstens b hat,
wenn sowohl G als auch b teil der Eingabe sind, ist NP-vollstandig [58].

Der von Fomin, Mazoit und Todinca, 2009 vorgestellte Algorithmus konstruiert
eine Zweigzerlegung mithilfe einer Variante von minimalen Chordalisierungen und
potentiell maximaler Cliquen in exponentieller Zeit (21/3)" - n9() [59]. Beschréanken
wir unsere Eingabe auf die Familie der Graphen mit Zweigweite hochstens b, so gilt:

Satz 17 (Bodlaender und Thilikos, [60]). Fiir jedes feste b existiert ein Linearzeit-Algorith-mus,
der priift ob ein Graph G Zweigweite < b hat und eine Zweigzerlegung minimaler Weite
konstruiert. b-BRANCHWIDTH ist in P°.

Obwohl tw und bw durch Satz 15 so nah beieinander liegen, scheinen sie sich
algorithmisch sehr unterschiedlich zu verhalten. Die Beschrankung des Problems
auf die Familie der planaren Graphen verdndert die Komplexitidt des Problems. Dies
ist insbesondere tiberraschend, da fiir PLANARTREEWIDTH kein solches Resultat

bekannt ist.

PLANARBRANCHWIDTH

Eingabe: Ein ungerichteter planarer Graph G = (V, E) und eine nattirliche
Zahl b.

Parameter:

Frage: Hat G Zweigweite hochstens b?

Satz 18 (Seymour und Thomas [58, (7.3) Algorithm.]). Es existiert ein Algorithmus der
in Zeit O((n+m)?) arbeitet und Graphen der Zweigweite mindestens b erkennt. PLANAR-
BRANCHWIDTH ist in P.

Dariiber hinaus bilden Graphen mit Zweigweite hochstens b eine Graphenfa-
milie, die abgeschlossen unter der Bildung von Minoren ist [57]. Mit dem Satz von
Robertson-Seymour [61] folgt, dass eine Charakterisierung durch verbotene Minoren
existiert, durch die das parametrisierte Problem BRANCHWIDTH mit einer oberen
Schranke der Zweigweite als Parameter in FPT liegt 7. Zur Vollstandigkeit definieren

wir auch dieses parametrisiere Problem:

BRANCHWIDTH

Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E).
Parameter: Eine natiirliche Zahl b.

Frage: Hat G Zweigweite hochstens b?

6Aquivalent auch BRANCHWIDTH € XP
7 AuBerdem sind die kanonisch parametrisierten Probleme PATHWIDTH und TREEWIDTH in FPT,
iiber den selben Satz
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3.2.2 Approximationsalgorithmen fiir Zweigweite

Es existiert ein Algorithmus von [62], der dhnlich wie Algorithmus 3 arbeitet und
entweder eine approximative Zweigzerlegung eines Graphen G der Weite hochstens
3b produziert oder die korrekte Aussage produziert, dass gilt bw(G) > b [62].

Wir geben einen kurzen Uberblick zu dem in den in [63] dargestellten Algorithmus
zur Berechnung einer Zweigzerlegung kleiner Weite von Cook und Seymour. Diese
Veroffentlichung greift ebenfalls auf Resultate von Robertson und Seymour [57]
zuriick um die Korrektheit des Algoirthmus zu zeigen.

Der Algorithmus FINDBRANCHDECOMPOSITIONBYSPLITTING startet auf einem
Sterngraphen und ,spaltet” iterativ innere Knoten in zwei neue Knoten die durch eine
Kante verbunden werden. Wir erhalten partielle Zweigzerlegungen. Wenn schliefilich
alle inneren Knoten den Grad 3 aufweisen, ist die Iteration abgeschlossen. Unter der
Spaltung von Knoten verstehen wir genau die Gegenoperation zur Kontraktion von
Kanten. Wir verteilen die Nachbarschaft N(v) eines Knoten v auf zwei neue Mengen
X und Y, welche als die Nachbarschaft neuer Knoten x und y gesetzt werden. xy wird
eine neue Kante der partiellen Zweigzerlegung. Die Spaltung der inneren Knoten
erfolgt anhand verschiedener Zerlegungsregeln. Dabei werden stets ,,sichere Spaltun-
gen” bevorzugt, welche die Weite der Zweigzerlegung gegeniiber der Zweigweite
des Eingabegraphen nicht erhohen. Falls dies nicht mehr moglich ist wird der néchste

zu spaltende Knoten anhand einer Eigenvektorheuristik ausgewahlt.

3.2.3 Algorithmen mit Parameter Zweigweite

Zweigzerlegungen eigenen sich ebenso gut wie Baumzerlegungen als Grundlage
zur Losung von Optimierungsproblemen durch dynamische Programmierung. Fiir
viele Graphoptimerungsprobleme existieren Approximationsalgorithmen die entwe-
der auf Zweig- oder Baumzerlegungen arbeiten. Fiir die Zweigweite von planaren
Graphen sind exakte Algorithmen mit polynomieller Laufzeit bekannt, weshalb fiir
den Entwurf von Algorithmen auf planaren Graphen Zweigzerlegungen gegeniiber
Baumzerlegungen bevorzugt werden. Cook und Seymour demonstrieren in [63]
ein Approximationsverfahren fiir TSP. Der Parameter Zweigweite kommt auch in
SAT-Algorithmen zum Einsatz.[59].

Fomin und Thilikos fiihrt in Argumentation fiir Zweigzerlegungen dariiber hin-
aus an, dass besserer Schranken fiir Approximationen moglich seien und sich keine
hohen Konstanten ergédben, die in der O-Notation versteckt waren. In [65] wird
hingegen gezeigt, dass BRANCHWIDTH eingeschrankt auf einige Graphenfamilien
NP-schwer bleibt, wiahrend das Baumweiteproblem fiir die selben Graphenfamilien
in polynomieller Zeit entschieden werden kann.

DOMINATINGSET und WEIGHTEDINDEPENDENTSET sind FPT fiir den Parameter
Zweigweite [44].
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3.2.4 Charakterisierung von Graphen geringer Zweigweite
Graphen mit geringer Zweigweite konnen folgendermafsen charakterisiert werden:
Satz 19 (Robertson und Seymour [57]).

¢ Ein Graph G hat Zweigweite 0 genau dann, wenn jede Zusammenhangskomponente
von G hochstens eine Kante enthiilt. Diese Graphfamilie lisst sich iiber die verbontenen
Minoren P> und Cs beschreiben

¢ Ein Graph G hat Zweigweite hichstens 1 genau dann, wenn jede Zusammenhangs-
komponente hiochstens einen Knoten v mit deg(v) > 2 hat. Dies sind genau die Graphen
in denen alle ZHKn Sterngraphen sind. Die verbotenen Minoren dieser Familie sind
P5 und Cs.

* Ein Graph G hat Zweigweite hichstens 2 genau dann, wenn G nicht K4 als Minor ent-
hiilt. Betrachte eine Kantenpartion (Eq, Ey, . ..), sodass jeder Teilgraph tiber den Kanten
E; grofitmoglich und 2-zusammenhidngend gewdhlt ist. Dann gilt: G hat Zweigweite
hochstens 2, falls alle 2-zusammenhingenden Teilgraphen serien-parallele Graphen
sind.

* Ein Graph G hat Zweigweite hichstens 3 genau dann, wenn er nicht den vollstindigen
Graphen Ks, den Wagner-Graphen Mg, den Wiirfelgraphen Qs, oder den Graphen zum
reguliren Oktaeder als Minoren enthiilt.

3.3 Baumtiefenzerlegung und Baumtiefe

Bei der Baumtiefe handelt es sich um einen Graphenparameter der in der Literatur
unter verschiedenen Namen auftaucht. Urspriinglich wurde er als Invariante auf
ungerichteten Graphen unter dem Namen ,,cycle rank” eingefiihrt. Die Baumtiefe

kann ganz analog definiert werden; jedoch auf ungerichteten Graphen:

Definition 26. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit ZHKn (G;);. Die Baumtiefe
td(G) ist rekursiv definiert via:

1, falls |G| = 1.
td(G) = {1+ mingey td(G-v), falls G zusammmenhéngend und |G| > 1.

max; td(G;), sonst.

Folgende dquivalente Definition charakterisiert die Baumtiefe ohne Rekursion
[66], [67]:

Satz 20 (z.B. [67, Lemma 6.1.]). Die Baumtiefe td(G) eines Graphen G ist die minimale
Hohe eines Waldes F (mit Wurzelknoten fiir jeden Baum) sodass G < clos(F).
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Die Hohe eines Waldes ist die maximale Lange eines Pfades zwischen einem
Wurzelknoten und einem Blattknoten plus 1. clos(F) bezeichnet die transitive Hiille
eines Graphen H, in der die Kantenrelation um alle indirekten Vorganger- Nachfolger
Beziehungen erweitert wird, sodass clos(F) der Vergleichbarkeitsgraph zu dieser
partiellen Ordnung <r ist. Wir benennen nun die einzelen Sturkturen, welche in Satz
20 implizit vorkommen.

Definition 27.

* Eine Baumtiefenzerlequng eines Graphen G = (V, E) ist ein gewurzelter Wald
F tiber der selben Knotenmenge V, sodass fiir jede Kante uv € E gilt: Entwe-
der ist u (moglicherweise indirekter) Vorganger von v in F, also u <r v oder

andersherum v <p u8.

¢ Die Tiefe einer Baumtiefenzerlegung ist die maximale Lange eines Knotenpfades

von einer Wurzel zu einem Blatt von T.

* Die Baumtiefe von G ist die minimale Tiefe tiber alle Baumtiefenzerlegungen
von G.

Die Intuition hinter letzterer Definition ldsst sich in folgender Weise erldutern:
Wir ordnen jedem Knoten von G einen Knoten in einem neu konstruierten Wald F zu.
Dabei muss zu jeder Kante {v, w} in G ein Pfad zwischen dem zugeordneten Knoten
w in F und einem (indirekten) Vorgédngerknoten v existieren, oder andersherum.
Aus der Konstruktion folgt unmittelbar: Jede Zusammenhangskomponente von G
entspricht einem Baum im Wald F.

Einige Beispiele verdeutlichen die obigen Definitionen:

Beispiel 11.

¢ Wir suchen die Baumtiefe des vollstindigen Graphen auf n Knoten. Der zuge-
horige Wald ist ein Baum. Konstruieren wir diesen Induktiv tiber die Knoten,
so miissen wir in jedem Schritt den neuen Knoten als Vorgianger oder Nach-
folger aller anderen Knoten setzen um die Definition zu erfiillen. Es folgt, der
zugehorige Baum ist ein Pfad und es gilt td(K;,) = n.

¢ Wir nennen den Graphen K; ,, der Sterngraph S, mit n + 1 Knoten. Gesucht ist
die Baumtiefe dieses Graphen. Es gilt td(S,) = min,ey td(S, — v). Beachte dass
die Baumtiefe durch das Entfernen eines Knotens um genau 0 oder 1 fillt. Wahle
den einzigen inneren Knoten von S, als v, dann zerfdllt S, — v in n einzelne
Knoten. Es gilt td(S, — v) = max; td(R;); und fiir alle ZHKn R; folgt td(R;) = 1.
Also war unsere Wahl von v optimal. Insgesamt folgt: Alle Sterngraphen haben
Baumtiefe 2.

¢ Ein Gittergraph G, ;, ist ein ungerichteter Graph, dessen Zeichnung ein recht-
eckiges n x m Gitter bildet. Dem Gittergraphen G3 3 konnen wir den Wald in
Abbildung 3.17 zuordnen. Der Graph G3 3 hat Baumtiefe 4.

Diese Eigenschaft charakterisiert G ¢ clos(F)
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ABBILDUNG 3.17: Baumtiefe des Graphen G3 3

Graph Gsj3 (links). Eine optimale Baumtiefenzerlegung F (rechts, schwarze Kanten).
In clos(F) durch indirekte Vorganger-Nachfolger-Beziehungen (rot) abgedeckte Kan-
ten von Gsj3. Zusitzliche Kanten in F, welche in G33 nicht vorkommen (gestrichelt).

001,2
011 01,2 01,3
O O
02,1 02,2 02,3
03,1 03,2 03,3
O O

1,1 0031 Jd033 001,3

Wir untersuchen nun die Baumtiefe der Pfadgraphen P,. Eine zugehorige optima-
le Baumtiefenzerlegung ist in Abbildung 3.18 dargestellt.

Lemma 17. Fiir den Pfad P, gilt: td(P,) = [log,(n +1)].
Beweis. Wir zeigen die Aussage mit vollstandiger Induktion tiber n:
IA. n =1: Nach Definition gilt td(P;) = 1 = [log,(2) ]

IS. <n->n+1:

td(P,.q) P& 261%1311 [1+max(td(Py), td(P1) )]
1+ max(td(Pnu 1) td(Pn+1 1 )) ,falls n+1 ungerade
{1 + max(td(Pw ), td(Pn-H ) , falls n + 1 gerade
1+ td(Pn+2) Ly log, ([%2]) =1log, ([2242]) , falls n gerade
{1 +td(Pn+] ) Ly log, ([%1]) = log, ([ %1]) , falls n ungerade

= [log2 (n+ 2)
Die Gleichheit ¢ gilt, da die Logarithmusfunktion [log, (7 + 1) | monoton steigt
und fiir alle P, < n + 1 die Induktionsbehauptung gilt.

O

Vergleichbar mit der Intuition, dass die Baumweite die Ahnlichkeit eines zusam-
menhdngenden Graphen zu einem Baum ausdriickt, konnen wir Baumtiefe als die
Ahnlichkeit eines zusammenhingenden Graphen zu einem Sterngraph interpretieren.

Lemma 18. Falls H ein Minor des Graphen G ist, so gilt td(H) < td(G).

Beweis. Sei F eine Baumtiefenzerlegung von G = (V, E) optimaler Weite td(G). Es
gilt G c clos(F). Falls wir eine Kante e oder einen Knoten u aus G entfernen, so sind
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ABBILDUNG 3.18: Baumtiefe des Graphen G5

Graph Pj5 (oben). Eine optimale Baumtiefenzerlegung F (unten, schwarze Kanten). In
clos(F) durch indirekte Vorganger-Nachfolger-Beziehungen (rot) abgedeckte Kanten von P;s.
Zusétzliche Kanten in F, welche in G5 nicht vorkommen (gestrichelt). Die gepunkteten
Kanten deuten an, wie die Baumtiefenzerlegung fiir langere Pfade fortgesetzt werden kann.

Ovl Uy U3 Uy U5 Vg Uy Vg U9 U0 V11 U2 V13 V14 0015‘

G —ebzw. G — u Teilgraphen von G und Minoren nach Definition. Wir betrachten also
die Kontraktion einer Kante vw aus G, sodass der entstehende Knoten den Namen
v behdlt. Dieser Graph heifie H. Sei 0.B.d.A. v (indirekter) Vorgdnger von w in F.
H enthélt genau die neuen Kanten E,yg = {vx | x € Ng(w) } Es gilt H = (V,Eu
Eaug.) — w. Bemerke, dass diese neuen Kanten bereits in der transitiven Hiille clos(F)
enthalten sind. Zu zeigen bleibt, dass clos(F) eingeschrankt auf die Knoten von H
transitiv bleibt. Dies folgt jedoch insbesondere als Korollar aus Satz 20. Konstruiere
alternativ die Baumtiefenzerlegung F’ aus F in welcher die Kinder von w genau mit
dem Elternknoten von w verbunden sind. Dies ist eine Baumtiefenzerlegung fiir H
und die Lange eines maximalen Wurzel-Blatt-Pfades kann sich hochstens verkiirzen.
Auf beiden Wegen folgt die Aussage durch die Iteration des obigen Arguments

entspechend der Minorendefinition. O
Korollar 11. Falls P, ein Minor des Graphen G ist, so gilt [log,(n +1)] < td(G).

Wir kénnen einige Graphen in der die Familie F der Graphen mit Baumtiefe
hochstens d identifizieren.

Lemma 19. Falls Py,q nicht als Minor in einem Graphen G enthalten ist, so hat G Baumtiefe
hochstens d.

Beweis. Fiir jede Zusammenhangskomponente von G fiithren wir einen Tiefendurch-
lauf durch und erzeugen so einen Wald F mit gewurzelten Teilbdaumen R; als Zusam-
menhangskomponenten. Da fiir alle i der Pfad P;,; nicht als Minor in R; enthalten
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ist, hat der im Tiefendurchlauf erzeugte Baum R; hochstens die Hohe d. F ist eine
Baumtiefenzerlegung der Tiefe hochstens d. Optimale Baumtiefenzerlegungen haben
daher Tiefe <d. Also gilt td(G) <d + 1. O

Definition 28. Seien 61' die starken Zusammenhangskomponenten eines gerichteten
Graphen G zyklische Rang r(a)) ist rekursiv wie folgt definiert:

0, falls 6 azyklisch, i.e. keinen gerichteten Kreis enthalt
1‘(5) =11+ mingey r(?}) -v), falls (_f genau eine starke ZHK bildet und |6| > 1.

—
max; r( G;), sonst.

Der zyklische Rang ist eine Verallgemeinerung der Baumtiefe auf gerichtete Gra-
phen. Auf jedem ungerichteten Graphen G sind starke ZHKn genau die gewohnlichen
ZHKn G;. Wir konnen G als als einen gerichteten Graphen G mit symmetrischer
Kantenrelation auffassen. Dieser ist genau dann azyklisch wenn jede ZHK von G nur
einen Knoten enthilt. In diesem Fall gilt r(E)) = 0; wahrend fiir die Baumtiefe von G
gilt td(G) = max; td(G;) = max; 1 = 1. Fiir Graphen der Form ((_3), sind die Definition

von r und s dariiber hinaus identisch. Es folgt:
Bemerkung 11. Fiir alle ungerichteten Graphen G gilt td(G) - 1 = r( (C_}))

Der Parameter Baumtiefe td wird eingesetzt um Farbbarkeitsprobleme auf diinn-

besetzten Graphen zu parametrisieren [67].

3.4 Degeneriertheit

Wir betrachten einen weiteren Parameter nach Lick und White [68] fiir diinn-besetzte
Graphen. Verschiedene Autoren ziehen unterschiedliche Mafse heran, um zu de-
finieren, wann eine Matrix diinn-besetzt ist [50]. Das Problem liegt darin defini-
toisch scharfe Grenzen zwischen den Begriffen ,,diinn” und , dicht”, sodass alle
Graphen abgedeckt sind und gleichzeitig Familien bekannter Graphen in der , richti-
gen” Graphklasse liegen. Im Rahmen dieser Arbeit ignorieren wir diese Zweiteilung’
und verlangen, dass fiir eine Familie diinn-besetzter Graphen F gelte: G = (V,E) € F,
impliziert |[E| € O(|V]).

Definition 29. Die Degeneriertheit eines Graphen G ist die kleinste natiirliche Zahl k,
sodass jeder nicht-leere Teilgraph H £ G mindestens einen Knoten mit Grad hochstens

k enthélt. Wir nennen G dann k-degeneriert.

Der selbe Parameter hat in der Literatur weitere Namen wie engl. ,, degeneracy”,
,linkage”, , coloring number + 1“, oder ,,d-core number”.

%in dichte und diinne Adjazenzmatrizen oder Dreiteilung in Graphen welche ,bounded-size”,
,nowhere-dense” und ,,somewhere-dense” sind [50]

zyklischer Rang

Familie
diinn-besetzter
Graphen

Degeneriertheit
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Beispiel 12.
¢ Planare Graphen sind 5-degeneriert.

¢ Baume sind 1-degeneriert, denn jeder nicht-leere induzierte Teilgraph ist ein
Baum oder Wald entweder nur isolierte Knoten mit Grad 0 oder es existieren
Blatter mit Grad 1.

Lemma 20. Sei G ein k-degenerierter Graph. Es gilt w(G) <k +1.

Beweis. Angenommen es existiere eine Clique C der Grofse k +2 in G. Die Clique
C ist zu sich selbst induzierter Teilgraph und alle Knoten in C haben Grad k + 1.
Widerspruch. ]

Die k-Degeneriertheit eines Graphen lédsst sich iiber ein Eliminationsschema cha-

rakterisieren:

Lemma 21. Ein Graph G = (V,E) ist k-degeneriert, genau dann wenn es ein Eliminati-
onsschema o der Knoten gibt, in der jeder Knoten v vor hochstens k seiner Nachbarn N(v)
liegt.

Beweis. Sei G k-degeneriert. Wir konstruieren ¢ indem wir wiederholt Knoten v wah-
len, die einen Grad < d haben und diese aus G eliminieren. Da alle induzierten
Teilgraphen nach Definition Degeneriertheit hochstens k haben, existiert ein solches v
in jedem Schritt. Offensichtlich sind zum Zeitpunkt der Elimination von v nur noch
hochstens k Nachbarn in G enthalten. ¢ listet die Knoten in der Reihenfolge ihrer
Elimination von G auf. Falls andersherum ¢ ein Eliminationsschema mit obiger Eigen-
schaft ist, dann gilt fiir jeden induzerten Teilgraphen G[W] zu einer Knotenteilmenge
W, Das o eingeschrankt auf die Knoten von W den gesuchten Knoten mit Grad < d

als Ersten im verbleibenden Eliminationsschema enthalt. O

Bemerkung 12 (NeSettil und Mendez [67, Proposition 3.2.]). Wir wihlen die Formulie-
rung des obigen Lemma aufgrund der vertrauten Terminologie. Analog konnen wir
beweisen, dass ein Graph G k-degeneriert, ist genau dann wenn G = (V, E) azyklisch
zu einem gerichteten Graphen G- (v, E)) orientiert werden kann, sodass fiir alle
Knoten v gilt deg™(v) <k

Das obige Resultat bleibt wahr, wenn wir in jedem Eliminationsschritt den Kno-

ten v minimalen Grades 6(G) auswéhlen [69]. Mit dieser Strategie konnen wir die
Degeneriertheit eines Graphen sehr einfach berechnen.

Algorithmus 4 (GREEDYDEGENERACY).
Eingabe: ungerichteter Graph G = (V,E)
Ausgabe: Eliminationsschema o, Degeneriertheit k
1: k< oo
2: while V # g do
3: k < min{d,é(G)}
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4: Wihle v beliebig aus { v | deg(v) =4(G) }
5: G« G-v
6: Fiige v am Ende von ¢ an.

7: return o,d

Lemma 22 (Batagelj und Zaversnik [69]). Der Algoithmus GREEDYDEGENERACY ist
korrekt. Es gilt DEGENERACY ¢ P.

Durch geschickte Wahl der Datenstrukturen kann dieser Algorithmus in linearer
Laufzeit tiber der Anzahl der Knoten implementiert werden [70].
Wie wir fiir diinn-besetzte Graphen erwarten, ist die Anzahl moglicher Cliquen

in k-degenerierten Graphen klein.

Lemma 23. Sei G ein k-degenerierter Graph. Dann hat G hichstens ( tfl)n Cliquen der
Grofe t. Die Anzahl der Cliquen insgesamt betrigt hochstens 25n und ist somit linear in n.

Beweis. Sei ein Eliminationsschema ¢ fiir G gegeben und C eine beliebig gewéhlte
t-Clique in G. Die Knoten von C in der Reihenfolge von ¢ sei v1,vy,...0;. Jeder
Knoten in ¢ kann potentiell eine ¢-Clique starten, wir haben also n Moglichkeiten
v zu wahlen. Aus den |[N(v1)| < k Positionen welche als Nachbarn in ¢ auf v;
folgen, miissen wir weitere t — 1 Positionen fiir die verbleibenden Knoten von C
beriicksichtigen. Hierfiir zéhlen wir (, 1{1) Moglichkeiten. Insgesamt ergibt sich die
Anzahl méglicher t-Cliquen zu héchstens dem Produkt ( :1)”' Als obere Schranke
fiir der Anzahl aller Cliquen erhalten wir

k+1

(koK
é‘(t_l)”‘”

Satz 21. Die Degeneriertheit eines Graphen G betrigt hochstens tw(G) bzw. pw(G)

Beweis. Falls ein Graph G die Baumweite bzw. Pfadweite hochstens k hat, dann ist
G ein partieller k-Baum. Der zugehorige k-Baum sei H. Da H chordal ist, existiert
ein perfektes Eliminationsschema o fiir H. Jeder Knoten v liegt in ¢ vor hochstens k
seiner Nachbarn, sowohl fiir H als auch G. Daher ist G hochstens k-degeneriert. Es
folgt die Aussage. O

Beispiel 13. Als Beispiel fiir einen FPT-Algorithmus fiir den Parameter Degeneriert-
heit betrachten wir eine Modifikation des Bron-Kerbosch-Algorithmus, welcher alle
maximalen Cliquen der Grapheninstanz G = (V,E) bei Aufruf BRONKERBOSCH-
P1voT1(G, (V,2,2)) produziert.

Algorithmus 5 (BRONKERBOSCHPIVOT). Eingabe: ungerichteter Graph G = (V,E),
Partition P, R, X einer Teilmenge von V
Ausgabe: alle maximalen Cliquen in G[Pu R u X]
1: if PUX = @ then
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»

Gebe die maximale Clique R zuriick.

: Wihle einen Knoten u € P u X als Pivot.

: forve P\N(u) do

BRONKERBOSCHPIVOT(Pn N(v),Ru{v}, XnN(v))
P < P\{v}

X<« Xu{v}

N L

Fiir die Korrektheit dieses Algorithmus siehe [71]. Schritt 3 reduziert die Anzahl
der rekursiven Aufrufe. Die Laufzeit dieses Algorithmus betrédgt schlechtestenfalls
O(3% ) und ist in klassischer Komplexitdtsanalyse optimal [72], unter der Annahme
P # NP. In jedem rekursiven Aufruf gibt der Algorithmus genau alle Cliquen in Pu X
aus, welche in G[Pu R u X] maximal sind. Die Menge R induziert zu jedem Zeitpunkt
eine Clique, welche aber nicht notwendigerweise maximal ist. Die Menge P u X
enthélt genau die Knoten, welche Nachbarn aller Knoten in R sind. Dabei enthélt P
solche Knoten die moglicherweise (engl. potentially) die R zu einer grofleren Clique
erweitern und X solche Knoten fiir die dies garantiert nicht der Fall ist (engl. exclude).
In der Scheife des Algorithmus wird fiir jeden Knoten v aus P tiberpriift, ob v zu R
oder zu X hinzugefiigt wird.

Eppstein, Loffler und Strash ersetzen den ersten Aufruf des Algorithmus durch
folgende Prozedur [70]:

Algorithmus 6 (BRONKERBOSCHDEGENERACY). Eingabe: ungerichteter Graph G =
(V,E), Eliminationsschema ¢, in der jeder Knoten v vor hochstens k seiner Nach-
barn N(v) liegt.

1: for v; in der Reihenfolge o = (v1,v,v3,...) do
2: P < N(v))n{vit1,...,00 }

3: X< N(vj)n{vy,...,0i1}

4: BRONKERBOSCHPIVOT(P,{ v; }, X)

Wir erinnern aus dem Grundlagenabschnitt 2.1.2, dass zu einem Eliminations-
schema ¢ jede maximale Clique welche v; enthilt auch in G[{ vy, ..., v; }] enthalten
sein muss. Der Algorithmus BRONKERBOSCHDEGENERACY nutzt genau diese Infor-
mation um die Knotenmenge V anhand von einem geeigneten Eliminationsschema
o in die Mengen P, R und X aufzuteilen. Um ¢ zu berechnen verwenden wir den
Algorithmus GREEDYDEGENERACY. Die Laufzeit des zugehorigen parametrisier-
ten Algorithmus ist in O( dns ) und hat Platzbedarf O(n ) [70]. Die Autoren zeigen
die Korrektheit und tiberpriifen das Resultat mit grofiem Erfolg experimentell auf
diinn-besetzten Graphen [70]. Der Algorithmus hat einen geringeren Platzbedarf als
vergleichbare Algorithmen zur Enumeration von maximalen Cliquen.

3.5 Cliquenweite

Wir haben gesehen, dass fiir einige NP-Schwere Probleme FPT-Algorithmen mit den
Parametern Baum- und Pfadweite konstruiert werden konnen. Wir mochten nun
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einen alternativen Typ von Zerlegungen betrachten. Wir ordnen diesen Zerlegungen
einen neuen Graphenparameter zu, den wir Cliquenweite cw(G) nennen. Aufierdem
werden wir Abschidtzungen zwischen Cliquenweite und anderen Graphenparametern
kennenlernen. Die Cliquenweite ist eine Alternative zu Baumweite fiir dicht-besetzte
Graphen, wie vollstindige und vollstandig bipartite Graphen.

Die Cliquenweite eines Graphen G wird iiber einen algebraischen Ausdruck defi-
niert, der Schrittweise angibt, wie ein Graph G konstruiert wird. Zur Konstruktion
des Graphen diirfen nur bestimmte Operationen verwendet werden. Konkret ver-
suchen wir den algebraischen Ausdruck so zu konstruieren, dass moglichst wenige
,Knotenlabel” benttigt werden. Das Konzept Cliquenweite mit seiner heutigen Bedeu-
tung wurde von Courcelle, Engelfriet und Rozenberg, im Rahmen von kontextfreien
Graphgrammatiken zur Manipulation von Hypergraphen eingefiihrt [73, Definition
5.5]. Die Autoren beobachteten spéter, dass falls eine Abfolge von Produktionen fiir
einen Graphen G bekannt ist, sich klassisch NP-schwere Probleme auf G effizienter
16sen lassen. Sie untersuchten diese Erkenntnis in [74] und fiihrten die heutige Ter-
minologie ein. Wir betrachten hier einige Resultate aus der Survay-Veroffentlichung
[75]. Eine sehr aktuelle Ubersicht zu Cliquenweite liefert [76], 2019.

Definition 30. Ein markierter Graph (engl. labeled graph) ist ein Tripel (V,E, ) «
G*, wobei (V,E) ein Graph und 7 eine Funktion V — {1,...k} ist. Wir sagen ein
Knoten v hat Markierung (engl. label) i. Wir notieren markierte Graphen mit einem
hochgestellten * und den zugehdrigen unmarkierten Graphen ohne °.

Definition 31. Sei G* = (V, E, v) ein markierter Graph, der rekursiv aus der Anwen-

dung folgender Operationen hervorgeht:

o, Konstruiere einen neuen markierten Graphen G* = (v, 3, {v ~ i}) welcher aus
genau einem bisher nicht verwendeten Knoten v besteht, der die Markierung i
erhalt.

@ Konstruiere aus zwei oder mehr markierten Graphen (G} ), mit G? = (V;, E;, ;) Vi,
einen neuen Graphen G durch die Bildung der disjunkten markierten Vereinigung

®G; = YV, WE, Um).

11;; Verbinde jeden Knoten mit Markierung i zu jedem Knoten mit Markierung j
wobei i # j.
pi;j Benenne die Markierung i zu j um.

Die Operation 7; ; erzeugt einen vollstdndig bipartiten Teilgraphen in G* zwischen
den Knoten mit Markierung i und solchen mit Markierung j. Wir benétigen stets
mindestens zwei unterschiedliche Markierungen, um eine Kante zu erzeugen.

Wenn wir k = n = |V| wahlen ist offensichtlich, dass wir jeden einfachen Gra-
phen durch obige Operationen konstruieren konnen. Wende hierzu zunéchst e;-

Operationen an, um alle Knoten zu erzeugen und anschliefend 7; ;-Operationen, um

markierter

Graph

disjunkte
markierte
Vereinigung
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jede einzelne Kante der vorgegebenen Kantenrelation zu rekonstruieren. Verwerfe an-
schlieffend alle Markierungen. Es stellt sich direkt die Frage wie viele unterschiedliche
Markierungen mindestens benétigt werden, um einen vorgegeben G zu rekonstruie-
ren.

Wir méchten nun markierte Graphen als algebraische Struktur (G*;e;, ®, 7,0 ),
mit den oben gegebenen Operationen als Interpretation'® zu den gleichnamigen inne-
ren Verkniipfungssymbolen, auffassen. Zu jedem einfachen Graphen G existiert ein
algebraischer Ausdruck, der angibt wie sich G mit diesen Operationen rekonstruieren
lasst.

Definition 32. Ein cw, k-Ausdruck ist ein Ausdruck iiber (G*;;, @, 17; , 0; ;), sodass
furalleiund jgilt: i <kAj<k.

Definition 33. Die Cliquenweite cw(G) eines markierten Graphen G ist die kleinste
natiirliche Zahl k sodass G durch einen cw, k-Ausdruck konstruiert wird.
Aus obiger Erldauterung entnehmen wir:

Bemerkung 13. Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt cw(G) < |V|. Fiir jeden Graphen G’

mit mindestens einer Kante gilt 2 < cw(G')

Wie im Abschnitt iiber Baumweite entwickeln wir hier cw, k-Ausdriicke und die
Cliquenweite zu einigen bekannten Graphen.

Beispiel 14. (i) Wir erhalten alle vollstiandig bipartiten Graphen K, ; bis auf Mar-
kierung durch den cw, 2-Ausdruck:

Kip=mp(en®.. 0000 ... e)

b mal a mal

(ii) Folgender rekursiver cw,2-Ausdruck konstruiert (bis auf Markierung) den
vollstindigen Graphen K;:

Kl _ .1 7 falls n= 0’
! p21(m21(e2@ K1) , fallsn > 1.

(iii) Wir erhalten den Pfad P, (bis auf Markierung) aus einem rekursiven cw, 3-
Ausdruck:

Py =

®) , falls n = 0,
032 (Pz,l (172,3(03 ®P,1))) ,fallsn>1.

(iv) Fir alle Kreise C,, mit n > 3 konstruieren wir zundchst einen Pfad der Lange
n -1 mit einem eindeutig markierten Startknoten und schlieffen den Kreis mit
der letzten #-Operation. Wir erhalten C, = A,(n) fiir folgenden rekursiven
cw, 4-Ausdruck A,;:

Da die Argumente von @ kommutativ und assoziativ sind kénnen wir diese Operation durch eine
zweistellige Operation @ reprasentieren.
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N1,3(e1 @ e3) Jfalls2 =k <n,
An(K) ={ 0a3(p32 (130 (00® An(k=1)))) , falls2 <k <n,
Ma(3a(es® Ay(k-1))) ,falls n = k.

Insbesondere fiir C5 und C konnen wir Markierungen sparen, da folgende
cw, 3-Ausdriicke ebenfalls C5 und Cg produzieren:

Cs=m3(e3@p31(n13(e3@ 02811 2(01@e3))))

Ce =123(03®p31(113(03@112(01 @ e2) B112(01 @ 02))))

Wir zeigen die Optimalitdt der ersten drei Konstruktionen.
Lemma 24. (i) Fiir vollstindig bipartite Graphen gilt: cw(K, ;) =2
(ii) Fiir vollstindige Graphen mit n > 2 gilt: cw(Ky) = 2.
(iii) Fiir Pfade mit n > 4 gilt: cw(P,) = 3.
Beweis. (i) Gilt nach Bemerkung 13.
(i) Ebenso.

(iii) Sein > 3. P; hat mindestens 4 Knoten. Wir zeigen, dass kein cw, 2-Ausdruck
existiert, der P; konstruiert. Angenommen es géibe einen solchen Ausdruck A.
Da wir mit der Operation e; hochstens einen neuen Knoten v mit Markierung
i erzeugen konnen, existiert ein cw,2-Teilausdruck B der einen Teilgraphen
Q°* c P; mit n -1 Knoten produziert und sich mit hochstens 2 = maxdp, (2)
neuen Kanten zu Py verbinden ldsst. Q°® hat mindestens 3 Knoten und hochstens
die zwei Markierungen i und j mit i # j. SchliefSlich miissen wir die Operation
17;j verwenden um v mit Q° zu verbinden. Es gilt A = ...o7;;0...0B. Wir
unterscheiden folgende Flle:

¢ Der Teilgraph Q° hat keine Knoten mit Markierung j, dann ist P; nicht
zusammenhdngend. Widerspruch.

¢ Der Teilgraph Q°® genau einen Knoten y mit Markierung j; also mindestens
zwei Knoten x und z mit Markierung i. Falls ein x, z-Pfad via y existiert,
so hat y in P; den Grad 3. Widerspruch. Andernfalls erhalten wir eine zu-
sdtzliche neue Kante xy oder yz. Die Operation 7; ; produziert mindestens

zwei neue Kanten. Dann enthilt P; einen Kreis. Widerspruch.

¢ Der Teilgraph Q® hat genau zwei Knoten y, z mit Markierung j also min-
destens einen Knoten x mit Markierung i. Der Widerspruch folgt analog.

Insgesamt folgt cw(P,) = 3 fiir n > 3.
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Folgende Resultate geben wir hier ohne Beweis:

Bemerkung 14 (siehe z.B. [77]).

2 ,fallsne{3,4}
(iv) Fir Kreise gilt: cw(C;,) =13 ,fallsne {5,6}

4 , sonst.
(v) Fur alle Baume T gilt cw(T) < 3.
(vi) Ein Graph H ist genau dann ein Co-Graph, wenn gilt cw(H) <2

Wir sehen, dass die Cliquenweite fiir einige sehr dichte Graphen wie vollstandige
und vollstandig bipartite Graphen sehr klein ist. Wahrend die Baumweite auf dichten
Graphen proportional mit der Grofse der Eingabeinstanz steigt, 1dsst sich die Cliquen-
weite auch auf manchen Familien dicht-besetzter Graphen beschrankten. Wir kénnen
den Zusammenhang zu Graphfamilien beschrankter Baumweite genauer fassen:

Lemma 25 (Courcelle, Makowsky und Rotics [74][Theorem 5.5]). Sei G ein einfacher
Graph. Es gilt cw(G) < 22%(6)+2 4 1

Lemma 26. Fiir allgemeine einfache Graphen G existiert keine Funktion f:IN — IN, sodass
tw(G) < f(cw(G)).

Beweis. Betrachte die Familie der vollstindigen Graphen. Es gilt cw(Ky) = 2, Vk.
Dabher ist f(cw(Kj)) < n fiir ein festes 1y € IN, jedoch ist die Baumweite vollstindiger
Graphen unbeschrankt. O

Bemerkung 15. Fiir allgemeine Graphen konnen wir die Baumweite nicht nach oben
durch einen Ausdruck iiber der Cliquenweite beschranken. Jedoch wird dies moglich,
wenn wir uns auf bestimmte Graphfamilien beschranken. Siehe auch [78].

Die Algebraische Struktur (G*;e;, ®,7;,0;;) erlaubt uns die Wirkung einzelner
Operationen auf die Cliquenweite zu untersuchen. Gurski bewies hierzu zahlreiche
Sétze [79]. Beispielsweise erlaubt folgendes Lemma die Cliquenweite auf Zusammen-
hangskomponenten oder die Partitionsklassen eines vollstandige bipartiten Graphen

zurilickzufiihren.

Lemma 27 (Gurski [79]). Seien zwei ungerichtete Graphen Gy und Gy gegeben. Die
Operation ® erzeuge den vollstindig bipartiten Graphen zwischen den Konten von Gp
und denen von Gy. Es gilt: cw(Gl @ G2) = max(cw(G1l),cw(G2)) cw(Gl ® G2) =
max(cw(G1l),cw(G2),2)

Die Cliquenweite iiber Manipulationen von Graphen, wie dem Hinzufiigen oder
Entfernen von Knoten und Kanten, Ersetzungen von Knoten durch Graphen, ge-
weissen Produkt- und Summenkonstruktionen, Unterteilungen von Kanten, usw. zu
untersuchen, ist wichtig um gute cw, k-Ausdriicke zu finden; Denn die Cliquenweite

scheint sich der effizienten algorithmischen Handhabung zu entziehen:
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3.5.1 Das Problem CLIQUEWIDTH

Das zu Cliquenweite gehorige Entscheidungsproblem lautet:

CLIQUEWIDTH
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k
Frage: Hat G Cliquenweite hochstens k?

CLIQUEWIDTH ist NP-vollstandig [80].

Es ist im allgemeinen NP-schwer Graphen der Cliquenweite k zu erkennen. Die
Einschrankung auf Graphen mit Cliquenweite k < 3 erlaubt einen deterministischen
Algorithmus mit polynomieller Laufzeit [81]. Von dem Entscheidungsproblem fiir
grofere feste Werte von k ist weder die Mitgliedschaft in Pnoch NP-schwere bekannt
[82, Fact 21]. Die Frage ist nun seit mehr als 20 Jahren bekannt und ungelost.

Im Jahr 2006 verdffentlichten Oum und Seymour einen Algorithmus, der fiir
Graphen der Cliquenweite hochstens k einen cw, 232 — 1-Ausdruck bestimmt. Der
Algorithmus arbeitet in Zeit O(n’log(n)) [83]. Durch diesen Algorithmus ist es
moglich Algorithmen fiir Graphen beschrankter Cliquenweite zu konstruieren, die
jedoch bereits auf kleinen Graphen hohe Laufzeiten aufweisen. Dabrowski, Johnson
und Paulusma stellen heute fest: ,Despite the usefulness of boundedness of clique-
width, our understanding of clique-width itself is still very limited.” Die Komplexitét
von CLIQUEWIDTH sei weiterhin selbst auf stark eingeschrankten Graphenfamilien

wie Intervallgraphen offen [76].

3.5.2 Algorithmen mit Parameter Cliquenweite

Ein méichtiges Werkzeug, um die durch Cliquenweite parametrisierte Komplexitat

von Entschiedungsproblemen zu zeigen ist:

Satz 22. (Courcelle, Makowsky und Rotics [74, Theorem 4],[82, Theorem 31]) Entscheidungs-
probleme und Zihlprobleme die durch eine Formel in monadischer Pridikatenlogik erster
Stufe ausgedriickt werden konnen, mit Quantoren iiber den Knoten, aber nicht iiber Kanten,
konnen auf jeder Klasse C durch ein festes k beschriinkter Cliquenweite in polynomieller Zeit
gelost werden, falls zusitzlich zu dem Graphen G ein cw, k-Ausdruck fiir G gegeben ist.

Courcelle, Makowsky und Rotics weisen darauf hin, dass dieses Theorem im
allgemeinen Fall keinen implementierbaren Algorithmus liefert [82]. Jedoch seien
auf eingeschrankten Graphfamilien, welche iiber das Vorkommen des Pfades P,
charakterisiert sind, praktisch ausfiihrbare Algorithmen moglich.

Das Problem DOMINATINGSET ist in linearer Zeit auf Graphen beschrankter
Cliquenweite 16sbar [44]. Weiter Beispiele fiir Entscheidungsprobleme die linea-
re FPT-Algorithmen auf Cliquenweite erlauben sind 3-COLOURABILITY [84] und
WEIGHTEDINDEPENDENTSET [44].
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3.6 Modulare Zerlegung und modulare Weite

Die , Cliquen-Zerlegung” in Abschnitt 3.5 durch cw, k-Ausdriicke ist eine Spezialisie-
rung des allgemeineren Begriffs der modularen Zerlegung. Modulare Zerlegungen
konnen aufserdem neben k-zusammenhédngenden Komponenten als weitere Moglich-
keit gesehen werden Zusammenhangskomponenten zu generalisieren.

Eine modulare Zerlegung definiert eine hierarchische Struktur iiber Knotenteil-
mengen eines Graphen G = (V, E). Die induzierten Teilgraphen {iber diesen Knoten-
teilmengen heilen Module'!.

Definition 34. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

* Der Teilgraph X = (W, F) € G ist heifst Modul , falls fiir jedes v € G - X gilt: ent-
weder v, w € F oder v, w ¢ F fiir jedes w ¢ W\{v}. Vorige Aussage ist dquivalent
dazu, dass fiir alle v € X gilt: Die Nachbarschaft N(v)\W ist fiir alle v identisch.

¢ Ein Modul M heifst maximal beziiglch eines Teilgraphen S € G, falls kein Ober-
graph von M, der Teilgraph von S ist, ein Modul bildet.

¢ Ein Modul M heifst stark falls es sich mit keinem anderen Modul N {iberschnei-
det, d.h. die Knotenmengen von M und N sind disjunkt oder M enthilt N
vollstindig oder wird von N enthalten.

G und G'? haben die selben Module, wie direkt aus der Symmetrie in der Defini-
tion erkennbar ist.

Anschaulich kénnen wir die Knoten eines Moduls nicht unterscheiden, wenn
wir lediglich eine ,,Sicht von AufSen” auf das Modul einnehmen, welches in dieser
Anschauung eine Black-Box ist; Das bedeutet, wenn wir alle Knotennamen vergessen,
konnen wir anhand aller Knoten aufSerhalb des Moduls nicht unterscheiden, ob im
Modul unterschiedliche, oder {iberhaupt mehr als ein Knoten enthalten sind.

Aus dieser Anschauung geht die Intuition hervor, dass viele Eigenschaften von X
bestimmt werden konnen ohne den gesamten Graphen G zu betrachten. X kann in
einer ndher zu bestimmenden Weise als unabhidngig vom Rest des Graphen gesehen
werden.

Jeder Graph G = (V, E) hat die trivialen Module (G[{v}], G[@]) fiir jedes v € V
und G selbst. An diesem Beispiel wird ebenso deutlich dass ein Modul andere Module
enthalten kann. Weitere Beispiele fiir Module von G sind die ZHKn von G und die
ZHKn von G. Falls zwei Module X und Y disjunkt voneinander sind, so gibt es fiir
ihre Beziehung zueinander genau zwei Moglichkeiten: Entweder alle Knoten aus X
sind vollstandig mit allen Knoten aus Y verbunden oder es gibt keine Kante zwischen
irgendeinem Paar x,y mit x € X und y € Y. Es wire also moglich diese Beziehung

M manche Autoren definieren Module als Knotenteilmenge. Mit der hier verwendeten Definition als

Teilgraph, sind direkt Begriffe wie ,,adjazent”, ,Nachbarschaft”, etc. sauber vererbt
12& bezeichnet den Komplementgraphen in dem die Rollen von non-Kanten und Kanten getauscht
sind.
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abstrakter mit nur einer Kante oder non-Kante in einem Graphen abzubilden, dessen
,,Beutel” die Module X und Y sind.

Eben diese Zerlegung wird vorgenommen, indem auf G = (V, E) eine modulare
Partition P bestimmt wird, welche aus disjunkten Knotenmengen geeigneter (star- modulare
ker) Module besteht und V tiberdeckt. Treu der algebraischen Notation kann nun Partition
ein Quotient G/P definiert werden welcher genau die Module als Aquivalenzklasse Quotient
beziiglich der Partition bildet. Ebenfalls aus der Algebra iibertrdagt sich die Kon-
vention die Module nunmehr in dem Kontext des Quotienten G/P als Faktoren zu Faktoren
bezeichnen. Fiir die einzelnen Faktoren konnen rekursiv weitere Quotienten gebildet
werden, bis schliefllich nur noch triviale Module vorkommen. Die algebraische Dar-
stellung von Modulen mithilfe der Quotientalgebra, liefert machtige Werkzeuge zur
Beweisfithrung in zugehorigen Sdtzen und Lemmata. Siehe hierzu [85], [86].

Die Verbindung zur bisher eingefiihrten Terminologie kann direkter durch folgen-
de konstruktive Definitionen hergestellt werden, die zu einer dquivalenten Definition
der modularen Zerlegung eines Graphen fiihrt. Wir gehen dazu den ,algebraischen
Weg" riickwirts und beschreiben'® wie wir Graphen durch die, zu den algebraischen

Quotienten, , inversen” Operationen konstruieren.

Definition 35. Seien G = (V,E) und G; = (V}, E;) Graphen, der rekursiv aus der
Anwendung folgender Operationen hervorgehen:

¢ Konstruiere einen neuen Graphen G = (v, @), welcher aus genau einem bisher
nicht verwendeten Knoten besteht. Dies ist ein Blatt im modularen Zerlegungs-
baum.

1t Konstruiere aus zwei oder mehr Graphen (G;), mit G; = (V;, E;) Vi, einen neuen

Graphen G durch die Bildung der disjunkten Vereinigung : disjunkte
Vereinigung

#Gi= ((YVi WE)

Im modularen Zerlegungsbaum korrespondiert diese Operation zu einem
,Parallel-Knoten” (ohne Kinder).

X Konstruiere aus zwei oder mehr Graphen (G;), mit G; = (V;, E;) Vi, einen neuen

Graphen durch die Bildung eines vollstindigen disjunkten Verbundes : vollstandiger
disjunkter
XGi=(HVi, WE u{vw | Vi,j:veVinweVi—>i%j}) Verbund
i i i

Dieser Knoten (ohne Kinder) heifst , Serien-Knoten” im modularen Zerlegungs-

baum von G.

H — G; Wir nennen diese Operation eine Substitution. Sei H = (W, F) ein beliebiger,
ungerichteter Graph mit Knotenmenge wy,...w; und G; = (V;, E;),1 <i <[ Gra-
phen, welche aus der Konstruktion dieser rekursiven Definition 35 hervorgehen.

13analog zur Konstruktion fiir Cliquenweite
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Der neu konstruierte Graph G hat Knotenmenge 4);.;¢; V; und Kantenmenge

LﬂEiu{vw|VwiwjeF:veVi/\wereii]’/\lsisjsl}
1

Wir erhalten G aus H, indem alle Knoten von H durch Graphen (G;), die
genau dann paarweise vollstindig verbunden sind, wenn die zum Paar (G;, G;)
gehorige Kante w;w; in H vorkommt. Im Zerlegungsbaum reprasentieren wir
diesen Konstruktionsschritt durch einen Knoten fiir die Substitutionsoperation
und Kinderknoten fiir die Teilzerlegungsbaume der G;.

Bemerke, dass alle Knoten des Zerlegungsbaums Ausdriicke iiber o, & und x
enthalten, wahrend die Substitutionsoperation durch Verzweigung des Baumes re-
prasentiert sind.

Definition 36. Der Parameter Modular-width mw(G) ist definiert als der Maximal-
grad des Baums zur einer optimalen modularen Zerlegung von G. Eine optimale
modulare Zerlegung hat minimalen Maximalgrad. Aquivalent ist dies die minimale
Anzahl [ iiber alle modularen Zerlegungen der Faktoren (G;) zur Substitutionsopera-
tion.

Wenn wir den Zerlegungsbaum zuschneiden'?, so bilden die Graphen in den
Blédttern eine Zerlegung von G, sodass alle Knoten von G in genau einem dieser
Graphen vorkommt. Dies sind genau die modularen Partition P der algebraischen
Terminologie. Die Substitutionsoperation ist die ,,inverse” Operation zu algebraischen
Quotientenbildung G/P. Im optimalen Fall ist P = (M, ..., M;) so gewdhlt, dass die
M; maximale starke Module sind. Wir nennen eine solche Partition maximal modular .

Durch die Operationen o, & und x kann genau die Familie der Co-Graphen kon-
struiert werden. Auf Co-Graphen konnen viele NP-schwere Probleme in linearer Zeit
gelost werden. Eine Eigenschaft die wir gerne ausnutzen. Die Substitutionsoperation
ist offensichtlich sehr méachtig, denn zusammen mit der Operation e kann jeder unge-
richtete Graphen (also auch jeder Co-Graphen) in einem Zerlegungsbaum der Tiefe 2
erzeugt werden. Dies entspricht in der algebraischen Sicht der Wahl, die einelementi-
gen Teilmengen von V'° als modulare Partition fiir die Quotientenbildung zu nutzen.
Jedoch ist die Tiefe der Zerlegung nicht mafigeblich sondern der Maximalgrad, wel-
cher in diesem Beispiel n wire. Dies ist im Allgemeinen keine niitzliche modulare
Zerlegung von G. Eine optimale Zerlegung wird daher die Operationen o, v und x so
haufig wie moglich verwenden, statt die Substitutionsoperation zu nutzen.

Uberraschender Weise verwenden wir die Substitutionsoperation unter dieser
Vorgabe genau dann, wenn die G; = M; maximale starke Module von G sind. L.e. die

maximale modulare Partitionen ist eindeutig in G (siehe z.B. [87]). Dies fiihrt uns auf

yyir kappen ganze Zweige oder bilden beliebige Vereinigungen der Knotenmengen welche in den

Operationen w oder x représentiert sind
15 genauer die zugehorigen Graphen, welche nur einen Knoten enthalten.
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die eindeutige modulare Zerlegung, welche erstmalig durch Gallai, 1967 beschrie-
ben wurde. Die oben genannte Definition, die wir leicht auf unsere Terminologie
angepasst haben ist dquivalent [43].

Dariiber hinaus kann die modulare Zerlegung eines Graphen in linearer Zeit
berechnet werden [86], also ebenso der Parameter mw(G).

In der letzten Dekade wurden verschiedene effiziente Algorithmen zu Entschei-
dungsproblemen mit Parameter mw entworfen. Diese Arbeiten mit dynamischer
Programmierung oder engl. ,integer linear programming” [43], [87]. Wir schliefsen
unsere Exploration der Graphenparameter im néchsten Abschnitt dadurch ab, zu

sehen warum mw ein interessanter Parameter fiir Graphenprobleme ist.

3.7 Uber die Beziehungen zwischen verschiedenen Graphen-

parametern

Um festzustellen welche Graphenparameter einander dhneln, kénnen wir diese ent-
sprechend ihrer Eigenschaft untersuchen, je auf bekannten Graphklassen beschrankt
oder unbeschréankt zu sein.

Gegeben zwei Graphenparameter p und q sagen wir p dominiert q, gdw. eine
Funktion f existiert, sodass YG: p(G) < f(q(G)). Beachte das f abgesehen von q(G)
keine weiteren Parameter, insb. nicht n = |V| oder m = |E|, als Argumente erhalt.

Beispiel 15. Wir betrachten die Graphenfamilie der Biume: Baumweite eines Baumes
durch 2 beschrénkt, jedoch kann die Pfadweite eines Baumes beliebig grof3 sein. Bei-
spielsweise gilt fiir die Familie der vollstindigen Binarbaume 5, dass pw(B;) =
oo, B; € B der Hohe d. Somit gilt pw dominiert nicht tw, denn

Vf:3Baum B: f(2) = f(tw(B)) < pw(B)

——

konstant
Falls q durch p dominiert wird, aber nicht andersherum, so sagen wir in diesem
Kontext. p ist der allgemeinere Parameter und q der speziellere Parameter. Falls fiir
eine gewisse Graphklasse C der Parameter q beschrankt ist (siehe Definition 13),
so ist fiir C auch der Parameter p via der Funktion f beschrankt. Wir driicken aus
Abschnitt 3.1 bekannte Resultate und unsere Beobachtung in Beispiel 15 in dieser

neuen Terminologie aus:

Korollar 12. Der Parameter Baumuweite tw ist allgemeiner als der Parameter Pfadweite
pw. Jede Graphenfamilie C mit beschriinkter Pfadweite hat auch beschrinkte Baumuweite.
Andererseits konnen wir jedes Problem, das mit dem Parameter Baumuweite in FPT liegt,

auch auf Graphen beschriinkter Pfadweite in FPT losen.

dominiert

allgemeinerer
Parameter
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Auf analoge Weise erhalten wir folgende Resultate:

Lemma 28. Der Parameter Degeneriertheit ist allgemeiner als der Parameter Baumuweite
tw. Jede Graphenfamilie C mit beschrinkter Baumuweite hat auch beschriinkte Degeneriertheit.
Andererseits konnen wir jedes Problem, das mit dem Parameter Degeneriertheit in FPT liegt,
auch auf Graphen beschrinkter Baumweite in FPT losen.

Beweis. Planare Graphen haben beschrankte Degeneriertheit, jedoch existieren Fami-
lien von planaren Graphen deren Baumweite nicht beschrankt ist. Beispielsweise sind
die quadratischen k x k-Gitter 5-degeneriert (Beispiel 12) aber haben Baumweite k
(Lemma 3). Andererseits konnen wir mit Satz 21 die Degeneriertheit durch die Baum-
weite beschranken. Also dominiert die Degeneriertheit eines Graphen die Baumweite

aber nicht andersherum. O

Korollar 13. Der Parameter Cliquenweite cw ist allgemeiner als der Parameter Baumuweite
tw. Jede Graphenfamilie C mit beschrinkter Baumweite hat auch beschrinkte Cliquenuweite.
Andererseits konnen wir jedes Problem das auf dem Parameter Cliquenweite polynomielle
Laufzeit hat auch auf Graphen beschriinkter Baumuweite in polynoieller Zeit ldsen.

Beweis. Die Familie der vollstindigen Graphen hat beschrankte Cliquenweite jedoch
nicht beschrankte Baumweite (Lemma 26). Jedoch kénnen wir die Cliquenweite
eines Graphen durch eine obere Schranke tiber der Baumweite beschranken (Lemma
25) O

Falls fiir zwei Parameter p und q sowohl gilt q dominiert p als auch p dominiert
q, dann sagen wir p und q sind dquivalente Parameter .

Satz 23 (z.B. [76]). Baumuweite tw und Zweigweite bw sind dquivalent.

Satz 24 (Oum, 2017 [88]; siehe auch [76]). Cliquenweite cw, modulare Weite mw, und

Ranguweite rw sind dquivalent.

Obwohl viele Fragen zur Komplexitit von Cliquenweite offen sind und wir bisher
nur geringen algorithmischen Nutzen aus diesem Parameter schopfen konnen, ist ist
die modulare Weite, welche mit zugehoriger Zerlegung in Pberechnet werden kann,

dquivalent.
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4 Algorithmische Konzepte fiir
Graphenparameter

Die Verwendung der oben eingefiihrten Zerlegungen ermdoglicht oft konstruktive Be-
weise fiir polynomielle Laufzeitschranken parametrisierter Algorithmen [89]. Jedoch
sind die konstanten Faktoren der Schranken meist so hoch, dass der Algorithmus
in der Praxis nicht genutzt werden kann. Wir konnen davon ausgehen, dass ein
Algorithmus, dessen Laufzeit bei grofsztigiger Prozessorleistung die Lebensdauer
unseres Sonnensystems iiberschreitet, nie ausgefiihrt wird. Wir mochten hier Ansét-
ze vorstellen, welche die Berechnung von Graphenparametern praktisch moglich
machen.

Ein theoretisch optimaler FPT-Algorithmus fiir Baumweite wurde bereits 1996
von Hans L. Bodlaender vorgestellt [27], ist jedoch aufgrund der hohen Konstanten
in der O-Notation fiir eine praktische Implementierung unbrauchbar.

Algorithmen aus konstruktiven Beweisen dienen der Einordnung von Problemen
in Komplexitidtsklassen. Mit den Beweisideen werden oft neue algorithmische An-
sdtze entwickelt, die zunédchst fiir Implementierungen ungeeignet scheint, jedoch
eventuell Jahre spéter ihren Weg in eine ausfiihrbare Software findet. Auch hdngt die
praktische Nutzbarkeit eines neuen Ansatzes auch vom Fortschritt in einem unabhéan-
gigen Fachgebiet ab: Mit den heute verfiigbaren SAT-Solvern kénnen mit einer ge-
eigneten Kodierung des jeweiligen Problems Instanzen beachtlicher Grofle praktisch
gelost werden. In den aktuellen Veroffentlichungen [90], [91], werden Kodierungen
fiir SAT vorgestellt. Kask & Lam verwendeten als Teilnehmer der PACE-Challenge
in 2016 einen SAT- basierten parallelisierten Algorithmus zur Approximationen
der Baumweite und gewannen knapp den 1. Platz vor einem Separator-basierten
Algorithmus [92]. In einer Verdffentlichung von 2019 berichten die Autoren von SAT-
Kodierungen fiir Baumtiefe Auch dynamische Programmierung wird als Ansatz zur
Berechnung von Baumzerlegungen verwendet. Die Arbeitsgruppe von Bodlaender
stellt die meisten Veroffentlichungen zu dynamischer Programmierung fiir Baum-
weite. Der DP-Algorithmus von Hiromu Ohtsuka & Hisao Tamaki [93] errang den 2.
Platz fiir exakte Baumweite [94] in PACE 2017. Fiir eine umfassende Einfithrung in
die dynamische Programmierung siehe [95].

Insgesammt kann sich herausstellen, dass Instanzen in der Praxis einfacher sind
als im allgemeinen Fall angenommen werden kann und dadurch die tatsdchlichen
Laufzeiten geringer sind als erwartet [89]. Welche Eigenschaften die praktischen
Instanzen ,einfacher” machen, ist wiederum Gegenstand der Forschung mit dem
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Ziel, die beobachtete kleine Laufzeit auch theoretisch zu garantieren.

Fiir die in diesem Kapitel erlduterten algorithmischen Konzepte verwenden wir
hauptsdchlich die Terminologie zum Parameter Baumweite. Viele Ansétze lassen
sich auf andere Graphenparameter, z.B. Zweigweite, iibertragen. In einigen Verof-
fentlichungen wird darauf hingewiesen das die vorgestellten algorithmischen Ideen
auch auf weitere Parameter tibertragbar sind. Insbesondere Seymour und Thomas
und die Arbeitsgruppen um Hans Bodlaender nehmen diese Beobachtungen mit
grofier Sorgfalt vor. Veroffentlichungen zu praktischen Implementierungen stellen
solche Verbindungen leider oft nicht her. Dies ist wohl dadurch zu erklédren, dass die
Theorie der parametrisierten Komplexitdt noch nicht als Standard dient oder schlicht
noch nicht bekannt war. Beispielsweise erkldaren Eppstein, Loffler und Strash, dass
zentrale Beobachtungen zu ihrer Forschung in [70] bereits zuvor gemacht, aber nicht
Parameter Degeneriertheit in Verbindung gebracht wurden.

4.1 Vorverarbeitung

Wir erwarten, dass die Laufzeit unserer Algorithmen fiir fast alle Eingaben mit de-
ren Grofle ansteigt. Um Laufzeit zu sparen, mochten wir, sofern moglich, unsere
Eingabeinstanz auf eine oder mehrere kleinere Instanzen des selben Problems abbil-
den. Dabei muss gewéhrleistet werden, dass sich das Resultat der Berechnung nicht
andert, oder wir schnell aus der Losung zu verkleinerten Instanzen eine Losung zur
urspriinglichen Instanz ableiten konnen. Neben dem pragmatischen Nutzen, erhalten
wir auch Einsichten, die uns dem theoretischen , Kern” des Problems niher brin-
gen. Die Bestimmung der , schweren” Instanzen des Entscheidungsproblems ist von
zentralem wissenschaftlichen Interesse; denn die C-schwere des Problems, fiir eine
Komplexitdtsklasse C, wird an der Existenz jener , schweren” Instanzen festgemacht.
Kleine ,,schwere” Instanzen sind eine Teilmenge jener, die nach der Vorverarbeitung
tibrig bleiben.

Zunichst konnen wir die Berechnung der Baumweite direkt abbrechen, falls der
Eingabegraph zu viele Kanten enthalt:

Lemma 29 (z.B. [55, Lemma 2.3]). Sei G = (V, E) ein Graph. Falls die Baumweite von G
hochstens k ist, dann gilt: |E| < k|V| - %k(k +1).

Um Baum und Pfadweite zu bestimmen ist es ausreichend alle Zusammenhangs-

komponenten einzeln zu betrachten.

Satz 25. Fiir jeden Graphen G = (V,E) gilt:
* Die Baumweite von G ist das Maximum der Baumuweite seiner ZHKn.
* Die Pfadweite von G ist das Maximum der Pfadweite seiner ZHKn.

* Die Baumweite von G ist das Maximum der Baumuweite seiner 2-zusammenhingenden

Komponenten.
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Beweis. * Da alle ZHKn Cj, mit 1 < h < z, Teilgraphen von G sind haben wir
tw(G) > tw(Cy) V h. Seien optimale Baumzerlegung (&}, (I, F,)) der Cj, der
Weite w), und geeignet benannter Knoten gegeben. Wir erhalten eine Baumzer-
legung (¥, &, (I, F)), indem wir z - 1 neue Kanten f}, ,,; hinzuftigen, die je
beliebige Knoten aus Ij und Ij,,1 verbinden. F ergibt sich zu U, F, u{ fy 41 | 1 <
h <z-1}und wirsetzen I = ¢y, [,. Dann ist (I, F) ein Baum. Da alle (X}, (I, F;))
optimale Baumzerlegungen sind ist (4, &y, (I, F)) eine Baumzerlegung zu G

der Weite max;, wj, und optimal.

* Analog, indem wir alle Pfade Ende an Ende verbinden durch z - 1 Kanten

verbinden.

¢ Wir konnen 0.B.d.A annehmen dass G 2-zusammenhidngende Komponenten
besitzt. Wir benutzen die Baumstruktur aus dem Beweis zu Satz 3 um eine
neue Baumzerlegung (X, T) fiir G zu konstruieren. Représentiere jede Kante
zwischen zwei benachbarten Artikulationspunkten durch einen Beutel aus zwei
Knoten und jede 2-zusammenhingende Komponente Z; durch eine optimale
Baumzerlegung fiir Z;. Es ist leicht zu tiberpriifen, dass alle Knoten und Kanten
tiberdeckt sind und fiir alle v die T, zusammenhdngende Teilbaume von T
bilden. Wir erhalten eine Baumdekomposition fiir G. Da gilt V i : tw(Z;) <

tw(G) = Weite(X, T) = max; tw(Z;) folgt die Aussage.
t

Ein analoges Resultat gilt fiir die Zweigweite [63].

Bemerkung 16. Da Baume beliebig grofse Pfadweite haben konnen, ist die Pfadweite
eines Graphen im Allgemeinen nicht gleich dem Maximum der Pfadweite seiner

2-zusammenhdngenden Komponenten.

Wir betrachten eine Sammlung an Reduktionsregeln auf Graphen mit dem Ziel
die Instanzgrofie zu verringern. Wir miissen in der Lage sein, den Einfluss der
Reduktionsregel auf den jeweiligen Graphenparameter exakt anzugeben. Um die
Verkleinerung der Probleminstanz durchzufiihren, benutzen wir auch hier Knotense-

paratoren.

Definition 37. Sei S ein Separator des Graphen G = (V, E) und seien (W;) die ZHK
des Graphen G - S. Wir verbinden im induzierten Graphen G[W; u S] die Teilmenge S
zu einer Clique. Den so konstruierten Graphen notieren wir mit G{[W; u S] + clique(S).
Der Separator S heif8t sicher fiir Baumuweite , falls tw(G) = max; tw(G[W; u S] +
clique(S)).

Die Intuition zu dieser Definition ist, solche Separatoren zu verwenden, deren
Ausnutzung die Weite der Baumzerlegung nicht erhoht. Grundsétzlich verkleinert
sich die Baumweite durch die Reduktionsregeln nicht:

Lemma 30 (Bodlaender und Koster [38, Lemma 5]). Fiir jeden Graphen G = (V, E) und
jeden Separator S ¢ V gilt: tw(G) < max; tw(G[W; u S|+ clique(S)), mit (W;) den ZHK
des Graphen G - S.

sicher fiir
Baumweite
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Eine Vorverarbeitung mit sicheren Separatoren ist exakt. Bei jeder Anwendung
einer Reduktionsregel wird der betrachtete Graph an einem sicheren Separator zer-
legt und durch zwei oder mehr kleinere Graphen reprasentiert. Die Losung des
Baumweiteproblems auf den kleineren Graphen ist dquivalent zur Losung des Baum-
weiteproblems auf dem urspriinglichen Graphen. Die Prozedur wird wiederholt, bis
in den kleineren Graphen keine sicheren Separatoren mehr gefunden werden. Manche
der verbleibenden Instanzen sind trivial. Die Vorverarbeitung ist abgeschlossen. Fiir
alle verbleibenden Graphen der Sammlung kénnen zum Beispiel Branch-and-Bound-

oder Approximationsalgorithmen zum Einsatz kommen.

Lemma 31 (Bodlaender und Koster [38, Theorem 17]). Sei S eine minimal separierende
Menge in G der Grife k, so dass G — S mindestens k ZHKn besitzt, dann ist S sicher fiir
Baumuweite.

Cook und Seymour definieren einen zu ,sicherer Separator fiir Baumweite” sehr
dhnlichen Begriff ,sichere Spaltung eines Knotens fiir Zweigweite”, um analoge

Resultate auf partiellen Zweigzerlegungen zu zeigen.

4.1.1 Cliquen und beinahe-Cliquen

Zur Bestimmung der Baumweite kann ein Graph ohne weiteres an bekannten Cliquen
zerlegt werden.

Lemma 32. Sei S ein Separator in G der eine Clique in G induziert. S ist sicher fiir Baum-
weite.

Beweis. Die Baumweite tw(G) ist mindestens die Baumweite eines beliebigen Teilgra-
phen von G. Mit Benennungen wie in Definition 37 und S = clique(S) folgt tw(G) >
tw(G[W; u S] +clique(S)). AuBlerdem gilt tw(G) < tw(G[W; u S] + clique(S)) nach
Lemma 30. O

Wir mochten nun dieses Lemma auf Minoren mit erhaltenen Knotennamen (Defi-

nition 19) von G erweitern die Cliquen sind.

Lemma 33 (Bodlaender und Koster [38, Lemma 11, Corollary 12]). Sei S ein Separator
in G = (V,E). Falls fiir jede ZHK W von G - S gilt, clique(S) ist Minor mit erhaltenen
Knotennamen von G — W. Dann ist S sicher fiir Baumuweite.

Definition 38. Die Knotenteilmenge S heifdt beinahe Clique, falls ein Knoten v in S

existiert, sodass S\{v} eine Clique ist. v heifit der nicht-Clique Knoten von S.

Satz 26. Sei S eine minimal separierende beinahe Clique in G. Dann ist S sicher fiir Baum-
weite.

Beweis. Sei S minimale separierende beinahe Clique in G mit nicht-Clique Knoten v.
Seien (W;) die ZHK des Graphen G — S. Wir betrachten nun die Graphen G[W; U S]:

Da S minimal separierend ist hat jeder Knoten aus S mindestens einen Nachbarn
in W;, so auch v. W; ist zusammenhéngend, also existieren Pfade von v zu Knoten
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w € S\{v} die abgesehen von v und w nur durch W; verlaufen. Wir kontrahieren alle
Knoten aus W; in den Knoten v. Der So entstehende Graph S’ ist Minor von G[W; u S].
Jeder w-v-Pfad wird zu einer Kante {v, w} in S’ kontrahiert. S’ ist eine Clique tiber der
Knotenmenge S die Minor von G[W; u S] ist. Die Aussage folgt mit Lemma 33. [J

4.1.2 Kleine Separatoren

Fiir ein festes kleines k konnen in polynomieller Laufzeit n®™M (}) ¢ O(n**©M)) kleine
Separatoren gesucht werden. Im folgenden werden minimal separierende Mengen

mit aufsteigender Grofie von 1 bis 4 beschrieben.
Korollar 14. Jede minimal separierende Menge der GrofSe 1 ist sicher fiir Baumuweite.

Beweis 1. Die Menge aller 2-zusammenhédngenden Komponenten von G besteht aus
induzierten Teilgraphen die sich gegenseitig genau in den Artikulationspunkten
(siehe Beispiel 2) von G tiberlappen. Zu jeder separierenden Mengen {s} der Grofie
1, ist s Artikulationspunkt. Die Zerlegung wie in Definition 37 ist sicher nach Satz
25. O

Beweis 2. Die Aussage folgt direkt aus Lemma 32. O
Korollar 15. Jede minimal separierende Menge der Grofse 2 ist sicher fiir Baumuweite.

Beweis. Ein minimal separierende Menge der Grofie 2 ist entweder Clique oder
beinahe Clique. Die Aussage folgt mit Lemma 32 oder Lemma 26. O

Satz 27 (Bodlaender und Koster [38, Corollary 12, Lemma 15, Theorem 16]). Sei S
eine separierende Menge der minimalen Grofie 3. Falls G — S mindestens zwei ZHK besitzt
und alle ZHKn mindestens zwei Knoten enthalten, dann ist S sicher fiir Baumuweite'.

Der Beweis gliedert sich durch mehrere Teilbehauptungen: Da S Separator mini-
maler Grofie ist, existieren in G keine Separatoren der Grofie 1 oder 2. Durch diese
Eigenschaft von G lasst sich zeigen, dass in jeder ZHK W von G - S ein Kreis C
existiert. Der Graph G[W u S] kann so kontrahiert werden, dass sich C zu einem Kreis
tiber den Knoten von S zusammenzieht. Ein Kreis der Grofe 3 ist eine Clique und so
folgt das Resultat mit Lemma 33.

Zuletzt haben wir folgenden Satz fiir minimal separierende Mengen S der Grofe
IS| = 4, von der zusitzlich verlangt wird, dass G[S] einen Stern als Teilgraphen
enthalt.

Satz 28 (Bodlaender und Koster [38, Theorem 18]). Sei S = {v,w, x,y } ein Separator
der Grofie 4 in G = (V,E), mit {{v,w},{v,x},{v,y} } € E. Sei v in keinem Separator der
Grofle 2 oder 3 enthalten. Falls jede Zusammenhangskomponente von G — S mindestens zwei
Knoten enthilt, dann ist S sicher fiir Baumuweite.

!Beachte, dass die Pramisse des Satzes gegeniiber den vorigen Korollaren verschirft ist. Wihrend
eine separierende Menge der minimalen Grofle 3 auch minimal separierend ist, so gilt die Umkehrung
im Allgemeinen nicht.
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Die wesentliche Idee des Beweises ist, den Graphen G — v zu betrachten und
durch die Menge { w, x,y } zu zerlegen. Fiir die ZHKn (X;) ergeben sich analog zu
Satz 27 Minoren der G[X; u {w, x,y }], die Cliquen sind. Wenn der Knoten v wieder
hinzugefiigt wird, ergibt sich ein Minor mit erhaltenen Knotennamen. Alle dafiir
notwendigen Kanten sind in der Pramisse des Satzes gefordert. Die Aussage folgt
mit Lemma 33.

4.1.3 Algorithmus zur Vorverarbeitung fiir Baumweite

Der Algorithmus besteht genau aus der Hintereinanderausfiihrung obiger Verein-
fachungsschritte [38]. Als interner Zustand des Algorithmus muss eine Menge von
Graphen M () gehalten werden. Den aktuellen Vorverarbeitungsschritt bezeichnen
wir mit j, beginnend bei 0. G ist der einzige in M(?) enthaltene Graph. In jedem Schritt
suchen wir sichere Separatoren fiir die einzelnen Graphen in M. Separatoren der
Grofie null existieren genau dann wenn der Graph nicht zusammenhéngend ist. Wir
ersetzen also in M zunédchst den Eingangsgraphen durch seine Zusammenhangskom-
ponenten. Ein Tiefendurchlauf realisiert dies in Zeit O(n + m). Entsprechend Korollar
14 suchen wir anschlieflend alle Artikulationspunkte in den Graphen Gl.(l) e M.
Wir erhalten diese indem wir alle 2-zusammenhédngenden Komponenten von allen
Graphen in M bestimmen [97, Lemma 5, Theorem 8]. Dies ist in linearer Zeit be-
ziiglich der einzelnen Graphen in M moglich [97, Theorem 7]. Falls in einem GZ.(D
eine Artikulationspunkte gefunden werden ersetzen wir diesen Graphen durch die
2-zusammenhédngenden Komponenten. Wir fahren mit der Suche nach separieren-
den Mengen der minimalen Grofse 3 fort und ersetzen Graphen in M entsprechend.
Sobald wir keinen sicheren Separator mehr finden ist die Bearbeitung abgeschlossen.
Wir 16sen oder approximieren die verbleibenden Instanzen nun durch einen anderen
Algorithmus zur Baumzerlegung. Schliefllich verwenden wir die Ersetzungsstruktur
tiber den Graphen von M um eine Baumzerlegung der Teillosungen zusammenzu-
setzen.

Eine Zusammenstellung weiterer Regeln zur Vereinfachung von Graphinstanzen
zum Baumweiteproblem findet sich in [98].

4.2 Separatoren

Wir greifen die Definition aus Abschnitt 2.1.4 wieder auf und zeigen zuerst einige
niitzliche Lemmata. Minimale Separatoren lassen sich in folgender Weise charakteri-

sieren:

Lemma 34. Sei S ein a, b-Separator eines Graphen G = (V,E). S ist minimaler Separator
genau dann, wenn zwei verschiedene ZHK von G — S existieren, sodass jeder Knoten aus S je
einen Nachbar in beiden Komponenten hat.

Beweis. Sei S minimaler a, b-Knotenseparator. S trenne die ZHK G[A] und G[B] mit
ae Aund b € B. Zu jedem Knoten s ¢ S existiert ein a, b-Pfad p via s, der durch keinen
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weiteren Knoten ¢ von S verlduft. Andernfalls konnen wir entweder s oder f und
eventuelle Zwischenknoten aus S entfernen um einen kleineren a, b-Separator zu
konstruieren. Im Widerspruch zur Minimalitdt von S. Also sind der Vorganger und
Nachfolger von s in p je Nachbarn aus G[A] und G[B].

Habe nun jeder Knoten in S je einen Nachbarn in den ZHK G[A] und G[B], mit
a € Aund b € B. Angenommen S wire nicht minimal, dann existiert ein Knoten x € S,
sodass S\x ein kleinerer Separator ist. Dann existiert jedoch ein a,b-Pfad via x im

Widerspruch dazu, dass S a, b-Separator ist. O
Eine dhnliche Charakterisierung existiert fiir minimal separierende Mengen:

Lemma 35. Sei S ein a, b-Separator eines zusammenhingenden Graphen G = (V,E). Die
Menge S ist minimal separierend genau dann, wenn jeder Knoten s € S einen Nachbarn in
jeder Zusammenhangskomponente von G hat.

Beweis. Sei S eine minimal separierende Menge. Der Graph G - S habe die ZHK
G[A],G[B],G[C],.... Da S nach Definition keinen kleineren Separator enthilt, ist S
minimaler Separator fiir alle Knotenpaare des Graphen G - S deren Komponenten
aus unterschiedlichen ZHK gewidhlt werden. Mit vorigem Lemma folgt die Aussage.

Andersherum habe nun jeder Knoten in S Nachbarn in allen ZHK von G - S.
Wenn wir fiir den Widerspruchsbeweis annehmen, dass ein s € S in mindestens
einer ZHK keinen Nachbarn besitzt, so folgt analog zum obigen Beweis, dass wir
einen minimalen Separator S — s konstruieren konnen. Im Widerspruch dazu, dass S

minimal separierende Menge ist. O

Satz 29 (Robertson und Seymour [20]). Sei G = (V, E) ein Graph der Baumuweite hochs-
tens k und W ¢ V. Dann existiert ein Separator S der GrdfSe hochstens k + 1, sodass jede
ZHK von G - S hichstens %|W| Knoten aus W enthiilt.

Korollar 16. In einem Graphen der Weite hochstens k existieren %, k +1, W-Separatoren.

Wir betrachten die von Amir in [33] dargestellten Algorithmen fiir %, k, W-Separatoren,
welche die Algorithmen von Robertson und Seymour [20] leicht verbessern.

Algorithmus 7 (FIND%BALANCEDPARTITION).

Eingabe: Graph G = (V, E), Knotenteilmenge W ¢ V, nattirliche Zahl k
Ausgabe: %, k, W-Separator S, separierte Knotenteilmengen A und B.
1: Rate eine Menge W; c¢ W mit [@1 Knoten und eine Menge W, c W\W; mit [‘BM]
Knoten.
2: Kopiere G’ < G. Vervollstindige W; und W, zu Cliquen in G’ und fiige zwei neue
Knoten wq und w, zu G’ hinzu. In G’ verbinde w; zu allen Knoten aus W; und
w» zu allen Knoten aus Ws.
3: Finde einen minimalen (w, w;)-Separator S.
4: if | X| < k then
5: Bilde Knotenteilmengen A und B aus den ZHKn von G - S
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6: return S, A, B
7. else
8: Ablehnen

Lemma 36 (Amir [33, Lemma 4.2]). Seien G = (V,E) ein einfacher Graph, k € N,
und W ¢ V der Grifle 3k + 2. Der Algorithmus FIND%BALANCEDPARTITION findet
einen %,k, W, falls dieser existiert und lehnt sonst ab. Der Algorithmus Arbeitet in Zeit
O( @tﬂw, |E| +k%,k)), falls ein Algorithmus gegeben ist, der einen minimalen (a,b)-
Separator in Zeit t(n,m, k) berechnet.

Die (a, b)-Separatoren berechnen wir tiber maximale Fliisse. FIND%BALANCEDPARTITION
ist ein Algorithmus wie verlangt in Voraussetzung 1. Falls FIND%BALANCEDPARTITION
ablehnt, so ist die Baumweite von G mindestens k + 1.

Korollar 17 (Robertson und Seymour [28]). Es existiert ein Algorithmus, der auf Eingabe
G =(V,E), W c V und k € N entweder die korrekte Ausgabe tw(G) > k produziert, oder
einen %, k + 1, W-Separator berechnet. Der Algorithmus liuft in Zeit O(3W.kO(1)-(n +

m)).

4.21 Approximation kleiner balancierter Separatoren

Wir betrachten den von Brandt und Wattenhofer 2019 vorgestellten Las Vegas Al-
gorithmus zur Approximation kleiner balancierter Knotenseparatoren gegeben [12].
Die Autoren zeigen fiir ein beliebiges Z <« < 1 und 0 < & < 1 - a: Falls der Graph
G einen minimalen a-Separator der Grofse K enthilt, so findet der Algorithmus

einen (« +¢)-Separator der Grofe O (e 1 K> 10g1+o(1)

n). Der Algorithmus lauft in Zeit
O(e1Km 10g2+°(1) n). Brandt und Wattenhofer argumentieren, dass balancierte Kno-
tenseparatoren zur Zerlegung von Graphen zum Zwecke der Parallelisierung besser
geeignet seien, als balancierte Kantenseparatoren. Insbesondere lassen sich Schranken
fir die Glite der Approximation nicht ohne Weiteres tibertragen, wenn ein Knotense-
parator aus einem approximierten Kantenseparator konstruiert wird. Fiir die Effizienz
der Gesamtberechnung ist entscheidend, dass die Laufzeit zur Berechnung des Kno-
tenschnitts sehr klein ist, da dieser Schritt nicht parallelisiert werden kann. Eine
polynomielle Laufzeit sei bereits nicht mehr akzeptabel [12]. Der vorgestellte Algo-
rithmus erzielt fiir Graphen mit minimalen Separatoren der Grofie O( polylog 1)
eine fast lineare Laufzeit, explizit in O(e~'m polylog n). Da K im Allgemeinen nicht
bekannt ist, wird dieser Parameter bei jeder fehlschlagenden Suche verdoppelt.

Feige, Hajiaghayi und Lee zeigen in ihrem Paper von 2005 eine polynomielle
Laufzeit fiir die Suche eines %-Separator mit Grofse K log% K, falls ein %-Separator
der Grofle K existiert [8]. In einer Veroffentlichung von 2008 prasentieren Feige,
Hajiaghayi und Lee einen randomisierten Algorithmus, der einen a-Separator der
Grofie k findet, es sei denn, der Graph enthilt einen kleineren (« + ¢)-Separator mit
Grofe strikt kleiner k. Dieser Algorithmus lauft in der Zeit n©(W2°®) Fiir k € O(logn)
ergibt sich also eine polynomielle Laufzeit.
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Zudem impliziert das Resultat von [8] folgende interessante Beobachtung. k sei die
Grofe eines minimalen a-Separators in G. Die einzige Moglichkeit eine NP-schwere
Instanz fiir das MINIMUMa-SEPARATORPROBLEM zu konstruieren, ist einen solchen
minimalen a-Separator unter anderen minimalen Separatoren des selben GraphenG

zu ,verbergen”, die zwar kleiner als k, aber weniger balanciert o + € sind.

4.2.2 Balancierte Knotenseparatorzahl

Ahnlich zur Cliquenzahl, welche die Kardinalitdt einer grofiten Clique in einem

Graphen G angibt, definieren wir die balancierte Knotenseparatorzahl.

Definition 39. Die balancierte Knotenseparatorzahl s(G) eines Graphen G ist defi-
niert als die kleinste Zahl k sodass jeder induzierte Teilgraph von G einen k-Separator
enthalt.

Satz 30 (Gruber [7, Lemma 4, Theorem 6, Corrolary 8]). Fiir jeden Graph G mit ba-
lancierter Knotenseparatorzahl s(G) und n Knoten gelten s(G) < tw(G) und r(G) <
s(G)-(1+log S(Lc))' Diese Schranken sind bestmoglich.

Korollar 18. Sei G ein ungerichteter Graph mit n Knoten und n > 2: Es gilt:

$(G) < w(G) < pu(G) < 1(G) < 5(G)- (1 +log )

4.3 Potentiell maximale Cliquen

Unser Interesse an Cliquen in chordalen Graphen ist durch folgenden Satz von Dirac
begriindet:

Satz 31 (Dirac [6], [31]). Ein Graph H ist trianguliert genau, dann wenn jeder minimale
Separator eine Clique in H ist.

Die folgenden Lemma geben Charakterisierungen minimaler Chordalisierung:

Lemma 37 (Rose, Tarjan und Lueker [99]). Sei H = (W, F) eine Chordalisierung des
Graphen G = (V,E). H ist eine minimale Chordalisierung von G, gdw. fiir alle Kanten
e € F\E der Graph H — e nicht chordal ist.

Eine potentiell maximale Clique eines Graphen G ist eine Knotenmenge, die eine
maximale Clique in einer minimalen Triangulation von G induziert. [46]. Minimale
Separatoren gruppieren sich im Graphen G dort, wo eine potentiell maximale Clique
nachgewiesen werden konnen. [46]. Wir konnen also potentielle maximale Cliquen
in exakten Algorithmen fiir Baumweite verwenden, um die Suche nach geeigneten
minimalen Separatoren fiir den Zerlegungsschritt einzuschréanken. Fiir Graphenfa-
milien, deren potentielle Cliquen in polynomieller Zeit aufgezahlt werden konnen,
kann die Baumweite in polynomieller Zeit berechnet werden. [46]

potentiell
maximale
Clique
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4.4 ,Branch and Bound” Algorithmen

Branch-and-Bound ist ein Meta-Verfahren zur Losung schwieriger Optimierungs- Pro-
bleme. Insbesondere solcher, deren zugehoriges Entscheidungsproblem NP-schwer
ist. In diesem Kapitel wird dargestellt, wie Branch-and-Bound zur Bestimmung der
exakten Baumweite eines Graphen genutzt wird.

Ein Branch-and-Bound Algorithmus verlduft in der Regel in zwei Phasen. In der
ersten Phase wird ein beliebiger, nicht notwendigerweise optimaler Losungskandidat
des Problems gesucht. Dieser kann je nach Problem sehr schnell konstruiert, durch
Tiefensuche im Suchraum gefunden werden oder als Ergebnis eines vorherigen Ap-
proximationsverfahrens vorliegen. Ein Maf3 tiber den Losungskandidaten dient zur
Bestimmung einer oberen Schranke fiir die Giite aller spater gefundenen Losungen.
Diese obere Schranke wird mit dem Maf3 des zuerst konstruierten Losungskandidaten
oder +oo global initialisiert.

In der zweiten Phase wird der Suchraum erneut betrachtet. Der , Branch”-Schritt
verkleinert den Suchraum, indem dieser in zwei oder mehr bestenfalls disjunkte
Suchrdaume geteilt wird. Fiir jeden gefundenen Teilsuchraum wird nacheinander
der , Bound”-Schritt ausgefiihrt: Fiir alle Instanzen des Suchraums wird eine untere
Schranke des Giitemafies bestimmt. Falls die berechnete untere Schranke die gespei-
cherte obere Schranke tibersteigt, kann der ganze Teilsuchraum verworfen werden,
da bereits ein besserer Losungskandidat bekannt ist, als jede Instanz in diesem Teil-
suchraum liefern wiirde. Andernfalls wird der Teilsuchraum weiter geteilt. Wird im
Verlauf des Verfahrens ein besserer Losungskandidat gefunden, so wird die globale
obere Schranke aktualisiert.

Das Verfahren kann als Baum visualisiert werden, der ausgehend vom Wurzel-
knoten, welcher den gesamten Suchraum représentiert, im Branch-Schritt durch Kind-
knoten erweitert wird. Der Bound-Schritt bewirkt, dass nicht oder teil-explorierte
Knoten weggeschnitten und nicht weiter betrachtet werden.

Die Laufzeit dieses Verfahrens hidngt stark von der Heuristik zur Bestimmung
einer unteren Schranke fiir das betrachtete Mafles ab. Wenn im Worst-Case der
Suchraum nicht durch gute untere Schranken beschnitten werden kann, degeneriert
das Verfahren zur vollstaindigen Enumeration des Suchraums, was in der Regel eine
exponentielle Laufzeit impliziert.

Gogate und Dechter stellen in ihrem Paper von 2012 einen Branch-and-Bound
Algorithmus zur Berechnung der Baumweite vor [48]. Der Suchraum wird durch
perfekte Eliminationsschemata modelliert, als Mafs dient die Baumweite der tiber
die Eliminationsschemata konstruierten chordalen Vervollstindigungen. Zur Bestim-
mung einer unteren Schranke auf der Baumweite verwenden die Autoren ihre eigene

Heuristik ,,minor-min-width”.
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5 Diskussion und Ausblick

Wir haben verschiedene Graphenparameter kennen gelernt, die sich zum Teil sehr
unterschiedlich verhalten. Es scheint gdngige Praxis eine numerische Grapheninva-
riante erst dann als Graphenparameter zu bezeichnen, wenn diese als Parameter
in einem Algorithmus im Sinne der parametrisierten Komplexitdt verwendet wird.
Die Anzahl bekannter Graphenparameter ist tiberschaubar; Vatshelle identifizierte
2012 in seiner Doktorarbeit zweiunddreifig verschiedene Graphenparameter [44],
wihrend wir wesentlich mehr Graphinvarianten zdhlen.

Die Degeneriertheit, maximaler Grad, Radius, Diameter eines Graphen sowie
viele weitere numerische Graphinvarianten kénnen in polynomieller Zeit bestimmt
werden. Sie werden in Graphenalgorithmen verwendet. Eine parametrisierte Kom-
plexitdtsanalyse wird nicht immer durchgefiihrt, weshalb gegentiber , worst-case”
optimalen Algorithmen beziiglich der klassischen Komplexitdt manchmal Verbesse-
rungen im Sinne der parametrisierten Komplexitat moglich sind, die zu kleineren
praktischen Laufzeiten fiihren (siehe [70]). Fiir Graphenalgorithmen wird oft die Lauf-
zeit beztiglich n = |V| und m = |E|, statt tiber die Lénge der Kodierung N, angegeben.
Es scheint niitzlich diese Konvention auch beziiglich weiterer Graphenparameter zu
verwenden, auch wenn dies nicht fiir die Mitgliedschaft in klassischen Komplexitats-
klassen insb. P relevant ist.

Ein Graphen kénnen in polynomieller Zeit auf Planaritit getestet werden '. Auf-
grund der praktischen Relevanz existieren sehr viele Graphenalgorithmen fiir die
Familie der planaren Graphen die wesentlich bessere Laufzeiten als Algorithmen fiir
allgemeine Graphen aufweisen. Eine mogliche wenn auch nicht erschopfende Erldu-
terung dieses Phdnomens ist die Feststellung, dass planare Graphen 5-degeneriert
und damit diinn-besetzt sind. Das bedeutet in Graphenalgorithmen miissen wir
wesentlich weniger Kanten betrachten, als dies fiir allgemeine Graphen der Fall ist.

Die Einfithrung der Parameter Baumweite und Zweigweite durch Robertson und
Seymour fiithrte uns zu den Graphenfamilien beschrankter Baum- und Zweigwei-
te die dhnlich wie planare Graphen gute algorithmische Eigenschaften aufweisen
und als Verallgemeinerung der Baiume, Serien-Parallelen-Graphen und Sterngraphen
aufgefasst werden konnen. Zum Teil sind diese Verallgemeinerungen bekannte gra-
phentheoretische Objekte wie k-Baume. Durch ihre Mitgliedschaft in FPT sind die
zugehorigen Entscheidungsprobleme mit vertretbarem Aufwand algorithmisch 16s-

bar, oder zumindest praktisch approximierbar. Genau wie planare Graphen kénnen

1beispielsweise mit Satz von Kuratowski und Satz von Wagner-Robertson-Seymour durch Minoren-
test auf K33 und K5 oder den Planaritétstest von Schnyder
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Graphen beschrankter Baum- und Zweigweite konnen ebenfalls durch das Verbot
bestimmter endlicher Mengen von Minoren charakterisiert werden. Insbesondere die
Zweigweite erweist sich als méachtiges algorithmisches Werkzeug fiir Algorithmen
auf Graphen welche auch planar sind, da PLANARBRANCHWIDTH € P. Zum Beispiel
fiir das bekannte Problem TSP [63]. Aber auch Baumweite kann fiir fast-planare Gra-
phinstanzen, die sich an der Topologie der Erde orientieren, wie Energie-, Schienen-
und Strafiennetze, ein geeigneter Parameter sein. Andererseits sind die planaren
Graphen weder in der Familie beschrankter Baum- noch Zweigweite enthalten, und
wir miissen hohe Parameterwerte fiir manche Graphen erwarten. Die Zerlegungen zu
beiden Algorithmen erlauben dynamische Programmierung als generischen Ansatz
zur Konzeption von Graphenalgorithmen. Fiir manche Entscheidungsprobleme kann
ein Baumalgorithmus, welcher das Problem eingeschrankt auf Baume 16st, relativ
direkt verallgemeinert werden. Wir haben dies am Beispiel WEIGHTEDINDEPENDENT-
SET gesehen. Fiir den zugehorigen Baumalgorithmus siehe [5, Kapitel 14]. Andere
graphentheoretische Begriffe (wie z.B. Cliquen) haben schlicht auf Biumen keine
nicht-triviale Bedeutung, weshalb fiir zugehorige Graphenprobleme vollig neue al-
gorithmische Ideen gesucht werden. Die Parameter Baumweite und Zweigweite
dominieren den Parameter Degeneriertheit. Wir haben festgestellt, das daher fiir
Graphen beschrankter Baum- und Zweigweite ¢ auch alle Algorithmen verwendet
werden konnen, die als Parameter beschrankte Degeneriertheit verlangen. Verwende
c als Schranke.

Kloks stellte fest, dass in jeder Graphenfamilie G, die abgeschlossen beziiglich
der Bildung von Minoren ist, fast jeder Graph mit n Knoten und > 1,18 n Kanten
nicht in G enthalten ist (Satz 12). Dieses Argument trifft sowohl auf planare Gra-
phen als auch auf Graphen beschrankter Baum- und Zweigweite zu. Die Parameter
Baum- und Zweigweite nehmen also nur auf Graphen aus Familien diinn-besetzter
Graphen durchgehend geringe Werte an. Zwar mag dies einerseits ein Indiz gegen
die weitreichende Anwendbarkeit dieser Parameter sein, andererseits haben wir
in vielen Anwendungsfeldern die Eigenschaft, dass nur Instanzen einer oft nicht
ndher bestimmten Familie von Graphen betrachtet werden. Es ist daher angemessen
zu lberpriifen, ob die fiir das betrachtete Graphenproblem ,,schweren” Graphin-
stanzen in der Praxis tiberhaupt vorkommen, oder ob die ,,worst-case” Laufzeit zu
pessimistisch angesetzt ist. Zwei Wege diese Frage zu beantworten sind die Fami-
lie der Eingabegraphen anhand der Anwendung genauer zu charakterisieren oder
algorithmische Experimente durchzufiihren, um schwere Graphinstanzen katego-
risch oder wenigstens empirisch auszuschliefSen. Ersterer Ansatz erfordert eine gute
Kenntnis von Graphenparametern und parametrisierter Analyse unter Informatikern,
die praktisch mit Graphenalgorithmen arbeiten. Fiir letzteren Ansatz sind grofie
Datensdtze mit im besten Fall bekannten Werten fiir gidngige Graphenparameter
niitzlich, um die tatsdchlichen Laufzeiten bekannter Algorithmen zu vergleichen.
Die Initiative ,Parameterized Algorithms and Computational Experiments” PACE
entwickelt solche Datensétze fiir Entscheidungsprobleme, die mit grofien Interesse
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im Forschungsfeld der parametrisierten Komplexitdt untersucht werden. AufSerdem
werden regelméfsig Implementierungs-Herausforderungen gestellt; mit dem Ziel
schnelle Algorithmen auf diesen Datensitzen zu finden. Die praktischen Algorith-
men finden wiederum Einzug in sehr spezialisierte Anwendungen und férdern auch
die theoretische Forschung. Zur Zeit existieren noch keine grofien Softwarepakete
mit parametrisierten Graphenalgorithmen, die fachfremden Entwicklern leichten
Zugriff auf die entwickelten Methoden geben. Oft auftretende hohe Konstanten in
der Abschitzung von Laufzeiten mittels O-Notation verlangen ebenfalls nach mehr
experimentellen Studien zu Implementierung von Algorithmen aus dem Forschungs-
gebiet der theoretischen Informatik.

Algorithmen zu Graphenparametern profitieren von einer ausfiihrlichen Vor- und
Nachbearbeitung, um Teile der Eingabeinstanz zu finden die sich (auch praktisch)
als ,Kern” des Problems herausstellen. Auch wenn sich die ,worst-case” Komple-
xitdt durch die Vorverarbeitung nicht verbessern sollte. Manchmal sind bereits die
Reduktionsregeln der Vorverarbeitung ausreichend um eine optimale Zerlegungen
beztiglich des Parameters zu finden [38].

Fiir dichte Graphen ist Baumweite oft kein geeigneter Parameter, da dicht-besetzte
Graphen verhiltnismafsig grofse Cliquen als Minoren enthalten, welche die Baumwei-
te asymptotisch schnell steigen lassen. Der Parameter Cliquenweite wurde mit Blick
auf dieses Problem vorgeschlagen und weist auch kleine Parameterwerte fiir Familien
dicht-besetzter Graphen auf. Leider konnen optimale Zerlegungen zum Parameter
cw von Graphen der Cliquenweite > 4 bisher nur mit hohem Zeitaufwand konstruiert
werden. Das Approximationsverfahren von Oum und Seymour, liefert ebenfalls nur
Laufzeit- und Giitegarantien, die fiir den Parameter Baumweite als nicht ausreichend
fiir die Praxis gelten wiirden. Entsprechend konnen wir Algorithmen mit einem
cw-Ausdruck als Parameter ungeachtet der Komplexitédtsklasse des entschiedenen
Problems nicht praktisch ausfiihren, da aktuell zu einem Graphen G der Cliquenweite
hochstens k kein cw, k-Ausdruck effizient berechnet werden kann. Neugierige Leser
konnen [76] zum aktuellen Stand der Cliquenweite-Forschung heranziehen.

Da die Forschung aber stark an Graphenparametern interessiert ist, die fiir dicht-
besetzte Graphen geringe Werte annehmen, wurden viele zu Cliquenweite verwandte
oder dquivalente Parameter vorgeschlagen, die im Umfang dieser Arbeit nicht ab-
gedeckt werden konnten. Einer dieser Parameter ist die modulare Weite. Dieser
wurde exemplarisch erldutert. Modulare Zerlegung sind schon lange bekannt. Die
modulare Weite wurde aber erst relativ kiirzlich als Parameter herangezogen. Die
modulare Weite eines Graphen kann in linearer Zeit bestimmt werden. Wir erhalten
aufserdem fiir jeden Graphen eine eindeutige Zerlegung mit einer Struktur, die sehr
gut algebraisch untersucht ist.

Es konnen Beziehungen zwischen verschiedenen Graphenparametern hergestellt,
die angeben wie ,allgemein” der Parameter verglichen mit anderen Parametern ist.
Eine sehr lesenswerte Vertiefung dieses Ansatzes gibt Vatshellein seiner Doktorarbeit
[44, Chapter 5]. Algorithmen parametrisiert durch einen spezielleren Parameter, wie
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etwa der Baumweite gegentiiber Degeneriertheit bzw. Cliquenweite, konnen genutzt
werden um dass selbe Problem iiber einer Familie begrenzter Degeneriertheit bzw.
Cliquenweite zu 16sen. Mit anderen Worten fiir Graphen aus Familien beschrankter
Degeneriertheit bzw. Cliquenweite ist das Entscheidungsproblem bereits durch einen
Algorithmus mit Parameter Baumweite theoretisch gelost. Praktisch niitzlich ist diese
Strategie im Allgemeinen nicht, da sich die Grofie des Parameterwertes in beliebi-
ger Groflenordnung d@ndern kann. Jedoch gewinnen wir die Intuition, dass durch
den Parameter Baumweite nicht weniger Entscheidungsprobleme parametrisiert
werden konnen als mindestens durch den spezielleren Parameter. Beispielsweise
wurde festgestellt, dass sich MAXCUT GRAPHCOLORING, HAMILTONIANCYCLE und
EDGEDOMINATINGSET parametrisiert durch Baumweite in FPT 16sen lassen, nicht
jedoch fiir den Parameter Cliquenweite in FPT gelost werden kdnnen, aufser es gilt
FPT = W[1] [100], [101].

Keine Arbeit, welche die Baumweite erwdhnt ist vollstindig ohne Bezug auf
den Satz von Courcelle, welcher besagt, dass jede Grapheigenschaft, die in einer
Variante der monadischen Pradikatenlogik erster Stufe, genannt MSO;, ausgedriickt
werden kann, auf Graphen beschrankter Baumweite in linearer Zeit entschieden wird.
Varianten dieses Satzes, und damit die FPT-Zugehorigkeit vieler Graphenprobleme,
wurden fiir einige gdangige Graphenparameter gezeigt wie cw, tw, bw, pw und td [44].
Hingegen existieren fiir andere Parameter p, wie beispielsweise die Degeneriertheit,
Entscheidungsprobleme mit Parameter p die sich nicht in MSO; definieren lassen
[44]. Eine Ausweitung der Grapheigenschaften auf solche die in MSO; definierbar
sind, fithrt dazu dass ein analoger Satz fiir cw gilt, die spezielleren Parameter tw,
bw, pw und td jedoch weiterhin ausreichend sind um die Eigenschaft zu entscheiden
[44].

Die Beobachtung dass Baumweite fiir manche Entscheidungsproblem als ,zu
speziell” und Cliquenweite ,,zu allgemein” wire, erdffnet die Suche nach Parametern
,zwischen” oder ,abseits von” Baum und Zweigweite. Eine solcher Vorstof: gelang
Saether und Telle 2016 mit einem neuen Parameter sm, der wiederum auf die Arbeit
von Vatshelle zu einem Parameter zuriickgeht, der {iber maximale Matchings definiert
ist. Es ist wahrscheinlich, dass weitere dhnliche Parameter vorgeschlagen werden,
tiir welche die Frage nach exakten Algorithmen, Approximierbarkeit und Giite der
Approximierungen beantwortet werden miissen, um praktische Implementierungen
zu ermoglichen.

Einige Graphenparameter lassen sich auf Hypergraphen definieren oder wurden
bereits urspriinglich auf Hypergraphen definiert. Eine Forschungsgruppe an der
Technischen Universitdt Wien untersuchte Verallgemeinerungen von Graphenpa-
rametern auf Hypergraphen (siehe z.B. [103]) welche natiirliche Anwendungen in
verschiedenen NP-vollstandigen Problemen haben, die in der praktischen Informatik
von Interesse sind, wie Constraint-Satisfaction-Probleme und Query-Probleme der
Datenbanktheorie [104], [105]. In ihrer Veroffentlichung von 2018 verlassen Jeong,
Kim und Oum die Graphentheorie vollstindig und Verallgemeinern die Bestimmung
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verschiedener Graphenparameter und Zerlegungen zu einem Schnittproblem {tiber
gewissen Teilrdumen eines endlich-dimensionalen Vektorraums iiber wiederum ver-
schiedenen endlichen Kérpern FF. Sie zeigen, dass in ihrem Modell und einigen Spezia-
lisierungen die Probleme BRANCHWIDTH, RANKWIDTH, und CARVINGWIDTH in der
asymptotisch selben Laufzeit gelost werden konnen wie der Laufzeit kompetitiver
Algorithmen. Diese Fortschritte werfen die Frage auf, ob alle ,Graphen”-Parameter
gleichermafsen gut in der Graphentheorie angesiedelt sind, oder eine allgemeinere
Modellierung auf einer anderen Algebra passender wire.

Ein Ansatz Graphenzerlegungen sehr allgemein zu untersuchen ist, sogenannte
H-Dekompositionen zu betrachten. Das zugehorige Entscheidungsproblem fragt, ob
ein Graph als eine Kanten-disjunkte Vereinigung von Graphen dargestellt werden
kann, welche zu H isomorph sind. Das Forschungsfeld hat eine lange Tradition in
der Graphentheorie und es stellen sich viele offene Fragen zu Komplexitat dieses
und dhnlicher Probleme Cohen und Tarsi [107]. Die parametrisierte Analyse dieser
Probleme konnte Gegenstand neuer Forschung sein.

Fiir planare Graphen konnen Zerlegungen entwickelt werden, die sich starker an
der Topologie einer Einbettung orientieren. Als Beispiel dienen die Veroffentlichung
von Dorn, Penninkx, Bodlaender u.a. [108] und Anhang A.1. Die Kombinations-
moglichkeiten von Graphenfamilien eines beschrankten Graphenparameters, fiir die
zusdtzliche Grapheigenschaften gelten, wie Planaritit, Perfektion, usw., sind sehr
zahlreich. Informiert durch Fragestellungen der praktischen Informatik, werden in
diesen Forschungsfeldern Algorithmen, Optimierungen und Zerlegungen entwickelt,
die moglicherweise andere Begriffe verwenden und daher erst mit der Zeit zusam-
mengetragen werden. Angenommen die Komplexitit des jeweiligen Problems kénnte
durch den Satz von Courcelle beantwortet werden; so sind die entwickleten algo-
rithmischen Methoden dennoch unverzichtbar, um Implementierungen mit geringer
praktischer Laufzeit zu finden.

Die theoretischen Resultate legt in vielen Forschungsfeldern der parametrisierten
Komplexitat Mafsstdbe fiir die Laufzeit, die praktische Implementierungen nur sel-
ten erreichen. Erkldarungen hierfiir konnen einerseits in moglichen Schwéchen der
O-Notation liegen, andererseits ist es fiihr das theoretische Forschungsprogramm
nicht notwendig, sich auf ausfiihrbare Algorithmen zu beschréanken. Dies bewirkt
dass viele der betrachteten Algorithmen potentiell nie vollstandig entwickelt wer-
den. Aus praktischen Interessen und der Beobachtung das Implementierungen neue
Forschungsansatze und Korrekturen vorheriger Veroffentlichungen beitragen [109],
werden zunehmend experimentelle Studien konkreter Implementierungen durchge-
fiihrt und gegeneinander verglichen [33], [34], [38], [70], [110]-[112]. Implementierun-
gen konnen ebenfalls genutzt werden um Konstanten im Algorithmus empirisch zu
optimieren [63]. Fiir das Forschungsfeld der parametrisierten Komplexitat wurden
zu einigen der hier dargestellten Graphenparameter Wettbewerbe im Format PACE

ausgetragen [92], [94], die nun regelmafSig fortgesetzt werden.
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A Verwandte Graphzerlegungen

Im Umfang einer Masterarbeit konnen nicht alle aufkommenden Themen auch nur
ansatzweise vollstindig dargestellt werden. Dieser Anhang beschreibt kurz zwei
weitere Zerlegungsmethoden fiir Graphen abseits des ,roten Fadens” dieser Arbeit,

die dennoch erwidhnt werden mogen.

A1 2-und 3-zusammenhingende Komponenten und SPQR-

Baume

Hopcroft & Tarjan’s Algorithmus fiir 2-zusammenhangende Komponenten [113] parti-
tioniert einen Graph in zusammenhédngende Komponenten, zwei-zusammenhédngende
Komponenten und einfache Pfade in Platz und Zeit O(max|V/|,|E|). Details konnen
in [113] nachgelesen werden. Ein dhnlicher Algorithmus verfeinert das Resultat
indem in den 2-zusammenhdngenden auch 3-zusammenhidngende Komponenten
identifiziert werden. Der Algorithmus zur Bestimmung drei-zusammenhéngender
Komponenten eines Graphen geht ebenfalls auf Hopcroft und Tarjan zurtick und
wird ausfiihrlich in [114] beschrieben. Uber den so gefundenen Teilgraphen konnen
wir SPQR-Baume definieren, die beschrieben wie der urspriingliche Graph aus den
3-zusammenhidngenden Komponenten zusammengebaut werden kann. Baumzerle-
gungen konnen als Verallgemeinerung der SPQR-Zerlegungen aufgefasst werden.

SPQR-Bdume haben viele Anwendungen im Zusammenhang mit planaren und
fast planaren Graphen. Die Knoten eines SPQR-Baums sind die < 3-zusammenhéangenden
Komponenten eines ungerichteten, 2-zusammenhédngenden Multigraphen G. Die
< 3-zusammenhdngenden Komponenten tiberlappen sich in sogenannten separie-
renden Paaren von G. Separierende Paare bestehen je aus zwei Knoten v und w. In
unserer bisherigen Terminologie ist { v, w } ein Knotenseparator der Grofle 2 und
auflerdem minimal separierende Menge, da 2-zusammenhéangende Graphen nach
Definition keine Artikulationspunkte enthalten. Die Kante {v, w}, welche nicht not-
wendigerweise zu G gehort und deshalb als , virtuell” bezweichnet wird, separiert
zwei benachbarte 3-zusammenhédngende Komponenten im eindeutigen SPQR-Baum
von G. Wir erinnern daran, dass ein Separator der Grofse 2 den Graphen in maximal
zwei ZHK trennt, also hier genau zwei Komponenten trennt.

Gutwenger und Mutzel entdeckten 2001 einige Fehler in Hopcroft und Tarjan’s
Algorithmus, korrigierten diese und zeigten wie durch kleine Modifikationen die
in theoretischen Arbeiten oft vorausgesetzte SPQR-Zerlegung tatsdchlich berechnet
werden kann. Fiir genauere Informationen und Korrektheitsbeweise siehe [109], [114].
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A.2 Cliqueiiberdeckung CLIQUECOVER

Eines von Karp’s 21 NP-vollstindigen Problemen ist ebenfalls mit einer, besonderen
Partition der Knoten eines ungerichteten Graphen G = (V, E) befasst. Eine Cliquetiber-
deckung ist eine Partition der Knotenmenge V durch Knotenteilmengen C; ¢ V, die
Cliquen in G sind. Das zugehorige Entscheidungsproblem fragt, ob eine Cliquentiber-
deckung mit k Cliquen hat. Das minimale k= fiir welche eine Cliquentiberdeckung
moglich ist heifit Cliqueniiberdeckungszahl.

Eine Cliqueniiberdeckung kann aus einer optimalen Farbung des Komplement-
graphen von G konstruiert werden. Die Farbklassen im Komplementgraphen G
bilden je eine Clique in der zugehorigen Cliquetiberdeckung von G.

Im Unterschied zu den hier betrachteten Zerlegungen sind in einer Knoteniiber-
deckung zu einem nicht vollstindigen Graphen G nicht alle Kanten von G durch
Cliqune tiberdeckt. Das heift es gibt Kanten in G deren Endpunkte in unterschiedli-
chen Knoten einer Uberdeckung liegen.

Espelage, Gurski und Wanke bewiesen 2001, dass eine optimale Knotentiber-
deckung von G fiir Graphen mit beschrankter Cliquen-Weite in polynomieller Zeit
gefunden werden [17] kann. CLIQUECOVER ist damit FPT fiir den Parameter Cliquen-
weite. Neben Cliquetiberdeckungen zeigen die Autoren ebenfalls die Mitgliedschaft
in FPT der Entscheidungsprobleme zu Uberdeckungen durch Dreiecke!, vollstindig
bipartiter Graphen, Hamiltonscher Pfade, sowie einiger weiterer Uberdeckungen,
die dhnlichem Sinne wie oben eine Uberdeckung des Graphen G durch Einbettung
gleichartiger Graphen vornehmen [17].

1C3 bzw. Kj heifit Dreiecksgraph
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B Ausgabe, Export, Layout

B.1 TikZ

Die zur Zeit der Bearbeitung aktuelle TikZ Version ist 3.1.5b.
In diesem Abschnitt wird kurz die erstellung von Graphendarstellungen mit TikZ
erklart.

B.1.1 Stile

Mit dem Befehl \tikzstyle{every node} kann das Aussehen aller Knoten in nach-

folgenden {tikzpicture}-Umgebungen verdndert werden.

Beispiel 16. \tikzstyle{every node}=[circle, draw, fill=black!50,
inner sep=Opt, minimum width=4pt]
Die obige Stildefinition besagt, dass jeder als ausgefiillter grauer Kreis mit grofle
mitdestens 4pt dargestellt wird.

\tikzstyle{every graph} setzt Stildefinitionen die vor Auswertung der Optio-
nen und der Ausfiithrung jedes Befehls \graph angewendet werden.

B.1.2 Die TikZ Bibliothek ,, graphs”

Um die exportierten Graphendarstellungen in einer .tex -Datei zu benutzen muss
in der Praambel des Dokuments \usepackage{tikz} angegeben werden. Die Biblio-
thek graphs wird verwendet um einfache Knoten-Kanten-Diagramme zu erzeugen.
In einer LateX Umgebung kann sie mit dem Befehl \usetikzlibrary{graphs} gela-
den werden.

Beispiel 17.

A—B—C
\ / \tikz \graph { A -> {B, D} -> C };
D

graph setzt rekursiv den Gesamtgraph aus kleineren Graphen zusammen. Die
Graphspezifikation wird in low-level Befehle wie node oder edge {ibersetzt. Knoten
sind normale TikZ nodes und Kanten normale TikZ lines. Das heifdt Stildefinitionen
sind auch fiir Darstellungen giiltig, die mit dem Befehl graph erzeugt wurden.

Die Graphspezifikation erfolgt in einer Sprache dhnlich zu dot von GraphViz
und ist typischerweise sehr kurz im Vergleich dazu, Knoten und Kanten einzeln zu
definieren.
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Die Bibliothek graphs.standard enthdlt Makros fiir einige sehr haufig benotigte
Graphen.

Knoten kénnen konzeptuell , gefdarbt” werden um an spéterer Stelle die gefarbte
Knotenmenge zu referenzieren. Verwende die Option [nodes=red] um allen Knoten
der folgenden Gruppe rot zu farben. Farbungen werden nicht gezeichnet. Sie diehnen
nur der Benennung der Knotenmenge.

Kanten konnen mit der Option [edge label=e] mit dem Label ,e” versehen
werden. edge label’ erzeugt ein Label auf der gegeniiberliegenden Seite.

Optionen konnen sowohl auf Gruppen als auch auf einzelnen Knoten gesetzt
werden.

Um Kanten zu spezifizieren wird eine der folgenden Zeichenfolgen in Infix-
Notation verwendet: ->, -, <-, <->, -!- Letztere kann genutzt werden um
eine exisiterende Kante zu entfernen. Kantenspezifikationen erlauben Optionen. So
kann beispielsweise ein Verbindungsalgorithmus fiir die Knotengruppen links und
rechts des Infix-Operators gewdhlt werden. [complete bipartite] erzeugtetwa
einen bipatiten Teilgraphen. Die verschiedenen Infix-Operatoren fiihren zu folgender
Darstellung

a—b
c—d
e—f
&+ h
i J

Um Knoten zu spezifizieren werden entweder Knotengruppen angegen, neue
Knoten durch eine Zeichenkette definiert oder existierende Knoten durch Klamme-
rung ( ) referenziert. Neue Knoten starten mit Namen; weiterer Text kann nach
einem Schrégstrich / folgen. Die Option [fresh nodes] bewirkt, dass alle Knoten
in der Gruppenspezifikation neu erzeugt werden auch wenn existierende Knoten
den selben Namen fiihren.

Die Option [math nodes, nodes={circle, draw}] erzeugtumrandete Knoten
deren Namen als Knoten-Label in der Umgebung {math} gesetzt werden. Die Option

as tiiberschreibt jeglichen Text, der durch von PGF/TikZ fiir einen Knoten ermittelt

wurde. E.g. a [as=$x$] wird gezeichnet als x
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