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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit S. 217-266 des Kapitels ,,Horn-Logik” aus dem Werk
»Aussagenlogik: Deduktion und Algorithmen” von Hans Kleine Biining und Theodor
Lettmann (Stuttgart, 1994). Ausgelassen wurde Unterkapitel 5.5 , Reduktion von Horn-
Formeln” (S. 257-263). ,,Aussagenlogik: Deduktion und Algorithmen” ist ein Standard-
werk aus der Reihe ,Leitfiden und Monographien der Informatik”, welches den neuesten
Stand der Wissenschaft wiedergibt.

Dabei soll der Fokus dieser Arbeit darauf liegen, die bereits gewonnenen Erkenntnisse
konzise zusammenzufassen, um fachlich Interessierten und Studierenden einen leichteren
Zugang zu ermoglichen. Dafiir sind viele der im Original mit mathematischen Symbolen
abgekiirzten Definitionen und Satze in FlieStext tibersetzt worden, aufler wenn es sich
aufgrund von moglichen Unschérfen bei der Prézision nicht angeboten hat. Auflerdem
wurden einige Beweise und Passagen verkiirzt, entfernt oder angepasst und Beispiele hin-
zugefligt. Auch wurden an einigen Stellen Grafiken zusammengefasst oder neu ergénzt,
um Sachverhalte besser darzustellen und Zusammenhénge zwischen einzelnen Erkennt-
nissen herzustellen.

Zuerst werden dabei grundlegende Aussagen iiber Horn-Formeln erbracht. In Kapitel
2 wird das Verfahren der Umbenennung vorgestellt werden, um z.B. Formeln in kon-
junktiver Normalform zu Horn-Formeln umzubenennen, wofiir ein linearer Algorithmus
vorgestellt wird. Anschlieend werden Resolutionsverfahren vorgestellt, um zu einem
effizienten Verfahren fiir das Suchen einer erfiillenden Belegung fiir Horn-Formeln zu
gelangen. In Kapitel 3 wird das Problem der Unique-Satisfiability fiir Horn-Formeln
vorgestellt und ein nahezu linearer Algorithmus konstruiert. Schliellich wird in Kapi-
tel 5 mit Aquivalenzproblemen fiir Horn-Formeln abgeschlossen, fiir die ebenfalls ein
Algorithmus vorgestellt wird.

Anwendungsgebiete der Horn-Logik finden sich beispielsweise in der Graphentheorie,
wie auch im Vorgehen des Algorithmus aus Kapitel 4 ablesbar ist. In Kapitel 3 wird
zudem herausgestellt, dass sich fiir Horn-Formeln erfiillende Belegungen effizienter finden
lassen, als dies fiir Formeln in konjunktiver Normalform der Fall wére.



1 Grundlagen

Nachfolgendes Kapitel richtet sich inhaltlich nach dem Kapitel ,,Horn-Logik” und ,,Grund-
lagen”, auBer es ist entsprechend markiert (JKL94, vgl. S. 217-220]).

Zuerst seien einige grundlegenden Definitionen zu Klassen aussagenlogischer Formeln
sowie deren Klauseln genannt:

Definition 1.1 (Konjunktive Normalform) FEine aussagenlogische Formel o in konjunk-
tiver Normalform besteht aus Klauseln «; fiir 1 < i < m in selbiger Form. Dabei weisen
Klauseln die folgende Struktur fiir Literale X auf: (X1 V...V X,,). Fine Formel setzt sich
nun wiederum aus den einzelnen Klauseln folgendermaflen zusammen: a = (o A...Auy,).
Nachfolgend wird die Klasse der Formeln in konjunktiver Normalform mit ,KNF” ab-
gekiirzt. AufSerdem konnen Formeln aus KNF der Einfachheit halber in Mengenschreib-
weise dargestellt werden, d.h. eine Formel o = (X1 V ... VX ) A A (X1 V.. VX))
kann auch als o = {{X1, ..., X0}, ..o, {X1, ..., X} } beschrieben werden. ([KL94, vgl. S.

24])

Definition 1.2 (k-Konjunktive Normalform) Fine Einschrankung fir Formeln aus KNF
ist die Klasse der Formeln in k-konjunktiver Normalform: Hier bestehen die einzelnen
Klauseln aus mazimal k Literalen fir ein festgelegtes k € N~g. Die Klasse der Formeln
in k-konjunktiver Normalform wird mit ,k-KNF” abgekiirzt. ([KL94, vgl. S. 24])

Definition 1.3 (Unit-Klausel) Eine Unit-Klausel k ist eine Klausel, die lediglich aus
einem Literal besteht. Abgekiirzt kann eine solche Klausel bzw. ihr Atom auch als Unit
bezeichnet werden. ([KL94, vgl. S. 24])

Dabei sind Horn-Formeln eine Teilmenge der aussagenlogischen Formeln aus KNF,
die nach ihrem Begrinder Alfred Horn benannt wurden:

Definition 1.4 (Horn-Formel) FEine aussagenlogische Horn-Formel o besteht aus Horn-
Klauseln «; fir 1 < i < m. Dabei weisen Klauseln die selbe Struktur auf, wie Klauseln
aus KNF, wobei sie pro Klausel maximal ein positives Literal enthalten. Die Zusammen-
setzung einer Horn-Formel entspricht der einer Formel aus KNF, wobei die einzelnen
Klauseln natirlich Horn-Klauseln sein missen. Nachfolgend wird die Klasse der Horn-
Formeln mit ,HORN” abgekiirzt.

Definition 1.5 (Definite Horn-Formel) Definite Horn-Formeln entsprechen in ihrem
Aufbau den Formeln aus HORN, wobei der Unterschied ist, dass sie pro Klausel genau

ein positives Literal enthalten. Nachfolgend wird die Klasse der definiten Horn-Formeln
mit ,DHORN” abgekiirzt.



Definition 1.6 (Implikationsschreibweise) Klauseln aus HORN und DHORN kénnen
auch in Implikationsschreibweise angegeben werden. Fir eine Klausel a; = (X7 V —X5 V
.V=X,,) aus DHORN wdre dies a; = (XoA...AX,, = X1). Klauseln aus HORN, welche
kein positives Literal enthalten (hier X,) haben die Form o; = (Xa A ... A X,, — 0).
Positive Unit-Klauseln hingegen kénnen als o; = (1 — X3) ausgedriickt werden.

Zuerst eine wichtige Aussage zur Erfillbarkeit fiir Formeln aus HORN sowie DHORN:
Lemma 1.7

1. Alle Formeln aus DHORN sind erfiillbar.

2. Formeln aus HORN sind immer erfillbar, solange sie keine positiven Unit-Klauseln
beinhalten.

Beweis.

1. Trivial, wenn man eine Belegung wahlt, die allen Atomen den Wahrheistwert
wahr zuordnet.

2. Betrachtet man Formeln aus HORN, die der Definition aus dem Lemma ent-
sprechen, kommt in allen Klauseln mindestens ein negatives Literal vor. Solche
Formeln werden dann von einer Belegung erfiillt, die allen Atomen den Wahrheits-
wert falsch zuordnet.

]

Widerspruchsvolle Formeln aus HORN erhalten nun die Eigenschaft, dass es in ihren
nur negativen Klauseln genau eine widerspruchsvolle Klausel geben muss, sodass die
Klauseln aus DHORN mit dieser einen Klausel zusammen bereits widerspriichlich sind:

Lemma 1.8 Sei eine widerspruchsvolle Formel o = U aus HORN gegeben, wobei [
aus DHORN sei und 0 nur aus negativen Klauseln bestehe. Es gilt: o ist widerspruchsvoll
genau dann, wenn eine Klausel &y aus 0 ezistiert, fir welche {50} U B widerspruchsvoll
15t.

Beweis. Man nehme an, dass o widerspruchsvoll sei und § konjugiert mit J, fiir alle d
aus ¢ erfiillbar sei. Seien dann Ay, ..., A,, alle aus 8 folgerbaren Atome, so sind die Atome
von 0y keine Teilmenge von Ay, ..., A,,. Jetzt setze eine Belegung J alle Atome A4, ..., A,,
auf wahr und die iibrigen Atome auf falsch, womit auch alle §, den Wahrheitswert
falsch annehmen wiirden.

Andererseits wiirde unter dieser Belegung eine unerfiillbare Klausel aus § nur Préamis-
sen aus Ay, ..., A,, enthalten. Somit wire die Konklusion — im Widerspruch zur Unerfiill-
barkeit der Klausel — ebenfalls ein folgerbares Atom. Daraus folgt J(8) = 1 und somit
auch im Widerspruch zu der Grundvoraussetzung J(a) = 1 [

Fiir den Beweis des tiberndchsten Lemmas braucht man zuséatzlich noch folgendes
Lemma (siehe Definition [3.1] fiir die Erklarung der Resolution sowie des Resolutionsbau-
mes, [KL94, vgl. S. 147] fir das Lemma sowie seinen Beweis und [KL94, vgl. S. 142f ]
fir das Vertauschungslemma und den dazugehdérigen Beweis):



Lemma 1.9 Sei o aus KNF und k eine Klausel, dann gilt: k folgt semantisch aus o
(a E k) genau dann, wenn eine Teilklausel k* von k existiert mit: k* ldsst sich mittels
der Resolution aus « herleiten (o Frps k*)

Beweis. Es ist bekannt, dass die Resolution korrekt ist, daher geniigt es fiir den Beweis,
die Folgerbarkeit des zweiten Teils der Aussage aus dem ersten zu zeigen.

Fiir eine Formel o und eine Klausel £ = (X; V ... V X;) gelte a F k (erster Teil
der Aussage). Mittels der Resolution (aufgrund ihrer Widerlegungsvollstédndigkeit) lasst
sich dann aus a U {(=X1), ..., (0X;)} die leere Klausel herleiten, da die Formel offenbar
widerspriichlich ist.

Durch das Vertauschen von Resolutionsschritten kann man nun in dem Resoluti-
onsbaum die Unit-Resolutionsschritte ans Ende verschieben, insbesondere solche, die
{(=X4), ..., (=X;)} als Elternklauseln enthalten.

Dies ist moglich durch das sogenannte ,Vertauschungslemma” Dabei werden drei
Klauseln a, b und ¢ mit denen in ihnen in folgender Form enthaltenen Literale X; und
X5 betrachtet:

{XQ} €ca

{X 1, —|X2} €b

{_|X1} €c

Fiir eine Resolutionsherleitung, welche als erstes b und ¢ tiber X; resolviert und die
so entstehende Resolvente schliefllich mit a iiber X, resolviert, kann die Herleitung nun
folgendermaflen vertauscht werden:

Zuerst werden nur Resolutionen iiber X5 vorgenommen, und anschlieend die Resolu-
tion iiber X durchgefiihrt. Die daraus resultierende Resolvente ist dann entweder genau
die gleiche Resolvente, wie die letzte der urspriinglichen Herleitung, oder eine Teilklausel
derer.

Aufgrund der Teilklauseleigenschaft des Vertauschungslemmas kann der so verdanderte
Resolutionsbaum der urspriinglich betrachten Formel kiirzer ausfallen, jedoch bleibt die
Herleitung der leeren Klausel erhalten.

Somit kann man insgesamt davon ausgehen, dass man in dieser Herleitung eine Klausel
k* erhalt, welche jetzt nur noch mittels Resolutionsschritten tiber {—=Xj,...,—X;} in
die leere Klausel iiberfithrt werden kann. Wichtig ist dabei, dass in sdmtlichen vorigen
Resolutionsschritten zur Herleitung von £* eben {—Xj, ..., =X} nicht vorkamen.

Daraus folgt, dass k* = (Xj, V... V X)) sein muss, mit 1 <1; < n. k* kann dann auch
die leere Klausel sein, aber insbesondere ist k* eine Teilklausel von k und o Fgrgs £*
gilt. O]

Lemma 1.10 Die Klassen HORN, DHORN und 2-KNF sind abgeschlossen gegen De-
duktion. Also: Wenn eine nicht-tautologische Klausel 3 semantisch aus « folgt (o aus
HORN, DHORN oder 2-KNF), dann gibt es eine Teilklausel 0 aus (3, welche semantisch
aus « folgt und eine Klausel aus HORN, DHORN oder 2-KNF ist (je nachdem, was auf
a zutrifft).

Beweis. Durch das vorige Lemma folgt sofort die Behauptung. Erklarung: Fiir jede Klau-
sel B, die semantisch aus « folgerbar ist, gibt es eine Teilklausel ¢ aus [, welche mittels



der Resolution aus a erzeugt werden kann. Auflerdem liefert die Resolution, angewandt
auf Klauseln aus HORN, DHORN oder 2-KNF, wieder eine Klausel aus selbiger Klasse
(fir HORN und 2-KNF: die leere Klausel muss ebenfalls als aus der entsprechenden
Klasse aufgefasst werden). O

Das letzte Lemma dieses Kapitels stellt einen wichtigen Zusammenhang fiir den Durch-
schnitt zweier erfiilllenden Belegungen fiir Formeln aus HORN her:

Lemma 1.11 Fir eine Formel o aus HORN sind zwei erfillende Belegungen J, und
Jo im Durchschnitt wieder eine erfillende Belegung.

Beweis. Sei « eine erfiillbare Formel aus HORN mit den Atomen Aq, ..., A, und zwei
erfiillende Belegungen J; und J, gegeben. Es folgt eine Auflistung aller moglichen Typen
fiir eine Klausel v aus a:

1. 7= (X), also eine Unit-Klausel: 1 = J;(X) = Jo(X) = (I N T2)(X).

2. v =(AgV A V...V AL aus DHORN: J;(Ap) = J2(Ap) = 1 und somit folgt
natiirlich (J; NJ3)(y) = 1.
Sollte aber J1(Ag) = J2(Ap) = 0 sein, gibt es ein 7 und s mit J;(A4,) = Jo(A4s) = 0.
Daraus folgt, dass (3:NJ2)(A4,) = (3:NT3)(As) = 0 und somit auch (J;NJ2)(y) = 1.
Der letzte Fall fiir v wére, dass J1(Ap) = 1 und J9(Ag) = 0 ist, wobei dann ein
r existieren muss, mit Jo(A,) = 0. Da nun (J; N J3)(A,) = 0 gilt, stimmt wieder
(31 N 32)(’}/) = 1.

3. Negative Klausel v = (=4 V ... V = A,): Es existiert ein r und s mit J;(-A4,) =
J5(—As) = 1. Es folgt direkt, dass (J; N J3)(A,) = (J1 N T2)(As) = 0 und somit
auch (J; NJy)(y) = 1.

Da so alle moglichen Klauselformen abgedeckt sind und erfiillt werden, wird auch «
durch den Durchschnitt von J; und J5 erfiillt und somit ist die Aussage bewiesen. [



2 Umbenennung

Nachfolgendes Kapitel richtet sich inhaltlich nach dem Kapitel ,,Umbenennung”, aufler
es ist entsprechend markiert ([KL94, vgl. S. 221-231]).

Das Verfahren der Umbenennung kann genutzt werden, um z.B. Formeln aus KNF in
Formeln aus HORN zu iiberfithren. Die Umbenennung sei wie folgt definiert:

Definition 2.1 (Umbenennung) Fir eine Formel o aus KNF heifit die Funktion f :
literals(a) — literals(o) Umbenennung genau dann, wenn fir alle Literale X aus «
ein f(X) existiert, das jeweils X entweder positiv oder negativ abbildet und die Umbe-
nennungsfunktion f(—X) ~ —f(X) gilt. Alle Umbenennungen von o werden mit U(«)
bezeichnet.

Ein Beispiel einer Umbenennung f fiir eine Formel o aus KNF nach HORN ware:

a={{X1, Xo, " X3}, {X1, X5}, {-Xo, X35, Xy, X5}}

F(X)) = —-X; fallst=1oder:=4 fir1<i<5.

X; sonst.

flo) = {{=X1, X, 2 X5}, {2 X0, X}, {2 X, 2 X5, 2 Xy, X5}

Die so resultierende Formel f(«) liegt nun in HORN, und kann somit z.B. von dem
im Kapitel 3 vorgestellten Algorithmus UNIT-RES (bzw. SAT-HORN) auf Erfullbarkeit
gepriift werden. Fiir die Ursprungsformel aus KNF hingegen kénnte mit diesem nur
iiberpriift werden, ob die Formel widerspruchsvoll ist.

Nattirlich existiert aber nicht zu jeder Formel aus KNF eine Umbenennung in eine For-
mel aus HORN, was sich schon an dem Groéflienverhéaltnis der beiden Klassen zueinander
ablesen lasst:

Betrachtet man beispielsweise Formeln aus 3-KNF mit n Klauseln, so gibt es ingesamt
A(3n) - 23" Formeln (A(3n) sind die moglichen Verteilungen von bis zu 3n Atomen auf
3n Stellen, 23" beschreibt die mégliche Verteilung von Negationen auf diese 3n Stellen).
Hingegen belaufen sich die Formeln aus HORN mit n Klauseln der Lange 3 auf A(3n)-22"
(22" da die Anzahl der moglichen Negationen auf n Klauseln bei 4™ liegt). Im Verhéltnis
ergibt sich insgesamt 1 : 2". [KL94, vgl. S. 57]

Deshalb ist es wichtig in Linearzeit entscheiden zu koénnen, ob zu einer Formel aus
KNF eine Umbenennung nach HORN moglich ist (der vorgestellte Algorithmus beruht
laut [KL94, vgl. S.221] auf den Arbeiten von [Asp80] und [Lew78]):

Satz 2.2 Die Klasse der Umbenennungen die fiir eine Formel o aus KNF eine Formel
f(a) aus HORN erzeugen ist in der Linge n der Ausgangsformel in O(n) entscheidbar.

Beweis. Der Beweis der Aussage beruht auf einer linearen Tranformation 7', die zu einer
Formel a aus KNF eine Formel 7T'(«) aus 2-KNF zuordnet. Die Bedingung dabei ist,



dass T'(«) erfiillbar sei genau dann, wenn eine Umbenennung f aus U(«) mit f(«) aus
HORN existiert. Somit wiirde jede Belegung, die T'(«v) erfiillt, eine Umbenennung liefern.
AuBerdem koénnen Unit-Klauseln vernachléssigt werden, da sie — unabhéngig von einer
etwaigen Umbenennung — Klauseln aus HORN bleiben.

Man betrachte fiir den Beweis also eine Formel a = {ay, ..., a;, } ohne Unit-Klauseln
mit o; = (X;1 V...V X;y,) fiir 1 < ¢ < m. Es sei nun ein S fir o mit S(a) =
{(Xi; VXipll <i<m,1<j#p<k;)} definiert. Zuerst der Beweis, dass dieses S
erfiilllbar ist, wenn eine Umbenennung f(a) aus HORN existiert:

Sei also eine Umbenennung f(«) aus HORN gegeben. Man fiihre eine partielle erfiil-
lende Belegung J ein, mit J(X; ;) = 1 fiir negative f(X; ;) und J(X, ;) = 0 sonst. Damit
gilt, dass fur je zwei Literale f(X; ;) und f(X;,) mit 1 < j < p < k; mindestens eines
negativ ist und insgesamt maximal ein positives Literal f(X;;) mit 1 <t < k; existiert.
Aus dieser Eigenschaft folgt auch, dass die Belegung J fiir ein paar (X, ; V X;,) mit
1 <75 <p < Ek; den Wahrheitswert 1 annimmt. Unter dieser Belegung konnte ein solches
Paar nur dann den Wahrheitswert 0 annehmen, wenn beide Literale positiv wéaren. Das
wére allerdings ein Widerspruch zu der Vorraussetzung f(o;) € HORN.

Jetzt der umgekehrte Fall, also wie aus einer erfiillenden Belegung von S eine Umbe-
nennung f(a) aus HORN erzeugt wird:

Sei S(«) also erfiillbar. Dann folgt fir eine erfiilllende Belegung J und eine Klausel «;:
J{(Xi; VXipll <j#p<k)}) =1 Somit gilt wieder J(X;;) = 0 fiir maximal ein ¢
(1<t<k).

Jetzt definiert man — basierend auf dieser Eigenschaft der erfiillenden Belegungen —
fur jedes Atom A aus a die Funktion f mit f(A) := —A fir J(A) = 1 und f(A) == A
sonst.

Diese Umbenennung impliziert, dass die einzelnen Klauseln aus « umbenannt in
HORN liegen, denn sonst hétte man ein dhnliches Problem wie vorhin: zwei positive
Literale f(X; ;) und f(X;,) mit 1 < j < p < k; aus f(a;) wirden bedeuten, dass die
Klausel (X;; V X;,) aus S(a) unter der Belegung J nicht erfiillbar wére.

Jetzt hat man zwar ein S(a) aus 2-KNF erzeugt, jedoch liegt der Aufwand der Kon-
struktion momentan quadratisch in der Lange der Eingabe, da jedes mogliche Literalpaar
gebildet werden miisste. Wenn man nun allerdings eine Hilfsfunktion 7'(«) hinzunimmt,
die dazu dient, mit neuen Variablen S(«) zu implizieren, kann man den Aufwand wieder
linear beschranken. Dafiir muss 7T'(«) in seiner Lange linear zu der Lange von « sein.

Fiithre man nun also fiir jede Klausel oy = (X1 V X x,) neue Atome Y; 1, ..., Y g, -1 ein
und definiere das T'(«v) := Uy<jcm T'(0) mit T'(e;) == {(Xi1 V Y1) }U

Ur<jer {(7Yi5-1V Xig), (7Y5520 V Yig), (Xiy V Yig) F U{(mYik—1 V Xiw,) )

Der zugehorige Implikationsgraph zu einer Klausel T'(«v;):

A2 Ay ALK
¢ ¢ M
_‘}/;,1 — ﬁ}/;,Q o s Tk
¢ ¢ ¢
X’i,l Xi,2 X’i,ki,1

Nun gilt offenbar T'(a) = X;; V X, fir 1 <i <mund 1 < j # p < k; (oder auch:



je zwei verschiedene Literale einer Klausel aus « folgen semantisch aus T'(«)). Es folgt
direkt, dass T'(a) = S(«) gilt.

Der letzte Schritt in dem Beweis ist nun zu zeigen, dass wenn S(«) von einer Belegung
J erfullt wird, auch die Erfiillbarkeit von T'(«) folgt. Dafiir ist eine Fallunterscheidung
abhéngig von der Belegung der Atome unter J geniigend (verfolgbar am Implikations-
graphen von T'(«q;):

Betrachte man also nacheinander den Fall, dass fiir alle 1 < p < k; zwar J(X;,) = 0,
jedoch fiir alle 1 < j <p J(X;,) =1 ist.

Man weif}, dass J(S(«)) = 1 ist und es entsprechende 2-Klauseln in S(«) gibt. Somit
folgt J(X;,) = 1 fur p < ¢ < k;. Jetzt kann man die Belegungen fiir Y festlegen mit
J(Y;,;)=0fir1 <j<pund J(Y;,) :=1fir p < q < k; und erhilt so J(T(a;)) = 1.
Da alle Atome Y pro Klausel jeweils neu gewéhlt wurden und damit fiir jeweils zwei
Klauseln disjunkt sind, hat man eine erfiillende Erweiterung von J fiir T'(«) definiert.

Nun noch einmal zur Laufzeitbetrachtung des Vorgehens: Die Konstruktion von 7'(«)
ist linear abhingig von der Lénge der Eingabeformel «. T'(«) kann also in linearer
Zeit generiert werden. Auerdem handelt es sich bei T'(«) um eine Formel aus 2-KNF,
weshalb man auf T'(a) den Linearzeit-Algorithmus SAT-2-KNF(2-KNF «) (zu finden
unter Algorithmus mit leichten Abénderungen tibernommen, [KL94, vgl. S. 86])
anwenden kann und erhélt somit, falls T'(«) erfiillbar ist, eine erfiilllende Belegung und

damit eine Umbenennung f(«) aus HORN. Dieses Vorgehen bezeichnet man nun als
UMBENENNUNG(KNF «), zu finden als Algorithmus O



Algorithmus 2.1 UMBENENNUNG

1: function UMBENENNUNG(KNF «) © Input: Formel o aus KNF > Output: true
und eine Funktion f(«) aus allen Umbenennungen von «, mit der Bedingung, dass
f(a) aus HORN ist, sollte eine solche Umbenennung existieren. Andernfalls: false.

2: {Sei a = {aq, ..., Oy g1, -y g} mit Unit-Klauseln {01, ..., . ).}
3: o:={aq,...,an}

4: B = A{mi1, e}

5: T(a) =10

6: for i =1tom do

7 {Sel a; = (Xz‘71 V..V Xz,kl)}

8: for j=1tok; —1do

9: Y, := NEWATOM

10: Ti = A{(Xia VYi) ) U{(=Yip—1 V X))}
11: Ti =T UUicjer A (7Y V Xij), (7Y VYay), (X VYi5)}
12: T(a):=T(a)UT;

13: if SAT-2-KNF(T'(«)) = false then

14: return false

15: else

16: {Sei J die berechnete erfiillende Belegung.}
17: for atom A : 0 do

18: if 3(A) =1 then

19: f(A):=-A
20: else
21: f(A):=A
22: for literal X : [ do
23: if ATom(X) ¢ ATOoMS(0) then
24: f(X) =X
25: return true

Es folgt die Definition der Erfiillbarkeitsdquivalenz zweier Formeln, welche fiir das
nachste Lemma wichtig ist:

Definition 2.3 (Erfillbarkeitsquivalenz) Zwei Formeln « und 5 werden als zueinan-
der erfillbarkeitsiquivalent bezeichnet, wenn gilt: « ist erfillbar genau dann, wenn 3
erfillbar ist. Abgekiirzt kann dies auch mit o ~°* 3 ausgedrickt werden. (JKL9J, vgl. S.

13])

Wie schnell zu erkennen ist, ist die Erfiillbarkeitsaquivalenz ein relativ schwaches
Kriterium, da sie fur alle erfiillbaren (bzw. unerfiillbaren) Formeln untereinander gilt —
unabhéngig von der jeweils betrachtenen Belegung. Ein stirkeres Kriterium hingegen ist
die Aquivalenz, welche im spéteren Verlauf unter Definition vorgestellt wird.

Nun aber zur Erfillbarkeitsdquivalenz: Der Algorithmus TRANS-K-KNF(KNF «, in-
teger k) (zu finden unter Algorithmus [6.13] mit leichten Abdnderungen tibernommen
[KL94, vgl. S. 40]) erzeugt zu beliebigen Formeln aus KNF erfiillbarkeitsiquivalente
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Formeln aus k-KNF (k > 2). Er ist hier deshalb interessant, da nach seiner Anwendung
die Umbenennungsméglichkeit einer Formel a aus KNF nach HORN erhalten bleibt.
Genauer (der Beweis des Lemmas wurde selbst erbracht):

Lemma 2.4 Sei o eine Formel aus KNF und f = TRANS-K-KNF'(«, 3). Es existiert
eine Umbenennung fo(a) aus HORN genau dann, wenn eine Umbenennung f1(5) aus
HORN existiert.

Beweis. Sei a eine beliebige Formel aus KNF und g = TRANS-K-KNF(«, 3).

Zuerst die Richtung von links nach rechts: Es existiere eine Umbenennungsfunktion
fo(a) aus HORN. Der Beweis erfolgt nun iiber eine Transformation von fy zu fi, sodass
f1(8) ebenfalls in HORN liegt. Das Hinzufligen der neuen Atome aus 3 an f, wird hier
der Einfachheit halber vernachléssigt, solange diese nur positv von f; abgebildet werden
sollen.

Dafiir wird die Umbenennungsfunktion auf die Formel g angewandt und gepriift, ob
fo(B) in HORN liegt. Sollte dies der Fall sein, miissen keine Verdnderungen vorgenommen
werden und f; = fo. Andernfalls werden die Klauseln in fy(/3) gesucht, die nicht in HORN
liegen. Diese konnen nur aufgetrennte Formeln sein, da sonst die Klauseln direkt aus «
in 4 iibernommen wurden und somit diese mit der Umbenennungsfunktion f, immer
noch in HORN liegen. Nachfolgend sind alle moglichen Klauseltypen von fy(«) fir eine
Klausellange n > 3 sowie die zugehdérigen Klauseln aus fy(5) aufgelistet:

1. fola) = (X3 VX5V ..V=X,)
fo(B) = (X1 V-aXoV-AN)A LA (Ao V—X,y)
bzw.
fola) = (X1 VXy V.. V=X,
fo(B) = (X1 VXoVaANDA LA (A oV —X,)

Das positive Literal ist also in der ersten Klausel und somit liegen die gesamten
Klauseln in HORN. Mégliche Zwischenklauseln haben wegen der Grundbedingung,
dass fo(a) in HORN liegt, die Form (A;_2V—X;V—A; 1) und erzeugen somit keinen
Konflikt.

2. fo(Oé) = (_|X1 V _|X2 V..V Xn)
fo(B)=("X1V-XoV-aA) A LA (A2 VX))

Das positive Literal befindet sich in der letzten Klausel. Also wird A, _» negativ
zur Umbenennung hinzugefiigt. Da so ein neuer Konflikt in einer moglichen vorigen
Zwischenklausel (A4; o V —X; V A;_ 1) entsteht, wird dieser Vorgang so lange wie-
derholt, bis schliefilich A; ebenfalls negativ zur Umbenennung hinzugefiigt wurde.
Dann liegen die betrachteten Klauseln mit der so erzeugten Umbenennung f(5)

ebenfalls in HORN.

3. fola) = (X1 V-XoV..VX;V..V~-X,)
fo(ﬁ) = (_|X1 V _|X2 V _|A1) AL A (AifQ V Xz V _|Ai,1) VANRAN (Aan V _'Xn)
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Das positive Literal ist in einer Zwischenklausel. Hier ist das Vorgehen wieder
analog zum 2. Fall: A; 5 wird der Umbenennung negativ hinzugefiigt, wodurch
erneut ein Konflikt in der vorigen Klausel entsteht. Also wird der Vorgang so
lange wiederholt, bis schliellich A; wieder negativ zur Umbenennung hinzugefiigt
wurde und die Klauseln unter der neuen Umbenennung f, wieder in HORN liegen.

4. fo(Oé) = (_|X1 V _|X2 V..V _|Xn)
fo(B) = (=X1V-Xo VA A A (Ao V= X)

Da es sich hier um eine nur negative Klausel aus a handelt, miissen keine Verande-
rungen der Umbenennungsfunktion durchgefiihrt werden, da alle Klauseln maximal
ein positives neues Atom enthalten.

Uber die vorgestellten Fille kann jede beliebige Umbenennungsfunktion fo(«) aus
HORN in eine Umbenennungsfunktion f;(f) aus HORN iiberfithrt werden.

Von rechts nach links: Die Transformation einer Umbenennung f1(f8) aus HORN zu
einer Funktion fy(a) aus HORN ist wesentlich leichter: Es miissen lediglich die neu
hinzugefiigten Atome entfernt werden, und das so entstehende f, angewandt auf « liefert
eine Formel aus HORN. Dies liegt darin begriindet, dass § zu einer urspriinglichen
Klausel aus a unter einer Umbenennung f; maximal ein positives Literal X; enthalten
kann. Angenommen dies ware nicht der Fall und eine in 3 aufgeteilte Klausel aus «
enthielte zwei positive Literal X; und X, wiirde dies zu einem Konflikt fithren. Beispiel:
(=X VaXoVANA L (mAo VXV A )N A (R A2 VXV A1) A (Ao VX)),
Zwar konnte von A; 5 ausgehend jedes vorige Atom in einer Umbenennung als negatives
vorhanden sein, und somit ware noch kein Widerspruch erzeugt. Bei dem Hinzufiigen
vom negativen Aj_o sowie den vorigen Atomen bis einschliefllich A;_; entsteht jedoch
der Konflikt: A;_; misste negativ in der Klausel von X; vorkommen, wére mit einer
notwendigen Umbenennung allerdings positiv, und somit kann eine Umbenennung f;(/3)
aus HORN pro urspriinglicher Klausel aus « lediglich ein positives Literal enthalten, das
nicht neu hinzugefiigt wurde.

Somit ist auch hier eine Transformation von f; (/) nach fy(a) gegeben, und die Aussage
ist bewiesen. O

Der nachfolgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen der Moglichkeit einer
Umbenennung nach HORN und der Erfiillbarkeit fiir Formeln aus 2-KNF her:

Satz 2.5 Sei o eine Formel aus 2-KNF.

1. Wenn « keine Unit-Klauseln enthdlt und eine Umbenennung f(«) existiert, sodass
f(a) in HORN liegt, ist o erfiillbar.

2. Andersherum kann man daraus schlieffen, dass, wenn « erfillbar ist, eine Umbe-
nennung f(«) ezistiert, sodass diese in HORN liegt.
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Beweis.

1. Wenn eine Formel aus HORN keine Unit-Klauseln enthélt, ist sie erfiillbar und da
eine Umbenennung diese Erfillbarkeit von « erhélt, folgt die Aussage direkt.

2. Zuerst wendet man SAT-2-KNF auf o an und erhélt damit eine erfiillende Bele-
gung J. Eine sinnvolle Umbenennung wére dann f(A) = —A, falls 3(A) = 1 und
f(A) = A sonst. Betrachte man nun eine Klausel (X; V X5) aus «, fiir diese gilt
dann J(X;) = 1 oder J(X3) = 1. O.B.d.A. gelte J(X;) = 1. Wenn nun X; = A
ist, gilt f(A) = —A. Fir X; = =4 und aufgrund von J(—=A) = 1 folgt direkt
f(=A) = = A und somit ist f(X;) ein negiertes Atom. Mit der Grundbedingung,
dass « aus 2-KNF ist, ist jede Klausel unter der Umbenennung f aus HORN und
somit auch die gesamte Umbenennung f(«).

]

Bei einer weiteren Einschriankung der Klasse der Zielformeln erhélt man jedoch ein

deutlich komplexeres Problem. Eine hierfiir bedeutsame Zielklasse waren Formeln aus
DHORN:

Satz 2.6 Das folgende Problem ist NP-vollstindig: Sei o aus HORN. FEs existiert eine
Umbenennungsfunktion f(«), sodass diese in DHORN liegt.

Beweis. Das Problem kann in polynomieller Zeit mit einem nicht deterministischen Al-
gorithmus entschieden werden. Dafiir wird eine Umbenennung geraten und anschlieSend
tiberprift, ob diese den Anforderungen entspricht. Hier wird fiir das Beweisen der Voll-
standigkeit das 1-3-SAT-Problem (im Anhang zu finden unter Problem reduziert,
jedoch nimmt man hierbei statt positiven Klauseln nur negative.

Sei also av = {a, ..., a, } aus HORN mit a; = (—A4;1 V4,2V A4, 3) und Atomen A, ;
gegeben. Dann gilt, dass a € 1-3-SAT ist genau dann, wenn eine Umbenennungsfunktion
f(a) existiert, sodass diese in DHORN liegt.

Wenn « € 1-3-SAT nun gilt, dann existiert eine Belegung J, sodass aus jeder Klausel
von « genau ein negatives Atom auf wahr gesetzt wird (J(—A4;;) =1firalle 1 <i<m
und jeweils ein 1 < j < 3). Fir diese auf wahr gesetzten negativen Atome A ist die
Umbenennung f dann definiert als f(A) = =A und f(A) = A fiir die restlichen Atome.
Da so in jeder Klausel exakt ein negiertes Atom durch ein nicht-negiertes Atom ersetzt
wird, ist f(a) aus DHORN.

Jetzt zum umgekehrten Fall, also sei eine Umbenennung f(«) aus DHORN gegeben,
dann existiert in jeder Klausel o; genau ein negiertes Atom —A; ;, welches durch A, ;
ersetzt wird. Die restlichen negierten Atome bleiben erhalten und man erhélt eine er-
fillende Belegung die den Anforderungen entspricht, wenn man J(—A) = 1 setzt, falls
f(A) = =A und J(A) = 0 sonst. Somit liegt o in 1-3-SAT und die Aussage ist bewie-
sen. O
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Durch den vorigen Satz ergibt sich folgendes Korollar:

Korollar 2.7 Das folgende Problem ist NP-vollstindig: Sei o aus KNF. Es existiert
eine Umbenennungsfunktion f(«), sodass diese in DHORN liegt.

Wenn man nun hingegen die Klasse 2-KNF' betrachtet — anstelle von HORN bzw.
KNF — ist schneller feststellbar, ob eine Umbenennung nach DHORN existiert:

Lemma 2.8 Das folgende Problem ist in linearer Zeit entscheidbar: Sei o aus 2-KNF.
Es existiert eine Umbenennungsfunktion f(«), sodass diese in DHORN liegt.

Beweis. Wie in dem Beweis zu Satz 2.2] kann man auch hier wieder den Linearzeit-
Algorithmus SAT-2-KNF fiir den Beweis der Aussage nutzen. Dafiir konstruiert man
fir jede Formel a = {, ..., . } aus 2-KNF eine Formel 3 — ebenfalls aus 2-KNF —, die
erfiillbar ist genau dann, wenn eine Umbenennung f(a) aus DHORN existiert.

Fallunterscheidung fiir die Konstruktion von /:

(mA < B) falls a; = (mAV =B) oder a; = (AV B)
(A<~ B) fallsa; = (-AV B) oder a; = (AV —B)
(A) falls a; = (A)

(=A) sonst.

Nehme man nun an, dass 8 mit der Belegung J erfiillbar ist, dann folgt hierfiir die
Umbenennung f(A) = A fir J(A) = 1 und f(—-A) = —A fiir J(A) = 0 sonst. Mit dieser
Umbenennung wird « in eine Formel aus DHORN transformiert.

Betrachtet man den umgekehrten Fall, dass eine Umbenennung f(a) aus DHORN
gegeben ist, so erhdlt man eine erfiillende Belegung J fiir § mit J(A) =1 fir f(A) = A
und J(A) = 0 sonst.

Alles in allem bleibt der Aufwand hierfiir linear, da die Konstruktion von (3 in Linear-
zeit erfolgen kann und mittels des Algorithmus SAT-2-KNF eine Formel aus 2-KNF auf
ihre Erfiillbarkeit iiberpriift werden kann.

Das so aus diesem Beweis entstehende Verfahren wird als UMBENENNUNG-2-KNF-
DHORN(2-KNF «) bezeichnet und ist unter Algorithmus zu finden, wobei die Um-
benennung als Markierung der Atom-Knoten in der Datenstruktur ausgegeben wird. [J

i =
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Algorithmus 2.2 UMBENENNUNG-2-KNF-DHORN

1: function UMBENENNUNG-2-KNF-DHORN(2-KNF «) > Input: Formel a aus
2-KNF > Output: true und eine Funktion f(«) aus allen Umbenennungen von
« als Markierung in den Atom-Knoten, mit der Bedingung, dass f(«) aus DHORN
ist, sollte eine solche Umbenennung existieren. Andernfalls: false.

2: fort=1;7<m;i++ do

3: if a; = (mAV -B) or a; = (mAV —B) then
4: Bi:=(AV B)A(-AV-B)

5: if o = (mAV B) or a; = (A V —=B) then
6: Bi = (-"AV B)A(AV-B)

7 if a; = (A) then

8: Bi=A

9: if a; = (—A) then

10: B == -A

11: 57, = {51) 7ﬁm}
12: if SAT-2-KNF () = false then

13: return false

14: else

15: Jp)=1

16: for atom A : o do
17: if 3(A) =1 then
18: f(A)=A

19: else

20: f(A)=-A
21: return true

Zwar gibt es nicht fiir jede Formel aus KNF eine Umbenennung in eine Formel aus
HORN, aber trotzdem kann es sinnvoll sein, zumindest festzustellen, ob nicht mindestens
eine Anzahl an Klauseln m in Klauseln aus HORN transformiert werden konnen. Dieses
Problem wird mit ,,Partial Renaming HORN” bezeichnet:

Problem 1 (Partial Renaming HORN)

Fingabe: Formel a = {ay, ...,a,} aus KNF, m < n gegeben.

Frage: Fxistiert eine Umbenennungsfunktion f aus allen mdglichen Umbenennungen
von «, sodass nach der Umbenennung wenigstens m Klauseln aus HORN sind.

Lemma 2.9 Das Problem ,Partial Renaming HORN” ist NP-vollstindig.

Beweis. Fir den Beweis der NP-Vollstédndigkeit wird hier wieder eine Reduktion des
1-3-SAT-Problems genutzt. Sei o = {{A11, 412, A13}, .., {An1, Ano, An s} } mit nur po-
sitiven Literalen gegeben und [ werde wie folgt aus « konstruiert: Zu allen Klauseln
(Aia VAoV Az)sel B ={(Ain VA2V As), (mAi1 VoA ), (mAia V—oAs), (04 V
_'Ai,3); (_'Ai,l V A@Q V Aiyg), (Az',l V _'Az',Q V Ai73>, (Ai,l V Ai,Q V ﬁ14@3)} und 6 = 61 U... Uﬁn
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Nun gilt es zu zeigen, dass a in 1-3-SAT liegt genau dann, wenn es ein 0 gibt, das
eine Teilmenge von [ ist, sodass gilt: Es gibt mindestens 5n Klauseln in  und eine
Umbenennungsfunktion f aus allen méglichen Umbenennungen von /3 existiert mit f(J)
ist aus HORN.

Nehme man nun an, dass a aus 1-3-SAT ist, so existiert eine Belegung J, mit der in
jeder Klausel genau ein Atom A; ; wahr wird. O.B.d.A. sei dies fiir alle 7 das erste Atom,
also A; 1. Dann definiert man f(A) = = A fur J(A) = 1 und f(A) = A sonst und erhélt
so eine Umbenennung, die finf Klauseln aus ; in Klauseln aus HORN transformiert
(genauer: die zweite, dritte, vierte, sechste und siebte Klausel).

Jetzt noch die umgekehrte Richtung:

Existiere eine Umbenennung f, so existiert fiir jedes einzelne ¢ ein j mit f(A4; ;) = ~A4; ;
und f(A;:) = A;, fur t # j. Durch diese Umbenennung wird eine Belegung J induziert,
die J(A; ;) =1 fir f(A;;) = -A;; und J(A, ;) = 0 fir f(A4;,) = A;; lautet. Mit dieser
Belegung J wird ein Atom pro Klausel aus a wahr und somit liegt v in 1-3-SAT, womit
unsere Annahme bewiesen ist. O]

Stelle man sich nun praktisch vor, dass man eine Wissensbasis hat, bei der ein Vorrat
an Fakten fiir jede Eingabe festgelegt ist. Ein Nutzer kann nun einzelne Fakten (positive
Unit-Klauseln) hinzufiigen. Gibt es nun eine Eingabe, die zu einem Widerspruch fiihren
konnte? Formal ausgedriickt:

Problem 2 (Auswahl HORN)

FEingabe: Menge von Atomen {Ay, By}, ..., { Ay, B,}; Formel o aus HORN.

Frage: Existiert aus jedem Paar {A,,, By} ein Z,, fir 1 < m < n, sodass gilt: o U
Ur<i<n{(Zs)} ist widerspruchsvoll.

Lemma 2.10 Das Problem ,,Auswahl HORN” ist NP-vollstindig.

Beweis. Vorgehen: Man rate eine Folge (Z1, ..., Z,,) und iberprife, ob a U{(Z1, ..., Z,)}
widerspruchsvoll ist, was in Linearzeit moglich ist. Fiir den Beleg der Vollstandigkeit
kann man schlielich eine Reduktion des 3-SAT-Problems durchfiithren (zu finden unter
Problem .

Sei nun also & = U<, {(Xi1 V Xi2V X;3)} gegeben. a setzt sich zusammen aus den
Literalen X;; und den Atomen A, ..., A,,.

Nun konstruiert man eine Formel 3 aus . Zuerst seien dafiir neue Atome A und A;
sowie neue Literale X, defniert iiber die Mengen

X* = Af falls X, = Ay
v A, sonst.

firl <k<m,1<i<nund 1 < j < 3. D.h. die neuen Literale X:j, welche fir
jedes urspriingliche Literal der Formel erstellt werden, sind im Falle eines urspriinglich

positiven Literals mit A} definiert und im Falle eines urspriinglich negativen mit A; .
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3 sei nun folgendermaflen definiert, mit weiteren neuen Atomen Yi,....Y,, Y und
Y~

ﬁ:z{X&—)Yi |1<;7<3,1<i<n}

U{-Af V-A; |1<i<n}

U{(Y1,....Y, = Y1) (Y},...Y, > Y ) (=YT VY )}

Das so konstruierte g ist nun eine Formel aus HORN. Auflerdem ist « erfiillbar genau
dann, wenn es eine Auswahl 7, € My, ..., Z,, € M,, gibt, mit der SU{(Z1, ..., Z,)} eine
widerspruchsvolle Formel ist.

Sei nun « aus 3-SAT, dann existiert eine Belegung J, mit der fiir alle 1 < i < n
jeweils mindestens ein j € {1, 2,3} existiert mit J(X; ;) = 1. Aufgrund dessen sei Zj, fiir
1<k <m mit
AF falls 3(4;) =1
A, sonst.

definiert.

Damit gibt es fiir alle ¢ nun ein j und ein k mit X, = Z;. Dadurch folgt: Zy A... A Zy, A
BEYIN.AY, EYTAY ™. Zusammen mit (-Y ™" VY- ) entsteht so ein Widerspruch.

Schliellich noch der umgekehrte Fall:

Gebe es ein Z, € M, mit 1 < k < m, fur welches Z; A ... A Z,,, A\ B widerspruchsvoll
sei. Ohne (=Y Vv =Y ~) wére die Formel erfiillbar. Y und Y~ kénnen nur folgen, wenn
auch Y7, ..., Y, folgen (also: fiir jedes 7 mit 1 < i < n folgt ein X},). Als Konsequenz
daraus existiert fir jedes £ mit 1 < k < m ein Z; mit Z; = Xi ;- Dabei ist Z), entweder
A oder Ap .

Wihlt man nun eine Belegung J mit J(Ay,) = 1, falls Z;, = A} ist, und J(A;) = 0 sonst,
erhilt man eine erfiillende Belegung. Dies liegt daran, dass dann fiir jede Klausel (X;; V
X2V X,3) ein Literal X; ; mit wahr bewertet wird. Somit ist die Aussage bewiesen. [J

7y =
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3 Resolution

Nachfolgendes Kapitel richtet sich inhaltlich nach dem Kapitel ,,Unit-Resolution”, aufler
es ist entsprechend markiert ([KL94 vgl. S. 231-243]).

Die Resolution ist ein Verfahren der Logik, mit dem Widerlegungen logischer Formeln
aus KNF bewiesen werden kénnen. Dabei wird auf je zwei Klauseln einer Formel die
Resolutionsregel angewandt, die schliellich die Resolvente liefert. Ziel ist es dabei, die
leere Klausel zu erzeugen, um die betrachtete Formel zu widerlegen. Es folgt die genaue
Definition:

Definition 3.1 (Resolutionsregel) Seien zwei Klauseln o und 3 gegeben. « enthdlt das
Literal X und B —X. Dann ist die Resolution auf die beiden Klauseln anwendbar und
liefert eine neue Klausel (a\ X)U (B \ —X)), die als Resolvente bezeichnet wird. o und
B werden als die Elternklausel der Resolvente bezeichnet und man kann sagen, dass o
und B tuber X bzw. =X resolviert werden. Das Schema

a p
(a\ X)U (B\ X))
wird als Resolutionsregel bezeichnet. ([KL94, vgl. S. 137])

Ein Beispiel einer Resolutionswiderlegung tiber einen Resolutionsbaum fiir die Formel
a= (X)) A (X1VXe) A (X V-Xo) A (X V—Xs V X;) ist nachfolgend abgebildet:

(-X1) (X1 V Xy)

(=X4) (X7 V—X3) (Xs) (X7 VX,V X3)
(—X3) (X1V X3)
(Xl) (_‘Xl)
L

Auflerdem wird im nachfolgenden Verlauf auch auf Primimplikanten eingegangen wer-
den, welche fiir die Vereinfachung von Formeln eine elementare Bedeutung haben.

Definition 3.2 (Primimplikant) Betrachte man eine erfiillbare Formel «, dann heifst
eine Klausel k Primimplikant von o genau dann, wenn k semantisch aus « folgt und
keine echte Teilklausel k* von k mit o |= k* existiert.

Fiir eine widerspruchsvolle Formel « ist die leere Klausel (U) der einzige Primimpli-

kant von a. ([KL94, vgl. S.148])

Der Primimplikant des vorigen Beispiels ware also die leere Klausel.

Auflerdem ist fiir ein besseres Verstandnis der Beziehungen der nachfolgend vorge-
stellten Resolutionsverfahren eine Visualisierung unter Abbildung dargestellt. Dabei
beinhalten die weiter oben angeordneten Verfahren die mit ihnen direkt oder indirekt
verbundenen weiter unten stehenden Verfahren in einer Art Teilmengenbeziehung.
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Resolution

[Unit—Resolution} [Input—Resolution}

2-Resolution

{P—Unit—Resolution} (N—Unit—Resolution}

Abbildung 3.1: Ubersicht der nachfolgend vorgestellten Resolutionsverfahren und deren
Teilmengenbeziehung zueinander.

3.1 Unit-Resolution

Beginne man also mit der Unit-Resolution, die als Einschrankung der Resolution wie
folgt definiert sei:

Definition 3.3 (Unit-Resolution) Die Unit-Resolution ist eine Einschrinkung des Reso-
lutionsverfahrens, bei dem in jedem Resolutionsschritt eine der Elternklauseln aus genau
einem Literal bestehen muss.

Der erste Satz hierzu ist von grundlegender Bedeutung, um zuverlédssig mit der Unit-
Resolution arbeiten zu konnen:

Satz 3.4 Die Unit-Resolution ist fiir HORN widerlegungsvollstindig und korrekt. D.h.
eine Formel o aus HORN st widerspruchsvoll genau dann, wenn sich mittels der Unit-
Resolution in endlich vielen Schritten aus o die leere Klausel erzeugen ldsst.

Beweis. Darauf zu schlielen, dass eine Formel o widerspruchsvoll ist, wenn mittels der
Unit-Resolution aus « die leere Klausel erzeugt werden kann, folgt aus der Korrektheit
der Resolution. In die andere Richtung kann der Beweis hingegen iiber vollstandige
Induktion tber die Anzahl an Atomen aller widerspruchsvollen Formeln aus HORN
verlaufen. Als Induktionsanfang n = 1 gibt es nur einen Typ an Formeln: o = {A, - A}.
Die Behauptung folgt sofort.

Fir n > 1 und eine widerspruchsvolle Formel aus HORN mit n Atomen muss min-
destens eine positive Klausel in « existieren, und da a in HORN liegt, muss es sich
hierbei um eine Unit-Klausel A handeln. Gibt es eine Klausel = A in «, wird mit einem
Unit-Resolutionsschritt A mit —A resolviert.

Andernfalls resolviert man alle Klauseln die —A als Literal enthalten mit A. So-
mit erhédlt man a[A/1]: Eine wiederum widerspruchsvolle Formel aus HORN, die sich
aus den vorigen Resolventen sowie aller Klauseln von « ohne Vorkommen von —A zu-
sammensetzt. Mit der Induktionsvorraussetzung gilt nun «[A/1] Fy_ges U, und da
a Fy_res a[A/1] gilt, erhilt man eine Unit-Resolutionswiderlegung von «. O

Sollte also die betrachtete Formel aus HORN einen Widerspruch enthalten, wiirde die-
ser in endlich vielen Resolutionsschritten entdeckt werden. Fiir KNF gilt dies allerdings
nicht, wie an folgendem Gegenbeispiel abzulesen ist:
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(X\/Y)/\(ﬁX\/Y)/\(X\/—'Y)/\(—\X\/—\Y)

Die Formel ist offenbar widerspruchsvoll, jedoch lésst sich die Unit-Resolution nicht
anwenden. Auflerdem lésst sich aus dem Beweis auch die Eigenschaft ablesen, dass man
fir eine Unit-Resolutionswiderlegung keine zusétzlichen Klauseln speichern muss, da
stets eine der Elternklauseln durch eine Resolvente ersetzt werden kann. Dies liegt daran,
dass die Elternklausel von der Resolvente subsummiert wird.

Anmerkung: Betrachtet man eine Formel a aus HORN mit den Klauseln a; bis «,
und ein Literal X. Es gelte X, o; F{,_ppg B (also: aus X und «; lisst sich in einem Schritt
mittels der Unit-Resolution 3 resolvieren). Dann gilt: « ist widerspruchsvoll genau dann,
wenn (a \ {o;}) U {8} widerspruchsvoll ist.

Satz 3.5 Betrachte man nun eine Formel o aus KNF. Es gilt, dass sich mit der Unit-
Resolution aus « die leere Klausel erzeugen lasst genau dann, wenn ein o C « ezistiert,
fiir das es eine Umbenennung f € U(d') gibt, mit der Bedingung, dass f(a') aus HORN
und widerspruchsvoll ist.

Beweis. Von rechts nach links: Dies liegt offenbar daran, dass eine Unit-Widerlegung
auch dann gilt, wenn Umbenennungen einer Formel riickgingig gemacht werden.

Von links nach rechts: Der Beweis erfolgt iiber vollstandige Induktion tiber die Anzahl
der Atome in o: Es gelte a Fy_gps L und o sei eine minimale Teilmenge der Klauseln
aus « fir die o/ Fy_grps U gelte. Fur den Induktionsanfang n = 1 besitzt o/ nur ein
Atom und ist somit o/ = {X, =X} und damit eine widerspruchsvolle Formel aus HORN.

Enthalte o/ nun n + 1 Atome. Da es sich um eine unit-widerleghbare Formel handelt,
ist eine Unit-Klausel X in o/ vorhanden. Da es sich auflerdem um eine minimale Formel
handelt, kann man davon ausgehen, dass o’ keine weitere Klausel hat, die X enthalt.
Streicht man nun diese Unit-Klausel sowie alle weiteren Vorkommen von =X aus den
tibrigen Klauseln, erhilt man die Formel o/[X/1]. Aus dieser ldsst sich mit der Unit-
Resolution wieder die leere Klausel herleiten, auflerdem ist sie auch wieder minimal.
Durch die Induktionsvoraussetzung ist bekannt, dass eine Umbenennung f(a’) € HORN
existiert, die man zu einer Umbenennung von o’ erweitern kann: Ist X positiv, dann sei
f(X) =X und f(X) = =X sonst. Mit der entstehenden Umbenennung f gilt schlieflich,
dass f(o’) aus HORN ist. O

Eine weitere Einteilung, die sich aufgrund des Beweises der Widerlegungsvollstiandig-
keit und Korrektheit der Unit-Resolution aus Satz anbietet, ist die in positive und
negative Unit-Resolution (P-/N-Unit-Resolution):

Definition 3.6 (P-/N-Unit-Resolution) Bei der P-/N-Unit-Resolution muss in jedem
Resolutionsschritt — analog zur Unit-Resolution — eine der Elternklauseln aus genau
einem Literal bestehen, wobei dieses bei P-Unit-Resolutionsschritten positiv und bei N-
Unit-Resolutionsschritten negativ sein muss.

Aus dem Satz [3.4] ergibt sich:

Korollar 3.7 Die P-Unit-Resolution ist fiir HORN widerlequngsvollstindig und korrekt.
D.h. eine Formel o aus HORN ist widerspruchsvoll genau dann, wenn sich mittels der
P-Unit-Resolution in endlich vielen Schritten aus o die leere Klausel erzeugen ldsst.
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Dies gilt jedoch nicht fiir die N-Unit-Resolution, was sich an folgendem Gegenbeispiel
ablesen lassen kann: (X)A(Y)A (=X V=Y. Zwar ist die Formel widerspruchsvoll, jedoch
ist die N-Unit-Resolution nicht anwendbar.

3.2 2-Resolution

AuBerdem sei kurz die 2-Resolution vorgestellt:

Definition 3.8 (2-Resolution) Als 2-Resolutionsschritt wird ein Resolutionsschritt be-
zeichnet, der die Einschrankung erfillt, dass mindestens eine der FElternklauseln aus
zwei Literalen bestehen muss. Fine Reihe von solchen 2-Resolutionsschritten wird als

2-Resolution bezeichnet. (JKL94, vgl. S. 202])
Mit dieser lassen sich alle Units einer erfiillbaren Formel aus HORN herleiten:

Lemma 3.9 Sei «a eine erfillbare Formel aus HORN. Fir alle Literale X gilt dann: X
folgt semantisch aus o genau dann, wenn aus o mittels der 2-Resolution X hergeleitet
werden kann.

Beweis. Aufgrund der Ableitbarkeit mittels der P-Unit-Resolution aller Atome A, die
aus einer erfiillbaren Formel o aus HORN semantisch folgerbar sind ([KL94, vgl. S. 233]),
geniigt es einen Beweis fiir negative Literale X zu erbringen. Auflerdem ist ebenfalls
bereits bekannt, dass die Resolution und damit auch die 2-Resolution korrekt sind.
Infolgedessen ist es also ausreichend hier aufzuzeigen, dass fiir eine erfiillbare Formel «
aus HORN die semantische Folgerbarkeit einer negativen Unit aus a (a |= —A) fir ein
Atom A eine Ableitbarkeit mit Hilfe der 2-Resolution impliziert (o Fo_pges —A).

Nehme man nun an, dass o = —A gilt. Dann ist a A A eine widerspruchsvolle Formel
aus HORN, fiir die eine Unit-Resolutionswiderlegung o A A b ges LI existiert. Das selbe
gilt fur a[A/1] (a[A/1] Fy_ges U). Wenn man nun allerdings in «[A/1] die eliminierten
Vorkommen von —A wieder einsetzt, so gilt: a[A/1](—A) Fa_ges 7A. Da bekannt ist,
dass « erfiillbar ist, miissen in o Klauseln mit dem Literal —A existieren. Ein Teil dieser
Klauseln muss wiederum fiir die Widerlegung aAA Fy_ges L notwendig sein. a[A/1](—A)
ist eine Teilformel von « und somit gilt o Fo_pges —A. O

3.3 Input-Resolution

Ein weiteres Resolutionsverfahren — namlich die Input-Resolution — kann hier ebenfalls
von Nutzen sein:

Definition 3.10 (Input-Resolution) Als Input-Resolution wird eine Reihe von Resolu-
tionsschritten benannt, bei der jeweils eine der Ausgangsklauseln eine Klausel der ur-
springlichen Formel, und die andere eine Resolvente aus dem vorigen Resolutionsschritt

sein muss. ([KL94, vgl. S. 188])
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Eine wichtige Eigenschaft der Input-Resolution:

Lemma 3.11 Mit der Input-Resolution lassen sich alle Primimplikanten fir erfillbare
Formeln aus HORN herleiten.

Beweis. Gegeben sei eine erfiillbare Formel o aus HORN, sowie ein Primimplikant
f=(X1V..VX,) von a. a A =X; A ... A =X, wire also widerspruchsvoll. Sei agp =
a[X1/0, ..., X, /0], also die Formel, die beim Streichen aller X; sowie aller Klauseln, wel-
che =X, beinhalten resultiert. agr ist dann auch widerspruchsvoll.

Da die Input-Resolution fiir Formeln aus HORN sowohl korrekt als auch widerle-
gungsvollstandig ist ([KLIY4, vgl. S. 194]), existiert nun also eine Widerlegung mit der
Input-Resolution, die aus ag die leere Klausel erzeugt. Filigt man nun alle eben entfern-
ten Vorkommen von X; wieder zu a hinzu, fithrt die Input-Resolution nicht mehr zur
leeren Klausel, sondern zu ' C 5. Da 3 ein Primimplikant von « ist, folgt ' = g und
somit ist die Aussage bewiesen. O]

Das Verfahren von Quine/McCluskey dient dazu, logische Funktionen zu minimieren.
Dabei ist ein schwieriger Schritt in diesem Verfahren die Auswahl von geeigneten Primim-
plikanten, in diesem Fall fiir Formeln in disjunktiver Normalform. Fiir HORN besteht
ein dhnliches Problem, da die Anzahl der Primimplikanten moglicherweise exponentiell
in der Lange der Ausgangsformel steigen kann:

Lemma 3.12 Fir alle k > 2 gibt es eine Formel oy aus HORN, die die Linge 6k hat,
und mindestens 28 Primimplikanten besitzt.

Beweis. Sei oy fiir k > 2 wie folgt definiert: ay := [Bog A ... A Bx. Dabei sei [y :=
(_|X1 V..V _lXQk) und Bi = (_|Xi V Xk+1) A (Xl vV _|Xk+1) fur 1 S 1 S k. Dann hat
jedes ay die Klauseln v, o = (= X119k V ... V 2 Xjpr, ) als Primimplikanten mit
(Y1, s ) € {0,1}*. Also hat oy mindestens 2 Primimplikanten und eine Lénge von
6k. O

3.4 Algorithmen

Mit diesen Methoden und Erkenntnissen kann nun effizienter entschieden werden, ob
eine Formel aus HORN widerspruchsvoll ist. Das gangige Verfahren hierfir wére, die
Unit-Resolution so lange anzuwenden, bis die leere Klausel erzeugt worden ist bzw.
keine weiteren Unit-Resolutionsschritte mehr méglich sind. Der so funktionierende Al-
gorithmus erhélt natiirlich die Vollstandigkeit und Korrektheit der Unit-Resolution.
Dieses Verfahren ist implementiert im Algorithmus EINFACH-UNIT-RES(KNF «),
der eigentlich fiir Formeln aus KNF konzipiert ist, aber auch fiir Formeln aus HORN
funktioniert. Wenn er auf Formeln aus HORN angewandt wird, wird er der Ubersicht-
lichkeit halber als EINFACH-SAT-HORN(HORN «) bezeichnet. Er liefert das Ergebnis
false, wenn die Formel mit der Unit-Resolution widerlegbar ist. Eine Bedingung fiir die
Eingabe ist hier noch, dass Klauseln keine Mehrfachvorkommen von Literalen aufwei-
sen. Da hierfiir allerdings in jeder Schleife die ganze Formel sowie alle neuen Klauseln
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durchlaufen werden muss, befindet sich die Laufzeit nicht mehr im linearen bzw. loga-
rithmischen Bereich.

Algorithmus 3.3 EINFACH-UNIT-RES

1: function EINFACH-UNIT-RES(KNF «) > Input: Formel o aus KNF ohne
Mehrfachvorkommen von Literalen innerhalb einer Klausel. > Output: false, wenn
« unit-widerlegbar ist. Andernfalls: true.

2: U:=10

3: for clause k : a do

4: if IsUNIT(k) then

5: U := U UFIRSTACTIVELITERAL(k)
6: while U # () do

T: X := SELECTELEMENT(U)

8: U:=U\X

9: for clause k : o do

10: if X € k then

11: DELETECLAUSE(k, @)

12: for clause k : a do

13: if =X € k then

14: DELETELITERAL(—X, k)
15: if £ =U then

16: return false

17: if ISUNIT(k) then

18: U=UUz

19: return {rue

Um diesen Algorithmus nun zu optimieren, wird eine angepasste Datenstruktur konzi-
piert, um Suchprozesse zu beschleunigen und in einem Schritt auszufithren (zusammen-
getragen, [KL94, vgl. S. 36ff. sowie S. 237f.]). Das Verfahren richtet sich laut [KL94, vgl.
S. 217 und S. 237] nach [DG84] sowie [Min8§].

Die Datenstruktur muss dabei folgendermafien zusammengesetzt sein: Die ,oberste
Ebene” wird als knf-form-entry benannt und enthélt zentrale Elemente der Formel. Diese
sind:
name: Ein Name fiir die gesamte Formel.
nr-of-clauses: Die Anzahl an Klauseln.
max-clauses-nr: Die grofite vergebene Klauselnummer.

max-del-mark: Die bisher groite Loschmarke, um virtuell und nachvollziehbar Klauseln
und Literale entfernen zu koénnen.

atom-array: Ein Array aus Pointern auf die enthaltenen Atome.

clause-list: Eine Liste aus Pointern auf die Klauseln.
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Die Liste der Atome ist hier als Array von Records realisiert (aufsteigend sortiert),
welches wiederum aus Eintragen zusammengesetzt ist, die hier mit atom-entry bezeichnet
werden. Bei den einzelnen Eintrédgen handelt es sich um:

name: Ein Bezeichner.

value: Der Wahrheitswert des Atoms.

bound: Eine Markierung, ob der Wahrheitswert gesetzt wurde.

status: Ein Zustandsfeld. Dieses kann abhéngig von der entsprechenden Unit-Ableitbarkeit
des Atoms den Wert positiv, negativ oder nounit annehmen, letzerer bedeutet,
dass das Atom entweder nicht als unit ableitbar ist, oder die Ableitbarkeit noch
unbekannt ist.

neg-oc-list: Ein Liste aus Pointern auf die negativen Vorkommen des Atoms.
pos-oc-list: Ein Liste aus Pointern auf die positiven Vorkommen des Atoms.
neg-oc: Ein Zahler der negativen Vorkommen des Atoms.

pos-oc: Ein Zahler der positiven Vorkommen des Atoms.
Die Eintrage der Klauselliste (hier als clause-entry bezeichnet) sind:

clause-nr: Die Nummer der Klausel.

del-mark: Eine Loschmarke, die diesmal fiir das virtuelle Loschen ganzer Klauseln be-
nutzt werden kann.

literal-list: Eine Liste aus Pointern auf die enthaltenen Literale.

lit-oc: Ein Zéahler fur die Anzahl an enthaltenen Literalen.

formula: Ein Point auf die zugehorige Formel.

Auflerdem gibt es noch eine Datenstruktur fiir die einzelnen Literale, die als literal-entry
bezeichnet werden:

sign: Das Vorzeichen des Literals (0 fur negativ, 1 fur positiv).

del-mark: Eine Loschmarke, fiir das virtuelle Loschen einzelner Literale.

atom: Ein Zeiger auf das zugehorige Atom.

clause: Ein Zeiger als Riickverweis auf die zugehorige Klausel.

Die entsprechenden Datenstrukturen sind der Verstandlichkeit halber noch einmal als
Tabelle [3.I]abgebildet. AuBerdem ist unter dem selbst erbrachten Beispiel [3.2] ausschnitt-
weise eine Formel in der Datenstruktur dargestellt.
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Tabelle 3.1: Datenstrukturen fir eine Formel aus KNF (zusammengetragen, [KL94, vgl.
S. 36ff. sowie S. 237f.)).
Dabei wird zuerst die zugehorige Datenstruktur angegeben, und nachfol-
gend die jeweiligen Elemente, wobei der Datentyp links steht. Mit 1+ werden
Pointer bezeichnet, wobei ihr Datentyp immer direkt nachfolgend angegeben

ist.

knf-form-entry:

string

integer

integer

integer
Trecords-array
Tdotted-pair

name
nr-of-clauses
max-clauses-nr
max-del-mark
atom-array
clause-list

atom-entry:

string name
boolean value
boolean bound
integer status
Tdotted-pair neg-oc-list
Tdotted-pair pos-oc-list
integer neg-oc
integer pos-oc
clause-entry:

integer clause-nr
integer del-mark
Tdotted-pair literal-list
integer lit-oc
Tknf-form-entry formula
literal-entry:

integer sign
integer del-mark
Tatom-entry atom
Tclause-entry clause
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Tabelle 3.2: Beispiel fiir eine Formel aus HORN, selbst erbracht.
Zuerst ist jeweils die Bezeichnung der aktuell betrachteten Datenstruktur
angegeben, mit dem zugehorigen Element in Klammern. In der jeweiligen
Datenstruktur selbst steht links der Bezeichner und rechts der Inhalt. Poin-
ter werden mit — angegeben.

Beispiel: (X7 V =X5) A (X3)

knf-form-entry(Beispiel):

name Beispiel
nr-of-clauses 2
max-clauses-nr 2
max-del-mark 0
atom-array — [A1, Ag, A3)
clause-list — [k, k2]
atom-entry(A4;):

name Ay
value NULL
bound false
status nounit
neg-oc-list — NULL
pos-oc-list — (k1]
neg-oc 0
pos-oc¢ 1
clause-entry(k;):

clause-nr 1
del-mark 0
literal-list — [X1, X5
lit-oc 2
formula — [Beispiel]
literal-entry (X ):

sign 1
del-mark 0
atom — A
clause — Kk
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Nun wird der Algorithmus an die eben entworfene Datenstruktur angepasst und als
UNIT-RES(KNF «) bezeichnet (siche Algorithmus bzw. SAT-HORN(HORN «)
fiir Formeln aus HORN:

Wie der vorige Algorithmus liefert auch dieser wieder das Ergebnis false, wenn die
Formel unit-widerlegbar ist. Allerdings ist bei dem Ergebnis ¢rue nicht unbedingt sicher,
ob die Formel erfillbar ist. Fiir Formeln aus KNF bedeutet es nur, dass sie nicht unit-
widerlegbar ist. Nur fiir Formeln aus HORN kann dann auf die Erfiillbarkeit geschlossen
werden (siehe Satz [3.4). Es sei vorausgesetzt, dass die zu bearbeitenden Formeln zum
einen keine Mehrfachvorkommen von Literalen beinhalten, und zum anderen auch keine
Tautologien sind (beide Bedingungen kénnen tiber ein Markierungsverfahren in linearer
Zeit sichergestellt werden).

Das Vorgehen ist dabei wie folgt:

Erst werden die vorhandenen Unit-Klauseln verarbeitet, um bei den Atomen die Ein-
trage entsprechend ihres in der Unit-Klausel vorkommenden Vorzeichens zu markieren.
Dazu werden die Unit-Klauseln auf einem Stapel gesammelt und dabei bearbeitet: Das
zugehorige Atom einer Unit-Klausel wird mit dem Vorzeichen aus der Unit-Klausel ge-
kennzeichnet. Sollte es bereits markiert gewesen sein, wurde es bereits hergeleitet. Beim
Auftauchen eines komplementéren Vorzeichens hingegen muss die Formel zwei zueinan-
der komplementére Units des gleichen Atoms enthalten und der Algorithmus stoppt und
liefert false.

Anschlieflend wird der Stapel abgearbeitet:

Literale werden aus einer Klausel gestrichen, indem das Literal entsprechend gekenn-
zeichnet wird und der Literalzéhler der Klausel um eins verringert wird. Sollte der Lite-
ralzahler einer Klausel den Wert eins erreichen, wurde ein bis dahin noch unmarkiertes
Literal gefunden, das nun eine Unit-Klausel ist und wie vorhin beschrieben markiert und
auf den Stapel gelegt wird. Sobald der Stapel leer ist und kein Widerspruch entdeckt
wurde, lasst sich die betrachtete Formel nicht mit der Unit-Resolution widerlegen.

Es folgt noch eine Beschreibung der Hilfsfunktionen:

FIRSTACTIVELITERAL(clause k): Durchsucht die Liste an Literalen einer Klausel k
und gibt das erste als nicht geloscht markierte Literal zurtick.

DELETELITERAL(literal X): Loschmarke vom Literal X wird gesetzt, auflerdem wird
der Literalzahler im Knoten der Klausel um eins verringert.

IsUNIT(clause k): Uberpriift, ob der Literalzihler von k den Wert eins aufweist.

Wenn der Algorithmus nun mit dem Wert false terminiert, sind ein Teil der ableitba-
ren Units bei den Atomen markiert. D.h. die betrachtete Formel ist widerspruchsvoll und
daher lassen sich alle Units aus LITERALS(ATOMS(«v)) folgern. Beim Wert ¢rue hingegen
sind sdmtliche Units, die mit der Unit-Resolution folgerbar sind, entsprechend bei den
Atomen markiert.
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Algorithmus 3.4 UNIT-RES

1: function UNIT-RES(KNF «) > Input: Formel a aus KNF ohne
Mehrfachvorkommen von Literalen innerhalb einer Klausel sowie ohne tautologische
Klauseln. > Output: false, wenn « unit-widerlegbar ist. Andernfalls: true.

{Zuerst sammelt man die Units der Eingabeformel ein und testet auf das Vor-
kommen komplementérer Units: }

2

3: for clause k£ : a do
4: if ISUNIT(k) then
5: literal X := FIRST-ACTIVE-LITERAL(k)
6: if AToM(X) = nounit then
7 STATUS(ATOM(X)) = SIGN(X)
8: PusH(AaTOM(X), stack)
9: else if sTaATUS(ATOM(X))! = SIGN(X) then
10: return false
11: {Abarbeiten des Stapels}
12: while |EMPTY(stack) do
13: A = Top(stack)
14: Pop(stack)
15: if sTATUS(A) = pos then
16: delete-literal-list = NEG-OC-LIST(A)
17: else
18: delete-literal-list = POS-OC-LIST(A)
19: for literal X : delete — literal — list do
20: k := CLAUSE(X)
21: DELETELITERAL(X)
22: if ISUNIT(K) then
23: X1 := FIRSTACTIVELITERAL(k)
24: if sTATUS(ATOM(X1)) = nounit then
25: STATUS(ATOM(X1)) := SIGN(X1)
26: PusH(ATOM(X1), Stack)
27 else if sTaATUS(ATOM(X1)) # SIGN(X1) then
28: return false
29: return true
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Nun noch zur Laufzeitbetrachtung:

Sei m die Anzahl an Atomen und n die Lénge der Formel. Das Aufbauen der Daten-
struktur ist in O(n) moglich. Dies liegt daran, dass aus den Atomnamen A; direkt die
Position bestimmt werden kann (da sie aufsteigend sortiert sind). Hatte man diese Be-
dingung nicht durch das Array sichergestellt, miisste beim Einlesen der Formel parallel
eine Symboltabelle angelegt werden, deren Konstruktion O(n-log-n) Schritte bendtigen
wiirde.

Auch die Ergebnisformel kann in O(n) ausgegeben werden.

Die Atome werden jeweils maximal ein Mal auf dem Stapel abgelegt und kénnen nach
der Bearbeitung an ihrer Markierung erkannt werden. Das anschliefende Abarbeiten des
Stapels betrifft jedes Atom auch nur ein Mal, was tiber die Vorkommensliste sichergestellt
wird. FIRSTACTIVELITERAL wird pro Klausel ein Mal aufgerufen. Das Sammeln der
Units fiir den Stapel wird durch einmaliges Durchsuchen der Formel erledigt. Also folgt
die Gesamtlaufzeit fur UNIT-RES: O(n) und damit gilt:

Satz 3.13 Fir Formeln aus KNF' entscheidet der Algorithmus UNIT-RES(KNF «) in
Linearzeit, ob diese mit der Unit-Resolution widerlegt werden konnen.

Fir SAT-HORN folgt direkt aus der vorigen Aussage sowie Satz [3.4:

Korollar 3.14 Das Erfiillbarkeitsproblem fir Formeln aus HORN ist in linearer Zeit
mit dem vorgestellten Algorithmus SAT-HORN(HORN «) entscheidbar.

Fur erfillbare Formeln aus KNF liefert der eben vorgestellt Algorithmus alle mit der
Unit-Resolution herleitbaren Unit-Klauseln. Im Fall von Formeln aus HORN sogar alle
folgerbaren positiven Unit-Klauseln.

Auflerdem ist die bearbeitete Formel bereits teilweise reduziert. Im Detail bedeutet
das, dass keine Klausel zu den Units komplementére Literale mehr enthélt. Um diese
Reduktion abzuschliefen, also auch alle von herleitbaren Unit-Klauseln subsummierte
Klauseln zu entfernen, muss lediglich noch der Algorithmus UNIT-REDUCE(KNF «)
(siche Algorithmus auf die Formel angewandt werden, welcher in O(n) terminiert
(n: Lénge der Formel).

Die Linearzeit des Algorithmus lasst sich leicht an den Schleifen ablesen: Jede Klausel
wird nur einmal betrachtet, so wie auch in den Klauseln jedes Literal nur einmal be-
trachtet wird. Auflerdem kann eventuell eine Klausel geloscht werden, was jedoch auch
wieder in der Lange der jeweiligen Klausel beschrankt wéare.

Sollte gewiinscht sein, dass die Formel nur nach den positiven Units reduziert werden
soll, miisste man die Literalloschungen der negativen Units in UNIT-RES riickgingig ma-
chen und im Verfahren UNIT-REDUCE diirften nur Klauseln fiir positive Units entfernt
werden. Dieses Verfahren kann als POS-UNIT-REDUCE(KNF «) bezeichnet werden und
ist in seiner Laufzeit wieder linear. Fiir erfiillbare Formeln aus HORN koénnen auflerdem
alle positiven Units in linearer Zeit ermittelt werden, indem nach der Anwendung von
SAT-HORN alle Atome aufgesammelt werden, fiir die das Feld status den Wert positiv
hat. Dieses Vorgehen wird als Pos-UNIT-HORN(HORN «) bezeichnet.
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Das letzte in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren soll UNIT-HORN(HORN «) sein
(siehe Algorithmus [3.6). Dies berechnet die Menge aller ableitbaren Units fiir eine er-
fullbare Formel aus HORN mit einer Laufzeit von O(n - m), wobei m hier die Anzahl
der Atome beschreibt.

Somit folgt schliefllich der letzte Satz dieses Kapitels:

Satz 3.15 Die Menge aller folgerbaren positiven Units einer erfillbaren Formel aus
HORN kann in Linearzeit mit dem Algorithmus PoS-UNIT-HORN(HORN «) ermit-
telt werden, die Menge aller folgerbaren Units hingegegen mit dem Algorithmus UNIT-
HORN(HORN «), wobei die Zeit hier O(n - m) betrigt, mit der Anzahl an Atomen m
und der Ldinge der Formel n.

Algorithmus 3.5 UNIT-REDUCE

1: function UNIT-REDUCE(KNF «) >
Input: Formel o aus KNF ohne Mehrfachvorkommen von Literalen innerhalb einer
Klausel sowie ohne tautologische Klauseln. > Output: Reduzierte Formel zu a.

if UNIT-RES() then

for clause k£ : a do

for literal X : a do
if DEL-MARK(X) = active then
if sTATUS(ATOM(X)) = SIGN(X) then
DELETECLAUSE(k)

else
for clause k : a do
DELETECLAUSE(k)
ADDEMPTYCLAUSE(«)

— =
— O

return o

[t
N

Algorithmus 3.6 UNIT-HORN

1: function UNIT-HORN(HORN «) > Input: Erfillbare Formel o aus HORN.
Output: Menge aller ableitbaren Units von «.

U := Pos-UNIT-HORN(«v)

o/ := P0os-UNIT-REDUCE(«)

for atom A : Aroms(a’) do

if SAT-HORN(a/ A A) = false then
U:=UU-A
return U
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4 Unique-Satisfiability fiur Formeln aus
HORN

Nachfolgendes Kapitel richtet sich inhaltlich nach dem Kapitel ,,Unique-Satisfiability fiir

Horn-Formeln”, auBler es ist entsprechend markiert ([KLI4, vgl. S. 244-257]).
Unique-Satisfiability bezeichnet das Problem, ob es fiir eine gegebene aussagenlogische

Formel genau eine erfiillende Belegung gibt. Fiir Formeln aus Horn ware das also:

Problem 3 (Unique-Satisfiability fir Formeln aus HORN)
Eingabe: Fine aussagenlogische Formel a aus HORN.
Frage: Gibt es fiir a genau eine erfillende Belegung J.

Definition 4.1 (UNI-SAT) FEine Formel a aus HORN wird der FEinfachheit halber als
aus der Klasse UNI-SAT bezeichnet, wenn sie das Problem der Unique-Satisfiability fiir
Formeln aus HORN erfiillt.

Das Problem besitzt fiir Formeln aus HORN eine deutlich geringere Komplexitét als
fiir Formeln aus KNF, fiir die es coN P-hart ist und in D liegt. Formal ausgedriickt kann
man auch sagen, dass eine Formel a mit Atomen Ay, ..., A,, genau dann in UNI-SAT
liegt, wenn o =~ X7 A ... A X,, gilt, und fir : = 1...m gilt, dass X; = A; oder X; = —A; ist
(die Erklirung zur Aquivalenz ist zu finden unter Definition . Fiir ein o aus HORN
muss also lediglich noch der Linearzeit-Algorithmus SAT-HORN fiir die Uberpriifung
der Erfiillbarkeit angewandt werden und schliefSlich gepriift werden, ob fiir jedes Atom
aus « das positive oder negative Literal folgt, um die Zugehorigkeit in quadratischer Zeit
zu entscheiden.

Nachfolgend soll nun gezeigt werden, dass fiir die Klasse HORN der Zeitaufwand
sogar linear beschrankt werden kann. Dafiir bietet es sich an, einen Algorithmus einzu-
fithren, der die betrachtete Formel vorweg vereinfacht. Er wird mit PREPARE-UNIQUE-
HORN(HORN «) bezeichnet und nutzt zuerst den Algorithmus Pos-UNIT-REDUCE
(Abwandlung von UNIT-REDUCE, Algorithmus [3.5]), um eine Formel o aus HORN um
die folgerbaren positiven Unit-Klauseln zu reduzieren (in Linearzeit). Sollte o nach die-
sem Schritt die leere Klausel enthalten, kann abgebrochen werden, da o dann wider-
spriichlich ist. Sonst sind diese Unit-Klauseln entfernt und die entsprechenden Atome
markiert in a*. Allerdings muss dann noch getestet werden, ob alle folgerbaren positi-
ven Units aus « vereinigt mit den Atomen aus a* die Menge der Atome aus « sind, da
sonst fur die iibrigen Atome aus « beliebige Bewertungen moglich wéren — dies wére ein
Widerspruch zu der Definition der Unique-Satisfiability.

Aus diesen Schritten folgt der Linearzeit-Algorithmus 4.7} PREPARE-UNIQUE-HORN.
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Algorithmus 4.7 PREPARE-UNIQUE-HORN

1: function PREPARE-UNIQUE-HORN(HORN «) > Input: Formel a aus
HORN. > Output: Vereinfachte Formel o*.
Sollte a nicht erfiillbar sein oder die positiven Unit-Klauseln von « zusammen mit
den Atomen von o* nicht den Atomen von « entsprechen: NULL.
a* := Pos-UNIT-REDUCE(«)
if ISEMPTYCLAUSECONTAINED(a*) then
return NULL
for atom A : ATOM-LIST(*) do
if (STATUS(A) # pos) and (POS-0C(A) + NEG-0C(A) = 0) then
return NULL
return o

Wenn zwar fiir die Formel a noch nicht festgestellt wurde, dass diese die Unique-
Satisfiabilty erfiillt, kann man dennoch einige Aussagen tiber die Formel (bzw. die ent-
stehende Formel) treffen:

1. o* ist erfiillbar.
2. Aus o* folgen keine weiteren positiven Unit-Klauseln.

3. «a ist aus UNI-SAT genau dann, wenn o* aus UNI-SAT ist genau dann, wenn aus
o semantisch alle negativen Atome A aus o folgen.

Die Ausgabe des Algorithmus ist entweder bei erfolgreicher Verarbeitung ein Pointer
auf a* oder aber NULL, sonst.

Mit nachfolgendem Lemma erhalt man fiir Formeln aus HORN eine leicht tiberpriif-
bare notwendige Bedingung fiir die Unique-Satisfiability:

Lemma 4.2 Sei eine erfiillbare Formel o aus HORN gegeben und bereits mit PREPARE-
UNIQUE-HORN wvereinfacht worden. Ist o in UNI-SAT, dann g¢ibt es fiir alle Atome A;
aus o eine Klausel =A; oder =A; V Aj in o miti # j.

Beweis. Mit der Grundvoraussetzung, dass die Formel o aus HORN ist, und mit PREPARE-
UNIQUE-HORN bereits vereinfacht wurde und erfillbar ist, folgt, dass J mit J(A) =0
fiir alle Atome A aus « eine erfiillende Belegung ist.

Nehme man nun an, dass fiir ein Atom A, aus a weder eine Klausel A, noch —A;V A;
mit k # 7 in « enthalten sei, auflerdem kann in o auch nicht die positive Unit-Klausel Ay
vorkommen, da « bereits mit PREPARE-UNIQUE-HORN bearbeitet wurde, und somit
die positiven Unit-Klauseln entfernt wurden.

Deshalb ist in jeder Klausel, welche A; als Literal in positiver oder negativer Form
enthélt, ein vom Atom Aj verschiedenes weiteres negatives Literal beinhaltet. Daraus
wiirde folgen, dass eine Belegung J mit J(A) = 0 fiir alle Atome aufler A; aus o und
J(Ax) = 1 sonst, « erfiillen wiirde. Damit entstiinde aber ein Widerspruch zur Voraus-
setzung, dass a in UNI-SAT liegt und die Aussage ist bewiesen. m
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Fiir die Uberpriifung der Unique-Satisfiability von Formeln aus HORN bietet es sich
an, Graphen einzusetzen. Da Klauseln allerdings mehr als zwei Literale enthalten kénnen,
wére eine Darstellung in Form eines normalen Graphen mit den Klauseln als Kanten und
Atomen als Knoten schwierig, weshalb hier die Darstellung als Hypergraph eingefiihrt
wird. Ein Hypergraph sei wie folgt definiert:

Definition 4.3 (gerichteter Hypergraph) Sei V' eine Menge an Knoten. Fine Hyper-
kante e ist ein Paar (T(e),H(e)) € 2V x 2V. Dabei bezeichnet T(e) die Menge der
Anfangsknoten (Tail-Menge) und H(e) die dazu disjunkte Menge der Zielknoten (Head-
Menge). Der gerichtete Hypergraph H = (V, HE) besteht dann aus einer Knotenmenge
V' und den Hyperkanten HE.

Betrachtet man nun die Konstruktion eines Hypergraphen fiir eine Formel aus DHORN
ergibt sich folgende Definition, die also quasi der Implikationsschreibweise entspricht:

)

Definition 4.4 (assoziierter Hypergraph) Sei eine Formel o = {ay, ..., } aus DHORN
gegeben. Dann ordnet man jeder Klausel a; mit dem positiven Atom A;, und den Re-
statomen —A;, ..., A, fir 1 <i <mn eine Hyperkante K; = ({Aq, ..., Ai, },{Ai}) 2u.
Der dann entstehende Hypergraph H(«) mit der Knotenmenge der Atome aus o und der
Kantenmenge {K;, ..., K,} heifit der zu a assoziierte Hypergraph.

Ein Beispiel (selbst erbracht) eines assoziierten Hypergraphen zu einer Formel o =
(Xl vV _\X2 vV _\Xg vV _\X4) A (_‘Xl vV _‘X2 V Xg) A ("Xg V _\X4 V X5) aus DHORN ware:

/ B

X4

- )

Fiir Formeln aus HORN kann eine dhnliche Konstruktion vollzogen werden, wenn ein
neues Atom falsum eingefithrt wird, welches an jede nur negative Atome enthaltende
Klausel (—A; V...V —A4,,) folgendermafien angehangt wird: (falsumV —A; V...V —A,,).
Dieses Atom wird immer mit falsch interpretiert und stellt im entstehenden Hypergra-
phen eine Senke dar.

Der entstehende Hypergraph enthélt auflerdem einen Teilgraphen, welcher ein gerich-
teter Graph ist und als Graph-Teil des Hypergraphen bezeichnet wird:

Definition 4.5 (Graph-Teil) Der Graph-Teil eines Hypergraphen bezeichnet eine Teil-
menge eines Hypergraphen. Dabei beinhaltet er alle Knoten des Graphen sowie solche
Hyperkanten, deren Head- und Tailmenge genau eins ist.

Im weiteren Verlauf werden auch Klausel und Kante bzw. Atom und Knoten synonym
verwendet.
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4.1 Konstruktion von UNIQUE-SAT-HORN

Begonnen wird damit, dass die Formel o mit PREPARE-UNIQUE-HORN vereinfacht
wird. Der dazu assoziierte Hypergraph erhélt dann die Eigenschaft, dass er keine Hyper-
kanten mit leerer Tailmenge enthélt, da aus a durch die Vorbereitung keine positiven
Literale folgen. Auflerdem folgt aus dem Lemma[4.2] dass es im Graph-Teil keine isolier-
ten Knoten gibt, wenn « aus UNI-SAT ist. Dies folgt daraus, dass zu jedem Atom A;
aus o entweder eine auf falsum zeigende Kante, oder eine auf A; zeigende Kante mit
j # 1, enthalten sein muss.

Das Vorgehen besteht nun darin, den Graph-Teil mit Hilfe einer Tiefensuche zu durch-
laufen und dabei Senken zu suchen, die nicht falsum sind. Dabei werden die benétigten
Schritte jeweils direkt durchgefiihrt, was in einem linearen Zeitaufwand resultiert, wenn
der benétigte Zeitaufwand fiir das Zusammenfassen von Knoten herausgenommen wird.
Grob dargestellt ist der Ablauf also folgendermafien (dabei folgt das Verfahren laut
[KL94, vgl. S.251] der Darstellung in [BES92]):

1. Der Graph-Teil wird mit Tiefensuche nach einer Senke durchsucht (nach noch nicht
besuchten Knoten). Sollte eine Senke ungleich falsum entdeckt werden, kann «
nicht aus UNI-SAT sein (siche Lemma [4.2)).

2. Falls ein Kreis entdeckt wird, werden alle in ihm enthaltenen Knoten zusammen-
gefasst (es wird immer die aktuellste zusammengefasste Version des Graphen be-
trachtet).

3. Jede Kante aus dem Graph-Teil wird bei der Suche verwendet, um langere Klauseln
abzukiirzen. Sollte dabei eine Klausel mit zwei Literalen entstehen, wird diese mit
in den Graph-Teil aufgenommen.

4. Sollte bei den vorigen Schritten keine Senke gefunden worden sein — also nachdem
alle Knoten verarbeitet wurden — die ungleich falsum ist, ist a aus UNI-SAT.

Vorweg noch zur Datenstruktur: Hier kann eine &hnliche benutzt werden, wie sie unter
Tabelle [3.1] zu finden ist. Jedoch wird statt des Arrays an Records eine Liste der Atome
verwendet (atom-list). Das Statusfeld status zeigt hier an, ob ein Atom bereits verarbei-
tet wurde (visited = 1) oder noch betrachtet werden muss (unvisited = 0). Fiir die auf
dem Graph-Teil stattfindende Tiefensuche bietet es sich auflerdem an, langere Klauseln
von Klauseln mit zwei Literalen zu trennen, was durch eine bei den Atomen ergéinzte
Adjazenzliste (adj-list) ermoglicht wird. In ihr werden die Atome gespeichert, die iiber
eine direkte Kante vom betrachteten Atom erreichbar sind, also mit ihr zusammen eine
Klausel der Lénge zwei bilden. Hier muss noch beachtet werden, dass das Zusammen-
fassen von Knoten auch deren Adjazenzlisten beinhaltet, weshalb auch ein Verweis auf
das Ende dieser Liste enthalten sein sollte.

Der Eintrag bei clause-entry names lit-oc muss zusétzlich in neg-lit-oc und pos-lit-oc
aufgesplittet werden, sodass diese respektive die Anzahl der negativen und positiven
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Literale beinhalten. Auflerdem miissen noch folgende Felder in clause-entry ergénzt wer-
den: head, verweist auf das positive Literal der Klausel; first-visited, zu Beginn leer,
weist sonst auf ein Atom; und visit-count, der zu Beginn auf null steht.

Nun zur genaueren Betrachtung des Ablaufes: Fur das Zusammenfassen von Kreisen
wie in Schritt zwei, deren Atome alle zu einer Aquivalenzklasse gehéren, muss man
die Repréasentanten der entsprechenden Klasse bestimmen und auch mehrere Klassen
zusammenfassen konnen. Dafiir dienen die Funktionen des Algorithmus:

MAKESET(atom A), zum Bilden einer neuen einelementigen Aquivalenzklasse, mit
dem Représentanten und Element A.

FinD(atom A), zum Finden des Reprasentanten, der Klasse, die das Element A bein-
haltet.

UNITE(atom A, atom B), zum Vereinen von zwei Aquivalenzklassen die das Element
A (Klasse 1) und B (Klasse 2) enthalten.

Diese Ablaufe spiegeln eine effiziente Losung des Disjoint Set Union Problems wie-
der, das allerdings nicht in dieser Arbeit vorgestellt wird und laut [KL94, vgl. S.252]
zu finden ist in [Tar75] und |GT85]. Natiirlich sind hier die einzelnen Elemente einer
Aquivalenzklasse Atome. Fiir das Entwerfen des Algorithmus muss auBerdem noch beim
Verfahren UNITE darauf geachtet werden, dass der Repréasentant der entstehenden Klas-
se die vereinigte Adjazenzliste enthélt.

Im Algorithmus selbst muss zusétzlich beachtet werden, dass man statt mit dem Atom
A immer mit dem Représentanten FIND arbeitet. Aus dem Graph-Teil werden auch nur
Kanten betrachtet, fiir die Anfangs- und Endknoten (noch) nicht in der gleichen Klasse
anzufinden sind, was sich im Ignorieren dieser Klassen bzw. Kanten in der Funktion
EmMPTYADJLIST(atom A) wiederspiegelt.

EMPTYADJLIST(atom A) liefert true, falls in der Adjazenzliste eines Atoms A kein
Atom aus einer anderen Klasse als der von A mehr enthalten ist und false sonst.

NEXTELEMINADJLIST(atom A) liefert hingegen das néchste Atom aus der Adja-
zenzliste vom Atom A, das nicht in der Klasse von A enthalten ist. Dabei wird, um
sicherzustellen, dass eine Kante nicht mehrfach betrachtet wird, das ausgegebene Atom
aus der Adjazenzliste geloscht.

Bei der Tiefensuche kann ein Kreis tiber einen bereits besuchten Knoten aus der glei-
chen Aquivalenzklasse ermittelt werden. Sollte dies der Fall sein, werden die Klassen
aller seitdem besuchten Knoten mit der aktuellen zusammengefasst. Fiir das Zusam-
menfassen der besuchten Knoten, miissen diese zwischengespeichert werden, was tiber
die Pfadliste P geschieht. Initialisiert wird sie mit falsum und die besuchten Atome
werden ihr in umgedrehter Reihenfolge hinzugefiigt, sodass das erste Listenelement dem
zuletzt besuchten Atom entspricht. Beim Hinzufiigen werden die Knoten mit visited
markiert.

Betrachte man nun die Hilfsfunktion SIMPLIFYCLAUSES(HORN «, atom A): Diese
dient dazu, negative Literale in langeren Klauseln zusammenzufassen.

Die Prozedur betrachtet dabei alle Klauseln k, welche das zuletzt in der Pfadliste auf-
genommene Atom A als negatives Literal enthalten. Sollte der Wert von visit-count noch
null sein, wird in first-visited das Atom A hinterlegt (also das vorher in die Pfadliste
aufgenommene und an die Funktion tibergebene Atom A). Anschliefend wird der Ein-
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trag visit-count um eins erhoht. Sobald visit-count den Wert von neg-lit-oc (Anzahl an
negativen Literalen der Klausel k) erreicht, wurden alle negativen Literale der aktuell
betrachteten Klausel & bearbeitet. Somit wurde aus der langen Klausel (Hyperkante)
eine Klausel welche H genannt wird, bestehend aus lediglich zwei Literalen (das erste
ist das first-visited und das zweite der head, also die Implikation), die schliefilich in die
Adjazenzliste adj-list ibernommen wird. Dieser letzte Schritt wird durch den Code aus
Zeile 8-12 realisiert.

Algorithmus 4.8 SIMPLIFY-CLAUSES

1: function SIMPLIFY-CLAUSES(HORN «, Atom A) > Input: Formel o aus
HORN, welche bereits mit PREPARE-UNIQUE-HORN bearbeitet wurde. Auflerdem
das letzte in die Pfadliste aufgenommene Atom A. >

Output: Formel o aus HORN, wobei Klauseln die A als negatives Literal enthalten
wie oben beschrieben enstprechend vereinfacht wurden.
{Vereinfachung der Klausel:}
for literal X : NEG-0C-LIST(A) do
k := cLAUSE(X)
if visiT-counT(k) = 0 then
FIRST-VISITED(k) := A

VISIT-COUNT (k) := VISIT-COUNT(k) + 1
{Ubernahme in Adjazenzliste: }
if visIT-COUNT(k) = NEG-LIT-0C(k) then
H := FIND(FIRST-VISITED(k))
ADJ-LIST(H) := CONS(HEAD(k), ADJ-LIST(H))
DELETE-CLAUSE(k)

—_ = =
T
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Algorithmus 4.9 UNIQUE-SAT-HORN

1: function UNIQUE-SAT-HORN(HORN «) > Input: Formel o aus HORN.
Output: true, wenn « aus UNI-SAT ist. Ansonsten: false.

2: a* := PREPARE-UNIQUE-HORN («)

3: if a* = NULL then

4: return false

5: {Hinzufiigen von falsum:}

6: a:=10

7: for clause k : o* do

8: if k=(—-A;, V..V _‘Aik) then

9: a:=aU (=4, V..V oA, — falsum)

10: else

11: a:=aUk

12: {Initilialisierung: }

13: for atom A : a do

14: STATUS(A) = unvisited

15: MAKESET(A)

16: for clause k : a do

17: {Klauseln mit zwei Literalen in Adjanzenzliste iibernehmen:}
18: if POS-0C-LIST(k) + NEG-OC-LIST(k) = 2 then
19: H := ATOM(FIRST-NEG-LIT(k))
20: ADJ-LIST(H) := CONS(ATOM(FIRST-POS-LITERAL(K)), ADJ-LIST(H ))
21: DELETE-CLAUSE(k)
22: else
23: VISIT-COUNT(k) := 0
24: FIRST-VISITED (k) := NULL
25: HEAD(k) := ATOM(FIRST-POS-LIT(k))
26: return VERARBEITUNG-DER-PFADLISTE(«)
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Algorithmus 4.10 VERARBEITUNG-DER-PFADLISTE

1: function VERARBEITUNG-DER-PFADLISTE(«) > Input: Formel o aus HORN,
welche bereits mit UNIQUE-SAT-HORN bearbeitet wurde. > Output: true, wenn «
aus UNI-SAT ist. Ansonsten: false.

2: {Initialisierung der Pfadliste:}

3: P := cons(falsum, NULL)

4: STATUS( falsum) := visited

5: while true do

6: if FIND(FIRST(P)) = FIND(falsum) then

7: {Existiert noch ein Knoten der eine Senke sein konnte?}
8: if EXISTS-UNIVSITED-ATOM-IN(«r) then

9: A := NEXT-UNVISITED-ATOM-IN(c)

10: P := CcoNs(A, P)

11: STATUS(A) := visited

12: SIMPLIFY-CLAUSES(A, )

13: else

14: {falsum ist die einzige Senke.}

15: return {rue

16: else

17: {Die Pfadliste enthélt mehrere Knoten.}

18: A := FIND(FIRST(P))

19: {Existiert die Klausel (A — B)? Sonst ist A eine Senke.}
20: if EMPTY-ADJ-LIST(A) then

21: return false

22: B := FIND(NEXT-ELEM-IN-ADJ-LIST(A))

23: {Es ist FIND(B) # A und B aus ADJ-LIST(A) entfernt.}
24: {Verschmelzung der auf dem Zyklus liegenden Knoten:}
25: if sTATUS(B) = visited then

26: while FIND(FIRST(P)) # FIND(B) do

27: H := FIRST(P)

28: P := REST(P)

29: UNITE(H, FIRST(P))
30: {Kante folgen:}
31: else
32: P := coNS(B, P)
33: STATUS(B) := visited
34: SIMPLIFY-CLAUSES(B, o)
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4.2 Laufzeitbetrachtung

Alle Vorbereitungen bis zur while-Schleife in VERARBEITUNG-DER-PFADLISTE(«x) sind
in linearer Zeit zu erledigen. Fiir die Funktion UNITE ist die Anzahl an Atomen die
Obergrenze an Aufrufen. In der Schleife wird bei der Tiefensuche jede Klausel maximal
ein Mal besucht, zudem wird auch jedes negative Literal maximal ein Mal aus jeder
Klausel entfernt. Damit betragt die obere Schranke des Zeitaufwandes O(|a|), wenn
von dem benoétigten Zeitaufwand von find abgesehen wird. Die Prozedur find wird auch
in konstanter Anzahl pro Schleifendurchlauf aufgerufen, wenn hierfiir von der Schleife
fir das Verschmelzen von Knoten und dem Aufruf in SIMPLIFYCLAUSES abgesehen
wird. Die While-Schleife ist in der Anzahl der Atome beschrankt, d.h. sie bilden ihre
Obergrenze. In SIMPLIFYCLAUSES ist eine Obergrenze die Anzahl der Klauseln fiir das
Ubernehmen der verkiirzten Klauseln in die Adjazenzliste und somit auch fiir die Aufrufe
von FIND(i)n der damit verbundenen Schleife. Nun ist durch die Anzahl an Atomen
ja bereits die Obergrenze der Aufrufe von UNITE festgestellt, weshalb diese auch fiir
die Durchgiange der Repeat-Schleife gilt, und dadurch auch fiir die Aufrufe von FIND,
weshalb der Aufwand nun O(n) - FIND + O(m) - UNITE betrigt, wobei n die Liange der
Formel ist und m die Anzahl an Atomen.

Das Disjoint Set Union Verfahren bendtigt laut [KL94, vgl. S. 257] in einer standard-
méfBigen Implementierung wie in [Tar75] beschrieben einen Zeitaufwand von O(n-A~(n))
fur m < n. A~ ist dabei die Inverse der Ackermannfunktion:

A~ (n) := kleinstes k mit A(k, k) > n.

Die Ackermannfunktion A : N x N — N ist wie folgt definiert:

O(n- A~ (n)) steigt zwar nicht linear, aber nahezu linear. Dies ist darin begriindet, dass
die Ackermannfunktion zwar schneller als alle primitiv rekursiven Funktionen wachst,
jedoch immer noch rekursiv ist und somit A~ eine zwar nicht konstant, jedoch sehr
langsam wachsende Funktion ist.

Fir k = 4 ist sie beispielsweise A(4,4) = 2"'2| insgesamt 65536 mal. Somit ist die
Inverse A~ (n) < 4 fiir n < A(4,4). Es lésst sich leicht feststellen, dass diese Grenze in
der Praxis nicht iiberschritten werden sollte.

Eine schnellere Umsetzung des Disjoint Set Union Problems wird laut [KL94, vgl. S.
257] in [GT85] vorgestellt. Dieses ist auf eine Einschrénkung des Problems, namlich auf
inkrementelle Biume entwickelt worden (incremental tree set union). Die Anderungen
beinhalten, dass UNITE in einem baumartigen Muster aufgerufen werden muss, und
bei dem Erstellen neuer einelementiger Mengen mit MAKESET bekannt sein muss, an
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welcher Stelle des Baumes diese eingefiigt werden miissen. Somit wiirde sich der Aufwand
auf O(m + n) belaufen, wobei m und n die Anzahl an Aufrufen von UNITE und von
FIND sind.

Der Beweis, dass der Spezialfall fir UNIQUE-SAT-HORN zutrifft, wird laut [K1.94,
vgl. S. 257] in [Pre92a] und [Pre92b] erbracht. Die Voraussetzungen an die Struktur
werden dabei dadurch eingehalten, dass UNITE jeweils den vordersten Knoten mit dem
nachsten Knoten der Pfadliste verbindet und somit zum einen die baumartige Struktur
erfiillt wird, und zum anderen bekannt ist, wo sich die einelementige neue Menge in der
Struktur befindet.

Insgesamt ist also die Linearitét des Verfahrens bewiesen, es folgt:

Satz 4.6 Das Problem der Unique-Satisfiability ist fiir Formeln aus HORN in Linearzeit
entscheidbar.
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5 Aquivalenzprobleme fiir Formeln aus
HORN

Nachfolgendes Kapitel richtet sich inhaltlich nach den ersten Seiten des Kapitels ,, Aqui-
valenzprobleme”, aufler es ist entsprechend markiert ([KL94, vgl. S. 263-266]).

Ein weiteres fiir die Praxis interessantes Problem ist das, ob zwei gegebene Formeln
a und S dquivalent sind:

Definition 5.1 (Aquivalenz) Zwei Formeln o = ay,...,qp, und 3 = (i, ..., 3, sind
dquivalent, falls sowohl o F [ als auch [ E « gilt. Abgekiirzt kann dies ausgedrickt
werden mit a =~ [3.

Dafiir muss lediglich fiir alle Klauseln a; aus a gepriift werden, ob diese von [ erfiillt
werden, also ob § F «; gilt. Der umgekehrte Fall muss natiirlich auch tiberprift werden
(o E B; fur alle §; aus [3). Diese Eigenschaft kann fiir Klauseln aus HORN in linearer
Zeit tberpriift werden, wobei sich ein fiir die Formel insgesamt quadratischer Zeitauf-
wand ergibt (O((n 4+ m) - |a A 3]). Aus diesem Vorgehen ergibt sich der Algorithmus
AQUIVALENZ-HORN(HORN «, HORN ) (mit Anderungen iibernommen).

Algorithmus 5.11 AQUIVALENZ-HORN

1: function AQUIVALENZ-HORN(HORN «, HORN ) > Input: Formeln o und
aus HORN. > Output: true, wenn « dquivalent zu 3 ist. Andernfalls: false.
for clause k : o do
if SAT-HORN(a U {UNIT-CLAUSE(—X)|X € k}) = true then
return false
for clause k : 8 do
if SAT-HORN(S U {UNIT-CLAUSE(—X)|X € k}) = true then
return false

return true

Somit folgt folgendes Lemma:

Lemma 5.2 Fiir zwei Formeln o und B aus HORN st das Aquivalenzproblem o =~ f3
in quadratischer Zeit losbar.

Wird hingegen eine Formel aus KNF auf Aquivalenz mit einer Formel aus HORN oder
DHORN iiberpriift, erhdlt man ein coNP-vollstdndiges Problem:

Satz 5.3 Fir eine Formel o aus KNF und eine zweite Formel  aus HORN oder
DHORN st das Aquivalenzproblem o = 3 coNP-vollstindig.
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Beweis. Betrachte man zuerst das Problem fiir eine Formel § aus HORN. Sei g =
A N —A, dann ist das Problem fir @ aus KNF gleichbedeutend mit der Frage, ob «
widerspruchsvoll ist. Diese Frage ist coNP-vollstandig.

Ist G allerdings aus DHORN, ist der Beweis etwas komplexer: Sei f = {A} und
a* ={ay, ...,a, } aus KNF mit der Bedingung, dass a* das Atom A nicht enthalt. Fur
a={(agVA),.. (a,VA)} folgt, dass o und j dquivalent sind, gdw. @ und A &quivalent
sind, gdw. o* nicht erfiillbar ist. Somit ist auch hier das Problem coNP-vollsténdig. [

Wird nun zu einer Formel aus KNF eine dquivalente Formel aus HORN oder DHORN
gesucht, entsteht wieder ein coNP-vollstandiges Problem:

Lemma 5.4 Das folgende Problem ist coNP-vollstindig: Gegeben sei eine Formel a aus
KNF. Gesucht wird nun eine Formel 5 aus DHORN bzw. HORN, welche dquivalent zu
o 1St

Beweis. Sei T der betrachtete Formeltyp (also entweder HORN oder DHORN), « eine
erfiillbare Formel aus KNF, mit den Klauseln ay, ..., a,, und es sei vorausgesetzt, dass
ein [ aus T existiere mit o ~ . Aufgrund der Abgeschlossenheit gegen Deduktion einer
Formel aus HORN oder DHORN (siehe Lemma , folgt, dass es eine Teilklausel k;
aus «; gibt, die aus a semantisch folgt und aus T ist. Sollte «; bereits aus T sein, wird
diese direkt als k; ibernommen. Schliefllich erhalt man a ~ k£ mit der Eigenschaft, dass
k ={ki,...,k,} aus T ist, wobei deshalb nicht-deterministisch entschieden werden kann,
ob « das Problem nicht erfiillt:

Fir g aus HORN:

Zuerst testet man, ob « erfiillbar ist, da, wenn dies nicht der Fall ware, jede auch
nicht-erfiillbare Formel g dquivalent zu a ware. Sollte « also nicht erfiillbar sein, wird
B = AN A gesetzt und wére eine dquivalente Formel aus HORN.

Andernfalls wird fir jede Klausel oy; = (A1 V ... V A, V =A,11 V ... V 2 A,) Uberprift,
ob die Teilklausel (A; V =A, 41 V...V 2 A;) fir alle j mit (1 < j < r) semantisch nicht
aus « folgt. Sollte ein ¢ mit 1 < i < n existieren, fir das dieser Fall zutrifft, kann es fiir
a keine dquivalente Formel aus HORN geben.

Fir g aus DHORN:

Zuerst wird iiberpriift, ob es in a negative Klauseln gibt, in welchem Fall fiir a keine
aquivalente Formel aus DHORN existieren kann. Ansonsten ist nun bekannt, dass «
keine Klauseln ohne positives Literal besitzt, und daher auch erfillbar ist.

Jetzt wird wieder derselbe Test wie eben ausgefiihrt, also ob eine Klausel «; mit 1 <
i < n existiert, fiir welche es ein j gibt mit (1 < j <1r), sodass a ¥ (A;V-A,41V...V-A;)
gilt. Sollte dies der Fall sein, kann es wieder fiir a keine aquivalente Formel aus DHORN
geben

Zurtuck zur allgemeinen Betrachtung:

Das vorgestellte Problem ist offenbar fiir T gleich HORN oder DHORN aus coNP,
wobei noch die Vollsténdigkeit zu beweisen bleibt.

Hierfir betrachte man die Menge M := {a € KNF | a enthélt eine positive Klausel}.
Fir SAT N M ist das Problem NP-vollstandig.
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Seien nun ein neues Atom A fiir o und ein a aus M gegeben, auflerdem wird « jetzt
eine Formel o* zugeordnet, welche die Form {(ay V A), ..., (o, V A) } aufweist. Jetzt zeigt
man, dass « genau dann nicht erfiillbar ist, wenn ein g aus T existiert, fiir das a* =
gilt.

Nehme man dafiir nun an, dass « nicht erfiillbar ware. Daraus wiirde folgen, dass
o* ~ A gilt.

Umgekehrt wird nun angenommen, dass fiir ein 5 aus 7' bereits ein dquivalentes o
gegeben wére. Dann gilt fiir alle ¢ mit 1 < i < n, dass (o; V A) semantisch aus (3 folgen
wiirde, also insbesondere auch fiir die vorausgesetzte positive Klausel (a;, V A).

Aufgrund der Abgeschlossenheit gegen Deduktion von 7" und der nur positiven Literale
in o;,, musste A semantisch aus /3 folgen oder A;, miisste semantisch aus /3 folgen, fiir ein
A;, aus a;,. Wiirde letzeres gelten, miisste auch A;, semantisch aus a* folgen. Dies wiirde
jedoch einen Widerspruch darstellen, da eine erfiillende Belegung J fiir o* existiert mit:
J(A) = 1 und J(A;,) = 0. Deshalb folgt, dass A semantisch aus § folgt, und damit auch
aus . Damit wiirde o wieder nicht erfiillbar sein. O]
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6 Anhang

Nachfolgend sind noch einige Algorithmen und Probleme abgedruckt, die zwar nicht
explizit behandelt und erklirt werden, jedoch fiir einige Aussagen und Beweise von
elementarer Bedeutung sind.

6.1 Algorithmen

SAT-2-KNF(2-KNF «) (mit leichten Abanderungen tibernommen, [KL94, vgl. S. 86])
sucht eine erfiillende Belegung fiir eine Formel a aus 2-KNF und gibt true aus, sollte
diese existieren. Die Belegung ist dann in den Atomfeldern von a markiert.

Algorithmus 6.12 SAT-2-KNF

1: function SAT-2-KNF(2-KNF «) > Input: Formel o aus 2-KNF. >
Output: true, wenn « erfiillbar ist sowie eine erfiillende Belegung als Markierung in
den Atomfeldern. Ansonsten: false.

S := Liste der starken Zusammenhangskomponenten des assoziierten Graphen

{S wird mit dem Algorithmus von Tarjan berechnet und ist eine Liste von Listen
aus Paaren von Vorzeichen (0 = negiert, 1 = nicht negiert) sowie Atomen.}

for s: S do

if s enthélt komplementére Literale then
return false

{Im weiteren Verlauf ist bekannt, dass « erfiillbar ist.}
for atom A : o do

VALUE(A) := unbelegt
10: for s : S do

11: for PAIR(sign, A) : s do

12: if VALUE(A) = unbelegt then
13: VALUE(A) = sign

14: return {rue
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TRANS-K-KNF(KNF «, integer k) (mit leichten Abanderungen iibernommen [K1.94]
vgl. S. 40]) gibt eine zur Formel « erfiillbarkeitsidquivalente Formel in k-KNF aus.

Algorithmus 6.13 TRANS-k-KNF
1: function TRANS-K-KNF(KNF «, integer k) > Input: Formel a aus KNF in der

entsprechenden Datenstruktur, natiirliche Zahl k > 2. > Output:
Erfillbarkeitsdquivalente Formel zu o« in k-KNF.
2: atom A
3: literal X
4: literal-list lit-list-1
5: literal-list lit-list-2
6: for clause k£ : a do
7 if NR-OF-LITERALS(k) > k then
8: {Splitte literal-list von k nach k — 1 Literalen in lit-list-1 und lit-list-2
auf:}
9: A := NEWATOM
10: X := NEWLITERAL(—A)
11: lit-list-1 := APPEND(lit-list-1, X)
12: X := NEWLITERAL(A)
13: lit-list-2 :== APPEND(X, lit-list-2)
14: k1 := NEWCLAUSE(lit-list-2)
15: {Fuge k1 nach k in clause-list von « ein.}
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6.2 Probleme

Folgende Probleme seien als NP-vollsténdig bekannt:

Problem 4 (1-3-SAT, abgedndert iibernommen [KL94, vgl. S. 60], NP-vollstindig nach
[Sch78])

Eingabe: Formel a aus 3-KNF mit nur positiven Literalen.

Frage: Ezistiert eine Belegung J, sodass pro Klausel genau ein Literal wahr wird?

Problem 5 (3-SAT, abgedndert iibernommen [KL94 vgl. S. 57f])
FEingabe: Formel a aus 3-KNF.
Frage: Ist o erfillbar?
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