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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung

»Matching is a powerful piece of algorithmic magic“ [Ski08]. In dieser Arbeit soll dem
Leser ein Einblick in die Entwicklung der ,,Matching-Algorithmen“ gegeben werden.
Matching-Algorithmen sind dabei Algorithmen, die fiir einen gegebenen Graphen mog-
lichst viele disjunkte Paare, sogenannte Matches, finden. Dabei héngt die Schwierig-
keit und somit die Laufzeit stark von der Graphklasse ab. Unterschiedliche Ansétze
und Verbesserungen haben im Laufe der Zeit diese Algorithmen immer effizienter ge-
macht, beginnend mit der Arbeit von Jack Edmonds [Edm65] im Jahre 1965, der die
damals existierende Frage, ob das Matching-Problem in der Komplexitéitsklasse P oder
NP liegt, mit seinem ersten effizienten Polynomialzeitalgorithmus fiir allgemeine Gra-
phen beantwortete. Allerdings ist heutzutage ein Polynomialzeitalgorithmus fiir das
Matching-Problem nicht mehr ,effizient* genug; unterschiedliche Anséitze versuchen,
das Problem effizienter zu l6sen. Linearzeitalgorithmen existieren nur fiir Approximati-
onsalgorithmen oder sehr spezielle Graphklassen. Um die Komplexitit von Problemen
besser unterscheiden zu koénnen, gibt es eine feinere Kategorisierung der bekannteren
Komplexitatsklassen:

e NP: Algorithmen, die auf einer nichtdeterministischen Turingmaschine mit poly-
nomieller Laufzeit ausgefithrt werden kénnen; mit deterministischen Turingma-
schinen kann eine Losung in polynomieller Laufzeit auf ihre Korrektheit tiber-
priift werden, eine korrekte Losung kann bisher deterministisch nur in exponen-
tieller Laufzeit berechnet werden

e P: Algorithmen mit polynomieller Laufzeit
e NC: Nick’s Class; parallel effiziente Entscheidungsalgorithmen

¢ RNC: Randomized Nick’s Class; nichtdeterministisch parallel effiziente Entschei-
dungsalgorithmen

e quasi-NC: Algorithmen, die von der Laufzeit her NC &hneln

e SPL: Stoic Probabilistic Logspace; enthalt Matching-Entscheidungsprobleme, die
randomisiert gelést werden

e L: Algorithmen mit logarithmischem Speicherbedarf

Von der Hierarchie dieser Komplexitéatsklassen ist klar, dass L € P C NP. Fiir die
anderen Komplexititsklassen existiert keine einheitliche Abstufung, da die Klasse NC



nochmals in mehrere unterschiedlich stark méchtige Klassen unterteilt wird. Allerdings
ist die randomisierte Version einer Komplexitétsklasse stets méchtiger als die nicht-
randomisierte Version. Somit gilt NC C RNC.

Im Hinblick auf die Komplexitétstheorie ist das Matching-Problem von Bedeutung,
da es in andere Probleme, darunter das Finden eines minimalen Spannbaumes, tiber-
fithrt werden kann [NR59]. Fiir andere kombinatorische Probleme wie das Bestimmen
der Isomorphie von zwei Graphen oder die Bestimmung der chromatischen Zahl ei-
nes Graphen [HMUOQ7] existieren hingegen keine effizienten (Polynomialzeit-) Algo-
rithmen. Im Vergleich dazu gibt es fiir das Matching-Problem bereits Algorithmen,
die das Matching-Problem in quasi-NC berechnen. Fiir speziellere Graphklassen wie
bipartite oder planare Graphen sind noch bessere Algorithmen moglich. Dies héngt
damit zusammen, dass beschréanktere Graphklassen es erlauben, Annahmen iiber den
Graphen zu erzielen und somit die Berechnung zu erleichtern. Auf der anderen Seite
gibt es die Moglichkeit, dass die Kanten der Graphen gerichtet oder gewichtet sind.
Ist letzteres der Fall, so wird nicht nur ein moglichst grofles Matching gesucht, son-
dern gleichzeitig auch das mit der geringsten Summe der Kantengewichte (Man kann
sich das wie die Suche nach einem minimalen Spannbaum vorstellen). Eine detail-
lierte Beschreibung der verwendeten Graphklassen befindet sich im Anschluss an die
Grundlagen im Abschnitt 2.3.

Die Aufgabe dieser Arbeit besteht darin, die Historie der Matching-Algorithmen auf-
zuzeigen und zu diskutieren sowie zusétzlich einen Einblick in die neuste Entwicklung
zu geben. Die dafiir berticksichtigten 14 Arbeiten haben ein Publikationsjahr zwischen
1965 und 2020. Im Hinblick auf die mit den zu den Algorithmen kompatiblen Graph-
klassen wird ein besonderer Fokus auf die Neuerungen und die daraus resultierenden
Verbesserungen der Laufzeiten der vorgestellten Algorithmen gelegt.

1.2 Aufbau

Die Arbeit ist folgenderweise aufgebaut: Zunéchst werden Grundlagen der Graphen-
theorie wiederholt und darauf basierend die wichtigsten Definitionen und Satze im
Bereich der Matching-Probleme erldutert (Abschnitt 2). Anschliefend werden im Ab-
schnitt 3 in chronologischer Reihenfolge unterschiedliche Arbeiten vorgestellt, welche
den Algorithmus im historischen Verlauf verbessert haben oder auf neuen Ansétzen
basieren, um das Problem zu 16sen. Schliefflich wird im Abschnitt 4 der zeitliche Ver-
lauf der Matching-Algorithmen kompakt dargestellt. Zuletzt findet im Abschnitt 5 ein
kurzer Ausblick uber die noch offenen Fragen statt.

Die Arbeiten im Abschnitt 3 werden in einer steckbriefartigen Form zusammenge-
fasst. Diese Form beinhaltet folgende Punkte:

¢ Graphklasse, auf die der Algorithmus angewendet werden kann
e Laufzeit des Algorithmus, ggf. Speicher
o Neuerungen (Verbesserungen, Ansétze)

e Algorithmus: Oberfliachliche Beschreibung des Algorithmus



e Bedeutung: Fiir das Matching-Problem oder die Komplexitatstheorie relevante
Informationen



2 Grundlagen

Fiir das Verstédndnis der Algorithmen werden hier erforderliche Grundlagen erldutert.
Weitere spezielle Definitionen und Satze werden spéter bei den Arbeiten eingefiihrt.

2.1 Allgemeine Graphentheorie

Hier wird zunéchst nochmal die fiir die Definitionen im Teil ,Matching“ erforderliche
Graphentheorie wiederholt. Diese richten sich nach dem Standardwerk ,Graphentheo-
rie“ von Reinhard Diestel [Die06].

Definition 2.1.1 (Graph). Sei V' eine Menge von Knoten sowie E eine Menge von
Kanten zwischen je zwei Knoten aus V. Ein Graph G wird definiert als G = (V, E).

Viele Algorithmen koénnen fiir allgemeine Graphen verwendet werden. Allerdings
gibt es auch weitere Graphklassen, welche Besonderheiten aufweisen, die nur von be-
stimmten Algorithmen berticksichtigt werden.

Definition 2.1.2 (gerichteter Graph). Sei G = (V, E) ein Graph. Falls die Kanten-
menge E geordnete Tupel sind, wird G gerichtet genannt.

Definition 2.1.3 (gewichteter Graph). Sei G = (V, E) ein Graph. Falls das Traver-
sieren von Kanten einen unterschiedlichen Aufwand darstellt, so existiert eine Gewich-
tungsfunktion w: E — Q, welche jeder Kante e € E ein Gewicht w(e) zuweist. Dann
nennen wir (G,w) einen gewichteten Graphen.

Bei den beiden vorherigen Definitionen ging es um die Art der Kanten, aus denen
diese bestehen. Eine weitere Besonderheit sind die bipartiten Graphen, zu denen es im
Vergleich zu normalen Graphen deutlich einfachere Algorithmen mit einer schnelleren
Laufzeit gibt.

Definition 2.1.4 (bipartiter Graph). Sei G = (V,E) ein Graph. Falls V in zwei
Mengen Vi W Vo aufgeteilt werden kann, sodass fiir alle Kanten aus E gilt, dass diese
ausschliefllich zwischen Knoten von Vi und Va verlaufen, so wird G bipartit genannt.

Bei den bipartiten Graphen sei noch erwahnt, dass diese ebenfalls gerichtet oder
gewichtet sein konnen.

Definition 2.1.5 (planarer Graph). Sei G = (V, E) ein Graph. Wir nennen G planar,
wenn G auf einer Ebene so gezeichnet werden kann, dass sich keine Kanten schneiden.
Flichen der Ebene, die durch die Kanten von G abgegrenzt werden, bezeichnen wir als
Facetten.



2.2 Matching

Die Algorithmen berechnen alle ein Matching. Mithilfe der folgenden Erlduterungen
soll es flir den Leser verstdndlich werden, was die Eigenschaften und Unterschiede
dieser sind.

Definition 2.2.1 (Match). Sei G = (V, E) ein Graph. Sind zwei Knoten vy,v3 € V
durch eine Kante verbunden und sonst kein Teil weiterer Kanten, so wird (vi,vs2) als
ein Match definiert.

Definition 2.2.2 (Matching). Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Matching M C FE ist
eine Teilmenge der Kanten von G, fir die gilt, dass alle Kanten e € M Teil eines
Matches sind. Knoten, die inzident zu einer Matchingkante sind, werden gematcht
genannt, Knoten, die zu keiner Matchingkante inzident sind, frei.
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Abbildung 2.1: Zwei Beispiele fiir ein Matching. Knoten und Kanten, die ein Match
bilden, sind rot gefarbt. Ungematchte Knoten sind grau gefarbt.

Ein triviales aber dennoch giiltiges Matching ist beispielsweise ein Graph, aus dem
eine beliebige Kante gewahlt wird. Dementsprechend existieren weitere Kriterien, mit
denen Matchings nach ihrer Machtigkeit kategorisiert werden konnen.

Definition 2.2.3 (Nicht erweiterbares Matching). Sei G = (V, E) ein Graph, M C E
ein Matching von G. M ist ein nicht erweiterbares Matching von G genau dann, wenn
es in E\ M keine weiteren Matches gibt.

Um ein nicht erweiterbares Matching zu erhalten, kann man also einfach so lange
eine beliebige Kante zweier ungematchter Knoten zum Matching hinzufiigen, bis es
keine solche Kante mehr gibt. Sowohl das linke als auch das rechte Matching aus
Abbildung 2.1 sind nicht erweiterbare Matchings.

Allerdings besteht die Moglichkeit, dass abhéngig von der Auswahl der Kanten fiir
das Matching unterschiedlich viele Matches in einem nicht erweiterbaren Matching
enthalten sind (wie in Abbildung 2.1). Dies gilt es zu differenzieren:

Definition 2.2.4 (Matching-Kardinalitat). Sei G = (V, E) ein Graph, M C E ein
Matching von G. Die Kardinalitit |M| eines Matchings entspricht der Anzahl an
Matches in M.

Fiir jeden Graphen gibt es ein Maximum an Matches, die ein Matching haben
konnte. Angenommen, ein Graph G = (V, E) hitte eine gerade Anzahl von Kno-
ten, bei denen jeweils zwei verbunden sind, so ergibt sich eine maximal mdogliche



Matching-Kardinalitat von % (siehe Abbildung 2.2 links). Sind hingegen alle Knoten
V1, Vo, ..., Uy € V ausschlieBlich mit vy € V verbunden, so betrigt die maximal mog-
liche Matching-Kardinalitédt 1 (sieche Abbildung 2.2 rechts). Folglich hingt diese von

dem Graphen ab und kann nicht trivial bestimmt werden.
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Abbildung 2.2: Die Anzahl der Matches ist abhéngig von dem Graphen. Links: Alle
Knoten und Kanten sind Teil des maximalen Matchings. Rechts: Nur
zwei Knoten und eine Kante sind Teil des maximalen Matchings.

Definition 2.2.5 (Maximum-Matching (Maximales Matching)). Sei G = (V, E) ein
Graph, M C E ein Matching von G. M st ein Maximum-Matching von G genau
dann, wenn kein weiteres Matching My C G mit | M| < |May| existiert.

An den Beispielen aus Abbildung 2.2 ist ersichtlich, dass es Graphen gibt, die nur
eine Belegung an Matches haben, die ein Maximum-Matching ist (links), oder mehrere
(rechts, die Kante kann beliebig gewidhlt werden). Interessante Probleme, die nicht
trivial gelost werden kénnen, sind zum Beispiel ,,Was ist ein Maximum-Matching fiir
einen Graphen G?7* oder ,,Gibt es mehrere Maximum-Matchings fiir G7¢

FEine noch méchtigere Form des Matchings ist das perfekte Matching.

Definition 2.2.6 (Perfektes Matching). Sei G = (V,E) ein Graph, M C E ein
Matching von G. M ist ein perfektes Matching von G genau dann, wenn fir alle
Knoten v € V gilt, dass diese Teil eines Matches sind.

Abbildung 2.3: Der Graph aus Abbildung 2.1 hat genau zwei perfekte Matchings.

Auch hier kénnen die Fragen fiir ein Maximum-Matching analog fiir ein perfektes
Matching gestellt werden. Zusétzlich existiert noch das nicht-triviale Problem, zu ent-
scheiden, ob es iiberhaupt ein perfektes Matching fiir G gibt. Im Falle von Abbildung
2.3 hat der Graph mehrere perfekte Matchings.

Die Arbeiten, welche in dieser Arbeit zusammengefasst werden, beschéaftigen sich
mit diesen Problemen und versuchen, diese moglichst effizient zu l6sen. Dabei werden



unterschiedliche Ansétze verfolgt, welche unter anderem auf den folgenden Definitionen
und Satzen aufbauen:

Definition 2.2.7 (Faktor-kritischer Graph). Sei G = (V, E) ein Graph. G ist ein
faktor-kritischer Graph genau dann, wenn fir jedes v € V gilt, dass es fir G' =
(V\{v}, E) ein perfektes Matching gibt.

Kann in einem Graphen ein Teilgraph gefunden werden, welcher die Eigenschaf-
ten eines faktor-kritischen Graphen besitzt, so kann tiber diesen Teilgraphen gesagt
werden, dass es in jedem Fall mehrere Maximum-Matchings gibt.

Definition 2.2.8 (Grad eines Knotens). Sei G = (V, E) ein Graph. Der Grad eines
Knotens bezeichnet die Anzahl der Kanten, welche zu diesem inzident sind: deg: V — N

Jeder Graph G, bei dem alle Knoten den Grad 1 haben, hat ein perfektes Matching.
Umgekehrt lédsst sich aus der Existenz eines perfekten Matchings folgern, dass es mog-
lich ist, Kanten aus G so zu entfernen, das alle Knoten den Grad 1 haben.

Definition 2.2.9 (Faktorisierbarkeit eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph. G
heifit a-faktorisierbar, wenn ein Teilgraph G' = (V, E') mit E' C E existiert, sodass
jeder Knoten aus V den Grad « besitzt.

In dem Falle wére G 1-faktorisierbar.

Wiéhlt man einen Knoten als Startknoten und fithrt eine Breiten- oder Tiefensuche
durch, so traversiert man den Graphen schrittweise, wie es auch in den Algorithmen
der Fall ist. Dabei folgen die Algorithmen Wegen.

Definition 2.2.10 (Weg eines Graphen). Sei (G,w) mit G = (V, E) ein gewichteter
Graph. Ein Weg bezeichnet eine Sequenz vg,v1,...,v, € V wvon Knoten, fir die gilt,
dass fir jedes Paar an benachbarter Knoten eine Kante (v;,v;11) € E existiert. Die
Lénge eines Weges ist dann n. Das Gewicht eines Weges besteht aus der Summe der
Gewichte der Kanten, welche dieser enthdlt: Z?:_ol w (i, Vig1)

Problematisch bei Wegen ist jedoch, dass es moglich ist, dass Knoten mehrfach
besucht werden. Dies soll ausgeschlossen werden, weshalb die Algorithmen anstelle
von Wegen eine méchtigere Form, Pfade, verwenden.

Definition 2.2.11 (Pfad eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Pfad ist ein
Weg, fir den zusdtzlich gilt, dass keine Knoten mehrfach in diesem vorkommen.

Analog zum Weg gelten auch hier die Definitionen der Lange und des Gewichtes von
Pfaden.

Nun soll das Konzept des Pfades erweitert werden, um Matches in einem Graphen
finden zu kénnen. Ein Hilfskonstrukt dafiir sind alternierende Pfade.

Definition 2.2.12 (Alternierender Pfad). Sei G = (V, E) ein Graph und M C E ein
Matching. Ein Pfad P heifit alternierend, wenn dieser abwechselnd Kanten aus M und
E\ M enthdlt.

10
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Abbildung 2.4: Links: Beispiel fiir einen alternierenden Pfad. Rechts: Beispiel fir einen
augmentierenden Pfad. Die Kanten eines augmentierenden / alternie-
renden Pfades sind farblich hervorgehoben.

Wenn man einen alternierenden Pfad zu einem augmentierenden Pfad erweitert, so
hat man die Moglichkeit, die Kardinalitdt des Matchings zu erhéhen.

Definition 2.2.13 (Augmentierender Pfad). Sei G = (V, E) ein Graph, M C E ein
Matching sowie P ein alternierender Pfad. Ein Pfad P’ D P heifit augmentierend,
wenn er den alternierenden Pfad P dadurch erweitert, dass dieser zusdtzlich noch an
einem ungematchten Knoten anfingt sowie endet.

Einfach formuliert ist ein augmentierender Pfad ein Pfad, der zwei ungematchte
Knoten, die durch eine Folge von Matches getrennt sind, miteinander verbindet.

.------C O C Q O O
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Abbildung 2.5: Die Kanten aus dem augmentierenden Pfad aus (links) werden umge-
kehrt. Das Ergbnis ist (rechts), ein Matching mit einer um 1 erhohten
Kardinalitat.

Hat man einen augmentierenden Pfad gefunden, so kann man die Kardinalitidt des
Matchings um 1 erhéhen, indem man die Kanten der Matchings ,,umkehrt“. Damit ist
gemeint, dass die Kanten des augmentierenden Pfades, die bisher matchende Kanten
waren, aufgelost werden und die bisher ungematchten Kanten in matchende umgewan-
delt werden.

Satz 2.2.1 (Satz von Berge [Ber57]). Sei G = (V, E) ein Graph und M C E ein
Matching. M ist ein mazimales Matching genau dann, wenn es keinen augmentierenden
Pfad gibt.

Mit dem Satz von Berge ist es moglich, ein Maximum-Matching zu finden, indem
ein zunéchst beliebiges Matching schrittweise ,verbessert® wird. Solange es augmen-
tierende Pfade gibt, wird es aktualisiert. Gibt es keine augmentierenden Pfade mehr,
so ist das Matching zu einem Maximum-Matching geworden.
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Die Matching-Probleme sind in viele weitere Graphenprobleme {iberfithrbar, zum
Beispiel das Finden einer kleinstmoglichen Knoteniiberdeckung in einem bipartiten
Graph.

Definition 2.2.14 (Knoteniiberdeckung eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph.
Eine Knoteniiberdeckung ist eine Menge von Knoten V' C 'V, fir die gilt, dass alle
Kanten e € E mindestens einen Knoten v' € V' enthalten. Eine Knoteniiberdeckung
heifit kleinstmoglich genau dann, wenn es fir den Graphen keine weitere Knoteniber-
deckung mit weniger Kanten gibt.

Mithilfe des Satzes von Konig ldsst sich die Kardinalitédt eines Maximum-Matchings
in einem bipartiten Graphen bestimmen.

Satz 2.2.2 (Satz von Konig [Wag70]). Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph. Ein
maximales Matching enthdlt genau so viele Kanten wie die Anzahl der Knoten in einer
minimalen Knoteniiberdeckung.

Als néchstes geht es um das Problem, zu entscheiden, ob ein beliebiger Graph ein
perfektes Matching hat. Dafiir wird das Konzept der Zusammenhangskomponente be-
nutzt.

Definition 2.2.15 (Zusammenhangskompenente eines Graphen). Sei G = (V, E) ein
Graph. Eine Zusammenhangskomponente wird als eine inklusionsmaximale Teilmenge
V' CV definiert, fir die gilt, dass es fir jedes v; € V' einen Pfad zu vo,v1, ..., vjy/|—1
gibt.

Der Satz von Tutte liefert eine Moglichkeit, die Existenz eines perfekten Matchings
in einem Graphen zu belegen oder zu widerlegen.

Satz 2.2.3 (Satz von Tutte [Tutd7] ). Sei G = (V, E) ein Graph. G hat ein perfektes
Matching genau dann, wenn fir jede Teilmenge V' C V gilt, dass fir den Graphen
G' = (V\ V' E") die Anzahl der Zusammenhangskomponenten mit einer ungeraden
Anzahl von Knoten hichstens |V'| betrdgt.

Der Satz von Berge ist auf beliebige Graphen anwendbar, allerdings lésst sich die
Laufzeit zum Finden von augmentierenden Pfaden in allgemeinen Graphen erheblich
verbessern.

Definition 2.2.16 (Kreis eines Graphen). Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Pfad mit
einer Linge grofler als 2, bei dem Start- und Endknoten identisch sind, wird als Kreis
definiert. Gilt zusdtzlich, dass ausschlief$lich der Start- und der Endknoten identisch
sind und sonst keine weiteren Knoten im Kreis mehrfach vorkommen, so wird dieser
als Zykel bezeichnet.

Existieren Bliiten in dem Graphen, so kénnen diese ,,geschrumpft“ werden, womit
das Finden von augmentierenden Pfaden erleichtert wird.

Definition 2.2.17 (Blossom (Bliite)). Sei G = (V, E) ein Graph und M C E ein
Matching. Fine Blite B wird definiert als ein alternierender Pfad gerader Ldnge,
wobei der letzte Knoten einen Kreis mit ungerader Ldinge bildet, in dem jede zweite
Kante Teil von M ist.

12
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Abbildung 2.6: Ein augmentierender Pfad durch eine Bliite. Die Knoten aus dem Kreis
kénnen fiir das Finden eines augmentierenden Pfades zu einem virtu-
ellen Knoten kontrahiert werden (siehe 3.1).

2.3 Abkiirzungsverzeichnis fiir Graphklassen

Die Algorithmen basieren auf unterschiedlichen Graphtypen, die jeweils zusétzlich wei-
tere Eigenschaften oder Einschrinkungen haben kénnen. Aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit werden folgende Informationen kompakt abgekiirzt:
e Graphklassen:
— ALL: beliebiger ungerichteter gewichtsloser Graph
— BP: bipartiter ungerichteter gewichtsloser Graph

— PL: planarer ungerichteter gewichtsloser Graph

o Grapheigenschaften:
— Gpg: Graph hat bounded Genus
— G7: Graph hat gerichtete Kanten
— Gy Graph hat gewichtete Kanten

Einen Graphen, der bipartit ist und gerichtete sowie gewichtete Graphen mit bounded

Genus hat, schreiben wir nach dieser Notation als BP,;,,.

13



3 Matching-Algorithmen

3.1 Erster Polynomialzeitalgorithmus fiir allgemeine
Graphen

Graphklasse Laufzeit Speicher Neuerungen

ALL O([V]*) O(|V]?) Satz von Berge (1957)

1965 veroffentlichte Jack Edmonds in ,Path, trees and Flowers® [Edm65] den ersten
Polynomialzeitalgorithmus, der das Matching-Problem auch fiir nicht-bipartite Gra-
phen effizient 16st.

Notige Grundlagen

Definition 3.1.1 (Baum, Wald). Wir bezeichnen einen zusammenhdngenden Graphen
G = (V,E) als Baum, wenn es fir jeden Knoten v € V jeweils genau einen Pfad zu
allen anderen Knoten v' € V gibt.

FEinen Graphen G, der nicht zusammenhdngend ist, bezeichnen wir als Wald, wenn
alle zusammenhdngenden Teilgraphen G' € G Bdume sind.

Definition 3.1.2 (Alternierender Baum, Wald). Sei G = (E,V) ein Baum. Wir
erzeugen aus G einen alternierenden Baum, indem wir einen Knoten r € V wdhlen,
thn als gerade markieren und rekursiv fiir jeden markierten Knoten alle unmarkierten
Nachbarknoten als ungerade markieren, wenn dieser gerade markiert ist, oder als gerade
markieren, wenn dieser ungerade ist, und dabei die Kanten mit der Farbe des Knotens
markieren.

Einen Wald W bezeichnen wir als alternierend, wenn fiir alle Biume B € W gilt,
dass diese alternierend sind.

Algorithmus

Sei G = (V, E) ein Graph, T' € E ein Matching aus G sowie r ein ungematchter Knoten
aus G.

Von r ausgehend bilde einen alternierenden Baum. Tritt ein Kreis von ungerader
Léange auf, so handelt es sich um eine Bliite. Diese wird zu einem Knoten geschrumpft.
Dieser Vorgang wird so weit fortgesetzt, bis ein weiterer ungematchter Knoten gefun-
den wurde oder keine weiteren Knoten mehr in den augmentierenden Baum aufgenom-
men werden konnen. Tritt ersteres ein, so wurde ein augmentierender Pfad gefunden.
Bliten, die geschrumpft wurden, werden wieder expandiert. Bisherige Matches des
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augmentierenden Pfades werden entfernt und durch Matches, beginnend mit dem ers-
ten Knoten, ersetzt.

Der Algorithmus terminiert, sobald keine augmentierenden Pfade gefunden werden
koénnen. Ist der Graph nicht zusammenhéngend, so wird fiir jeden zusammenhéngenden
Graphen ein alternierender Baum erzeugt, also ein alternierender Wald.

Bedeutung

Das Matching-Problem ist dquivalent zum Problem der Berechnung eines minimalen
Spannbaumes eines Graphen [NR59].

In seiner Publikation macht Edmonds auf die Bedeutung eines ,effizienten Algo-
rithmus“ (gemeint sind Polynomialzeitalgorithmen) aufmerksam und vernachldssigt
einfache Anpassungen des Algorithmus, durch welche die Laufzeit des Algorithmus
weiter verbessert werden konnte.

Analog zur Church’schen These stellt Edmonds die Frage, ob es eine Moglichkeit
gibt, eine untere Schranke fiir die tatsédchliche Laufzeit eines Problems vorherzusa-
gen. Idealerweise gébe es fiir jede Komplexitatsklasse einen Algorithmus, der fiir alle
Probleme dieser Klasse anwendbar ist.

Seit dem mittleren 19. Jahrhundert konnte diese Frage, die als P-NP-Problem be-
kannt ist, noch nicht beantwortet werden. Fiir NP-vollsténdige Probleme ist aktuell
deswegen nicht ausgeschlossen, dass diese mittels eines Polynomialzeitalgorithmus ge-
lost werden konnen. Es reicht, dass ein einziger Polynomialzeitalgorithmus fiir ein
NP-vollstéandiges Problem gefunden wird, um zu zeigen, dass alle Probleme aus NP in
polynomieller Laufzeit gelost werden konnen. Dies folgt daraus, dass auf jedes Problem,
das in NP liegt, von allen anderen NP-schweren Problemen mittels Polynomialzeitre-
duktion reduziert werden kann.

3.2 Der bedeutsamste Matching-Algorithmus fiir
bipartite Graphen

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

BP O((IE|+|V]) - +/|V]) Laufzeitverbesserung aus O(|V| - |E|)

1973 erschien unter dem Titel ,An n®/2 Algorithm for Maximum Matchings in Bipar-
tite Graphs* [HK73] ein Algorithmus von John E. Hopcroft und Richard M. Karp.

No6tige Grundlagen

Der Hopcroft-Karp-Algorithmus baut auf den Satz von Berge auf und nutzt die Ei-
genschaften von bipartiten Graphen aus (keine Zykel ungerader Lénge, keine Kanten
zwischen Knoten einer Partition), wodurch dieser einfach und effektiv wird.
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Algorithmus

Der Algorithmus sucht wiederholt eine grofftmogliche Menge an minimal-grofien aug-
mentierenden Pfaden, die untereinander knotendisjunkt sind. Diese Pfade werden dann
dafiir genutzt, um das Matching iterativ zu verbessern, indem die bisher gematchten
Kanten in ungematchte und die ungematchten in gematchte umgetauscht werden. Der
Algorithmus terminiert, wenn es keinen augmentierenden Pfad mehr gibt:

Eingabe: Ein bipartiter Graph G = (V, E) sowie ein Matching M C FE, wobei zu
Beginn M = 2.
Ausgabe: M als ein maximales Matching fir G.

while M enthélt mindestens einen augmentierenden Pfad. do
Setze @@ = @, | = minimale Léinge eines augmentierenden Pfades.
Fiille die Menge () mit augmentierenden Pfaden @1, @s, ..., Q:, wobei fiir jeden
augmentierenden Pfad Q; gilt:
Q; hat die Lange [.
Q; ist knotendisjunkt mit allen anderen augmentierenden Pfaden in Q.
Augmentiere M nacheinander mit allen augmentierenden Pfaden aus Q.
end while
return M

Jede Phase benotigt hochstens O(|E| + |V|) Schritte, und da es hochstens +/|V|
Phasen geben kann, betrigt die Laufzeit O((|E| + |V|) - v/]V]) oder O(|V[>/?).

Bedeutung

Das Matching-Problem speziell fiir bipartite Graphen ist ein besonderer Spezialfall
des Matching-Problems fiir allgemeine Graphen. Folgende Anwendungsgebiete wurden
durch den Hopcroft-Karp-Algorithmus beeinflusst:

e Die Bestimmung eines maximalen Flusses in einem Flussnetzwerk mit beschrank-
ten Kapazitéten mittels des Algorithmus von Ford und Fulkerson. [FF62]

e Der 1955 publizierte Kuhn-Munkres-Algorithmus, auch Ungarische Methode ge-
nannt; gesucht wird dabei ein perfektes Matching fiir einen bipartiten gewichte-
ten Graphen, sodass die Summe der Gewichte der Kanten des Matchings minimal
ist. [Kuh55]

e Das Losen des Transportproblems von Hitchcock, bei dem es darum geht, fiir eine
Menge an Giitern aus unterschiedlichen Quellen und einer Menge an Zielen mit
bestimmter Nachfrage nach den Giitern, wobei der Transport von Giitern von
einer Quelle zu einem Ziel mit Kosten behaftet ist, eine Aufteilung der Giiter
von den Quellen zu den Zielen so zu finden, dass die Summe der Kosten der
Transporte minimal ist. [Hit41]
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e Das Entscheidungsproblem, ob ein Baum zu einem Teilbaum eines anderen Bau-
mes isomorph ist. [Mat78§]

Bedingt dadurch, dass es eine Vielzahl an Anwendungsbeispielen gibt, welche dquiva-
lent sind zum maximalen Matching in bipartiten Graphen, ist die Komplexitétsklasse
dieses Problems von Bedeutung.

3.3 Verbesserung des Algorithmus von Edmonds

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

ALL O(y/|V|-|E|) Verbesserte Behandlung von Bliiten

Im Jahre 1980 verbesserten Silvio Micalii und Vijay V. Vazirani in ,An O(\/|v| - | E|)
algorithm for finding maximum matching in general graphs® [MV80] den von Jack
Edmonds entwickelten Algorithmus, indem Bliiten anders behandelt werden.

Notige Grundlagen

Definition 3.3.1 (evenlevel, oddlevel eines Knotens). Das evenlevel eines Knotens
v ist die Ldinge eines alternierenden Pfades mit minimaler gerade Ldnge von v zu
einem freien Knoten. Wenn es keinen alternierenden Pfad gerader Linge gibt, so ist
das evenlevel unendlich.

Das oddlevel eines Knotens v ist die Linge eines alternierenden Pfades mit mini-
maler ungerade Liange von v zu einem freien Knoten. Wenn es keinen alternierenden
Pfad ungerader Linge gibt, so ist das oddlevel unendlich.

Definition 3.3.2 (level eines Knotens). Das level eines Knotens v bezeichnet das
Minimum von evenlevel(v) und oddlevel(v).

Das level eines Knotens v kann somit auch als die Lange eines alternierenden Pfades
minimaler Lange von v zu einem freien Knoten gesehen werden.

Definition 3.3.3 (outer, inner eines Knotens). Ein Knoten v wird genau dann outer
genannt, wenn level(v) gerade ist.
Ein Knoten v wird genau dann inner genannt, wenn level(v) ungerade ist.

Definition 3.3.4 (bridge). Fine Kante (u,v) wird bridge genannt, wenn entweder
evenlevel(u) und evenlevel(v) endlich sind oder oddlevel(u) und oddlevel(v) endlich
sind.

Sei P nun ein augmentierender Pfad. Da P eine ungerade Lénge hat, ist jede Kante
(u,v) € P eine bridge. Existiert eine bridge, so gibt es mindestens zwei Knoten u und
v mit einem endlichen evenlevel und oddlevel.
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Definition 3.3.5 (tenacity). Die Funktion tenacity wird folgendermaflen definiert:

evenlevel(u) + evenlevel(v) + 1, falls (u,v) ¢ M

tenacity(u, v) =
enacity(u, v) {oddlevel(u) + oddlevel(u) + 1, falls (u,v) € M

Die tenacity einer Briicke ist dquivalent zur minimalen Lange eines alternierenden
Weges zwischen zwei freien Knoten. Ist der Weg hingegen ein Pfad, so ist dieser aug-
mentierend.

Algorithmus

An allen freien Knoten wird ein BFS-Suchalgorithmus mit in jeder Phase inkremen-
tierter Tiefe, beginnend mit 0, ausgefithrt, wobei das level dieses Knotens gesucht
wird.

Findet der Suchalgorithmus eine bridge-Kante (u,v), so wird eine Subroutine aus-
gefiihrt, die nach einem augmentierenden Pfad der Lange tenacity(u,v) sucht.

Wird kein augmentierender Pfad gefunden, so wird ein Bliite B erzeugt. Dabei wer-
den weitere Kanten gefunden, die ebenfalls bridges sind und deren tenacity berechnet
wird.

Bevor die augmentierenden Pfade verwendet werden, um die Kardinalitdt des vor-
handenen Matchings zu verbessern, wird tberpriift, ob diese disjunkt sind. Mit der
Anwendung dieser endet die Phase.

Da eine Phase O(|E|) Schritte beinhaltet sind insgesamt O(1/[v] - |E|) Schritte not-
wendig fiir das Finden des maximalen Matchings.

Bedeutung

Silvio Micalii und Vijay V. Vazirani waren nicht die einzigen, die den Algorithmus von
Edmonds optimierten. Weitere Arbeiten von Gabow [Gab76], Kameda und Munro
[KM74] und Even und Kariv [EK75] hatten sich ebenfalls mit diesem Thema beschéf-
tigt.

3.4 Nutzung linearer Optimierung zum Losen des
Matching-Problems

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

ALL,, unklar  Lineare Optimierung

1984 prasentierten M. Grotschel und O. Holland ihren Ansatz, lineare Optimierung
fiir das Berechnen eines maximalen Matchings unter Berticksichtigung von Kantenge-
wichten zu verwenden, in ihrer ,,Solving matching problems with linear programming*

genannten Arbeit. [GH85]
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Notige Grundlagen
e Lineare Optimierungsalgorithmen
e Simplex-Methode

¢ Schnittebenenverfahren

Algorithmus

Grundlegend wird ein heuristisch ermitteltes Matching um weitere Kanten erweitert
und ein linearer Optimierungsalgorithmus verwendet, der fiir den gegebenen Teilgra-
phen tber mehrere Iterationen ein Optimum berechnet.

Waihle eine Menge an Kanten, wobei fiir jeden Knoten die Anzahl der Kanten be-
schrankt wird. Finde ein beliebiges Matching fiir diese Menge. Erweitere dies zu einem
perfekten Matching, indem fiir ungematchte Knoten die Kanten hinzugefiigt werden.
Formuliere nun ein lineares Optimierungsproblem, um das Matching mit den geringsten
Kosten zu finden. Verwende das Schnittebenenverfahren (cutting plane recognition),
versuche dabei zunéchst, Heuristiken anzuwenden, und wenn keine cuts gefunden wur-
den, verwende eine modifizierte Padberg-Rao Prozedur. Uberpriife, ob es sich um ein
optimales perfektes Matching handelt oder es Kanten gibt, die zu einer Verbesserung
fihren, und wiederhole die Prozedur mit den hinzugefiigten Kanten falls notwendig.

Die Performanz des Algorithmus {ibersteigt die Performanz kombinatorischer Algo-
rithmen aufgrund des Overheads fiir das Starten des Optimierungsalgorithmus erst bei
einer groferen Anzahl an Knoten; die Ausfithrung des Algorithmus sei am effektivsten
bei vollstdndigen Graphen und mehr als 500 Knoten.

Bedeutung

Die Autoren berichten, dass lineare Optimierungsalgorithmen neben dem Matching-
Problem ebenfalls weitere, zu dem Matching-Problemen unverwandte, Probleme 16sen
kénnen und so flexibel sind. Das Schnittebenenverfahren wurde bereits fiir weitere NP-
vollstindige kombinatorische Probleme wie das Botenproblem (travelling salesperson
problem) [CP80] oder das lineare Sortierproblem (linar ordering problem) [GJR84]
eingesetzt.

2018 wurde gezeigt, dass bestimmte Algorithmen der Simplex Methode NP-méchtig
sind, also jedes Problem der Komplexititsklasse NP mit polynomiellem Overhead im-
plizit 16sen konnen [DS18].
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3.5 Deterministischer paralleler Algorithmus fiir perfekte
Matchings in bipartiten planaren Graphen

Graphklasse Komplexitdtsklasse  Speicher =~ Neuerungen

BPNPL SPL O(log|V|) Deterministische Gewichtungs-
funktion fir einzigartiges
perfektes Matching

2008 prasentierten Samir Datta, Raghav Kulkarni und Sambuddha Roy im spéter
unter dem Titel ,Deterministically Isolating a Perfect Matching in Bipartite Planar
Graphs“ [DKR10] veroffentlichten Artikel einen Algorithmus, der deterministisch und
parallel ein perfektes Matching fiir einen bipartiten und planaren Graphen berechnet.

Notige Grundlagen

Definition 3.5.1 (Isolationslemma [MVV87]). Sei M die Menge 1,2,...,n sowie F
eine Familie der Untermengen von M. Wenn jedem Element m € M zufdllig ein
Gewicht g € 1,2,...,2n zugewiesen wird, so wird mit einer hohen Wahrscheinlichkeit
(> 50%) die minimale Summe der Gewichte aus F einzigartig.

Definition 3.5.2 (Zirkulation). Sei G ein Graph sowie C' ein Kreis in G. Die Zir-
kulation von C' in G ist die Summe der vorzeichenbehafteten Gewichte der Kanten:

Diecow'(€)-

Definition 3.5.3 (Lemma). Wenn die Zirkulationen fir alle Zykel in einem bipartiten
Graphen ungleich 0 sind, dann ist das perfekte Matching mit minimalem Gewicht
etnzigartig.

Definition 3.5.4 (Arten von Problemen). Gegeben sei ein Graph G. Folgende Pro-
bleme werden definiert:

e Problem der Entscheidung: Existiert ein perfektes Matching fir G ?
o Suchproblem: Finde ein perfektes Matching in G, falls eins existiert.
e Problem der Finzigartigkeit: Hat G genau ein perfektes Matching?

In dieser Arbeit gilt zusdtzlich, dass G bipartit und planar ist.

Neuerungen

Anstelle des Isolationslemmas wird durch Verwendung eines nach [BTV09] ermittelten
polynomiell-langen advice strings eine deterministische Logspace-Prozedur verwendet,
welche Gewichte an die Kanten hinzufiigt, sodass das Gewicht des perfekten Matchings
mit minimalem Gewicht einzigartig wird.
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Algorithmus
Beginnend mit dem Graphen als Eingabe, fiihre folgende Schritte aus:
1. Transformiere den Graphen in einen eulerschen bipartiten planaren Graphen

2. Markiere benachbarte Facetten des planaren Graphen mit unterschiedlichen Vor-
zeichen (+ / —)

3. Gewichte die Kanten einer Facette so, dass diese immer in derselben Richtung
traversiert werden

Fiihre anschlieffend folgende Schritte aus, um ein einzigartiges Matching zu extrahie-
ren:

1. Fiihre den Graphen iiber in eine n x n Matrix
2. Bilde die Determinante der Matrix

3. Anhand eines Koeffizienten dieser ldsst sich ablesen, welches minimale Gewicht
das perfekte Matching hat

4. Uberpriife fiir jede Kante, ob das Entfernen dieser das minimale Gewicht des
perfekten Matchings erhoht. Ist dies der Fall, so ist diese Kante Teil des perfekten
Matchings, andernfalls entferne diese komplett.

Bedeutung

SPL (stoic probabilistic logarithmic space) ist eine Komplexitétsklasse, welche von
Allender, Reinhardt und Zhou eingefithrt wurde [ARZ99]. Diese enthélt alle Proble-
me, die auf die Berechnung einer Determinante reduziert werden kénnen unter der
Voraussetzung, dass diese entweder 0 oder 1 betragen kann.

Fiir bipartite planare Graphen war bereits vorher bekannt, dass das Existenzproblem
(1) ,,Gibt es ein perfektes Matching?“ und das Suchproblem (2) ,Finde ein perfektes
Matching® in NC liegen. Fiir allgemeine planare Graphen liegt allerdings nur Frage (1)
in NC; fiir Frage (2) sind ausschliellich Algorithmen in P bekannt.

Die Autoren sehen Thre Arbeit als Schritt in die Richtung, um die Frage zu beant-
worten, ob es einen Algorithmus fiir allgemeine (planare) Graphen gibt, indem sie nach
einer Moglichkeit suchen, den Gewichtungsalgorithmus so anzupassen, dass er auch fiir
allgemeinere Graphentypen anwendbar ist.

AuBlerdem stellen die Autoren die zentrale Frage, ob das Matching-Problem in NC
l6sbar ist. Diese Frage wird bis heute versucht fiir allgemeine Graphen zu beantworten.

Die Autoren weisen darauf hin, dass das Problem der Erreichbarkeit eines Kno-
tens in einem gerichteten Graphen auf bipartites perfektes Matching reduziert werden
kann [KUWS86]. Aufierdem gilt, dass Erreichbarkeit fiir planare Graphen auf perfektes
Matching fiir bipartite planare Graphen reduziert werden kann [DKLM10].
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3.6 Vereinfachung und ausfiihrlicher Beweis des
allgemeinen Matching-Algorithmus

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

ALL O(\/|V|-|E|) Vereinfachter Algorithmus (aus [MV80])

2012 verdffentlichte Vijay V. Vazirani eine Uberarbeitung des im Jahre 1980 vorge-
stellten Matching-Algorithmus fiir allgemeine Graphen (siche Abschnitt 3.3). Unter
dem Titel ,A Simplification of the MV Matching Algorithm and its Proof“ [Vazl12]
beweist der Autor eine vereinfachte Version des Algorithmus.

Notige Grundlagen

Definition 3.6.1 (inverse Ackermannfunktion [CLRS09)). Die inverse Ackermann-
funktion wird als

a(m,n) =min{i > 1: A(i, [/m/n]) > logyn}

definiert, wobei fir A gilt:

A(0,n) = n+1l
A(m +1,0) = A(m,1)
Am+1,n+1) = A(m,A(m+1,n))

Algorithmus

Die Implementierung des Algorithmus hat sich nicht verdndert. Der Leser wird auf den
Abschnitt ,,Algorithmus“ im Abschnitt 3.3 hingewiesen.

In dem Pointer-Modell betriigt die Laufzeit O(|E| - \/[V]- a(|E|,|V])), wobei « die
inverse Ackermannfunktion ist. Im RAM-Modell hat der Algorithmus eine Laufzeit

von O(|E| - v/[V]).

Bedeutung

Auch nach mehreren Jahrzehnten wurde kein Matching-Algorithmus fiir allgemeine
Graphen gefunden, der eine deutlich bessere Laufzeit hat. Der Hauptgedanke besteht
weiterhin darin, augmentierende Pfade mit minimaler Lange in einem bereits vorhan-
denem Matching zu finden und dieses schrittweise zu verbessern. Dabei unterscheiden
sich die Algorithmen fiir allgemeine und fiir bipartite Graphen nur in der Weise, wie
diese augmentierenden Pfade gefunden werden.

Der Autor erklart, dass die Suche nach besseren Matching-Algorithmen zur Entwick-
lung von Verbesserungen fiir andere Probleme und Paradigmen der Komplexitatstheo-
rie beigetragen hat.
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Als Beispiele fiir Verbesserungen fiir andere Probleme nennt der Autor unter ande-
rem das Isolationslemma (sieche Abschnitt 3.5, Notige Grundlagen). Fiir Paradigmen
der Komplexitatstheorie gibt der Autor als Beispiel die Definitionen der Komplexitéts-
klassen P [Edm65] und #P [Val79] oder die Aquivalenz von zufilliger Generation und
approximierendes Abzédhlen fiir selbstreduzierende Probleme [JVV86].

Zusétzlich merkt der Autor an, dass Shapley 2012 den Nobelpreis fiir den Gale-
Shapley-Algorithmus [GS62], auch Stabiles-Matching-Algorithmus genannt, erhalten
hat. Der Algorithmus wurde dafiir verwendet, um Arzte Krankenhiusern zuzuwei-
sen, wobei die Arzte eine Priferenz beziiglich der Arzte sowie die Krankenhiuser eine
Préferenz beziiglich der Krankenh&user nennen konnten [0S20].

3.7 Approximationsalgorithmen fiir Matching in
gewichteten Graphen

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

ALL,, O(|E| - e 1 loge™!) Linearer Approximierungsalgorithmus

2014 préasentierten R. Duan und S. Pettie in ,Linear-Time Approximation for Ma-
ximum Weight Matching® [DP14] einen linearen Approximationsalgorithmus fiir das
Matching-Problem in gewichteten Graphen.

Notige Grundlagen

Die Autoren definieren MWM (maximum weight matching) als das Matching-Problem
fiir gewichtete Graphen, analog dazu MWPM (maximum weight perfect matching) als
das perfekte Matching-Problem fiir gewichtete Graphen sowie MCM (maximum cardi-
nality matching) das Matching-Problem fiir ungewichtete Graphen. Bei den Algorith-
men fiir gewichtete Graphen wird nach einem (perfekten) Matching gesucht, sodass
die Summe der Gewichte der Kanten minimal ist.

Definition 3.7.1 (Wurzelbliite (Root Blossom)). Eine Wurzelbliite ist eine Bliite, die
nicht in anderen Bliiten enthalten ist.

Definition 3.7.2 (Infrage kommende Kanten (Eligible edges). Sei G = (V, E) ein
Graph. Es existiert eine Teilmenge Fe;9 € F an Kanten, die als infrage kommend
markiert sind. Diese werden anhand bestimmter Kriterien gewdhlt. Der entstehende
Teilgraph, der nur infrage kommende Kanten enthdlt, wird Geyig = (v, Eeiig) genannt.

Algorithmus

Fiir jeden Knoten wird eine zusétzliche Variable y eingefiihrt. Abhéngig davon besteht
das Vorgehen darin, eine Gleichung mittels linearer Optimierung zu minimieren. In
jedem Durchlauf werden dabei folgende Schritte durchgefiihrt:
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1. Suche eine maximale Menge an knotendisjunkten augmentierenden Pfaden in
Geiig und erweitere durch diese das Matching

2. Suche Bliiten, die von freien Knoten in alternierenden Pfaden gerader Lénge
erreichbar sind, und schrumpfe diese. Aktualisiere Geysg.

3. Passe die Werte der linearen Optimierung an
4. Lose Wurzelbliiten auf, die nicht mehr relevant sind

Der (1e)-MWM-Algorithmus verwendet eine Tiefensuche zur Ermittlung augmen-
tierender Pfade und hat insgesamt eine Laufzeit von O(|E|-e~!-loge~!) fiir allgemeine
Graphen. Sind die Gewichte der Kanten ganze Zahlen, so verbessert sich die Laufzeit
auf O(|E| - ¢! - min {loge~!,log N}), wobei N das groBte Kantengewicht aus G ist.

Bedeutung

Lineare Approximationsalgorithmen sind in Bereichen sinnvoll, wo eine schnelle Lauf-
zeit wichtiger ist als eine optimale Losung. Dazu gehort das Routen von Paketen in
Netzwerken mittels Switches. Pakete an mehreren Eingéngen miissen in jeder Pha-
se mehreren Ausgingen zugeordnet werden. %—MC1\/I—A1gorithmen7 die dieses biparti-
te Matching 16sen, sind der iSLIP-Algorithmus [McK99] sowie der PIM-Algorithmus
[AOST92].

Die Autoren behaupten, dass die Algorithmen von Hopcroft und Karp [HK73] und
Micali und Vazirani [MV80] (1 — €)-MCM-Algorithmen sind, welche auf den Beobach-
tungen basieren, dass eine maximale Menge von augmentierenden Pfaden minimaler
Lénge in Linearzeit gefunden werden koénnen, das Anwenden dieser die Lénge der
augmentierender Pfade minimaler Lange erhoht und dass nach k Durchgéngen das
Ergebnis ein (1 — %H)—MCM ist.

Die Arbeit enthalt aulerdem eine tabellarische Darstellung unterschiedlicher Al-
gorithmen im zeitlichen Verlauf fiir das MCM-Problem in allgemeinen Graphen, das
MWDM-Problem in bipartiten und in nicht-bipartiten Graphen sowie Algorithmen, die
das MCM-Problem und das MWM-Problem approximierend 16sen.

3.8 Eingabereduktion in Linearzeit fiir effizientere
Matching-Algorithmen

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

ALL O(k-(|[V|+|FE])) Problemkern-Reduktion

Im Jahr 2017 stellten George B. Mertzios, André Nichterlein und Rolf Niedermeier in
»The Power of Linear-Time Data Reduction for Maximum Matching“ [MNN17] eine
Problemkern-Reduktion in linearer Laufzeit fiir das Matching-Problem vor.
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Notige Grundlagen

Definition 3.8.1 (Problemkern-Reduktion). Ein parametrisierbares Problem ist eine
Menge an Instanzen (I,k), wobei I € ¥* fiir ein endliches Alphabet ¥ und k € N der
Parameter ist. Wir bezeichnen zwei Instanzen (I,k) und (I',k') parametrisierbarer
Probleme P und P’ als dquivalent, wenn (I,k) genau dann eine Ja-Instanz aus P
ist, wenn (I',k') eine Ja-Instanz aus P’ ist. Als Problemkern-Reduktion bezeichnen
wir einen Algorithmus, der fir jede Instanz (I,k) aus P in polynomieller Zeit eine
dquivalente Instanz (I’ k") aus P berechnet, sodass |I'| + k' < f(k) fiir eine berechen-
bare Funktion f gilt. Wir sagen, dass f die Grofle des Problemkerns misst, und wenn
f(k) € kO gilt, dann erlaubt P einen polynomiellen Problemkern. Oftmals wird ein
Problemkern dadurch erreicht, indem in Polynomialzeit ausfiihrbare Datenreduktions-
regeln angewendet werden. Wir nennen eine Datenreduktionsregel R korrekt, wenn
die Instanz (I', k'), die durch Anwendung von R auf (I,k) entstanden ist, dquivalent
zu (I,k) ist. Fine Instanz, bei der das Anwenden von Datenreduktionsregeln keine
Verdanderung bringt, nennen wir reduziert.

Algorithmus

Der Algorithmus nimmt als Eingabe einen ungerichteten Graphen G = (V, E) sowie
eine natiirliche Zahl s und beantwortet die Frage, ob es ein Matching M C E mit
Kardinalitat |M| = s gibt.

Der Algorithmus fiir allgemeine Graphen ist folgendermafien aufgebaut:

1. Nutze in konstanter Linearzeit ausfiihrbare Anweisungen, um eine Knotenmenge
X zu berechnen, sodass das Matching in (G ohne X) trivial in linearer Zeit 16sbar
ist.

2. Berechne in Linearzeit ein beliebiges nicht erweiterbares Matching M in (G ohne
X).

3. Starte mit M als initiales Matching in G und vergrofiere dessen Kardinalitét
hochstens | X| = k mal, um in einer Laufzeit von O(k- (|[V|+|E[)) ein maximales
Matching fir G zu erhalten.

Die erste Phase wird dabei durch einfache Datenreduktionsregeln umgesetzt:

Reduktionsregel 2.1 Sei v € V. Wenn deg(v) = 0, dann 16sche v. Wenn deg(v) = 1, dann 1ésche v
und den Nachbarknoten von v und verringere die Losungsmenge s um 1 (v wird
mit seinem Nachbarknoten gematcht).

Reduktionsregel 2.3 Sei v ein Knoten mit deg(v) = 2 sowie u und w die Nachbarknoten von v, fiir
die deg(u) < 2 und deg(w) < 2 gilt. Dann entferne v, verschmelze v und w und
verringere s um 1.

Mithilfe der Problemkerne lédsst sich das Matching mit Laufzeit O(k- (|V|+|E[)) be-
rechnen, wobei k einer der folgenden Parameter ist: feedback vertex number, feedback
edge number, vertex cover number
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Fiir bipartite Graphen lésst sich das Matching-Problem mittels Problemkern-Reduk-
tion in O(k"™® + |V| + |E[) berechnen.

Bedeutung

Die Autoren erwiahnen, dass Matching-Algorithmen in Linearzeit fiir spezielle Graph-
klassen existieren, darunter fiir konvex bipartite Graphen [SY96], fiir stark chordale
Graphen [DK98], fiir chordal bipartite Graphen [Cha96] sowie fiir cocomparability
Graphen [MNN17].

Der Ansatz der Parametrisierung fiir in Polynomialzeit berechenbare Probleme wird
FPT (fixed parameter tractable) in P oder FPTP genannt.

In der Problemkern-Reduktion geht es darum, beweisbar effektiv und effizient Daten
zu reduzieren. Das Ziel besteht darin, die Problemkern-Reduktion in einer niedrigeren
Komplexitét als den eigentlichen Algorithmus durchzufithren. Somit wird ein linea-
rer Algorithmus bei Problemen, die in polynomieller Zeit berechnet werden kénnen,
gesucht. Wenn P # NP gilt, dann ist fiir ein Problem, das NP-schwer ist, auch ein
Polynomialzeitalgorithmus fiir die Problemkern-Reduktion sinnvoll.

Die Autoren ergénzen, dass um einen Problemkern-Reduktions-Algorithmus in Li-
nearzeit zu erhalten speziell angepasste Datenstrukturen und Datenreduktionsregeln
gefunden werden miissen, welche die Moglichkeiten in Linearzeit voll ausschopfen.

3.9 Algorithmus fiir perfektes Matching in quasi-NC fiir
alligemeine Graphen

Graphklasse Laufzeit Neuerungen
ALL O(log® |V|) bei ng®n)  Derandomisierung des Isolationslem-
Prozessoren mas (Abschnitt 3.5, Notige Grundla-
gen)

Im Jahr 2017 zeigten Ola Svensson und Jakub Tarnawski in ,, The Matching Problem
in General Graphs is in Quasi-NC* [ST17], dass das perfekte Matching-Problem fiir
allgemeine Graphen mit einer Laufzeit in quasi-NC berechnet werden kann.

Notige Grundlagen
Definition 3.9.1 (Tutte-Matrix). Sei G = (V, E) ein Graph. Wir bezeichnen eine
|V | x |V|-Matriz als Tutte-Matriz T, welche folgendermaflen definiert ist:

Xy  falls (u,v) € E und u <wv
T(GQuw = —X(uw falls (u,v) € E und u>v
0 falls (u,v) ¢ E
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wobei Xy fiir (u,v) € E Variablen sind. Der Satz von Tutte (siche 2.2.3) besagt,
dass det T(G) # 0 genau dann, wenn G ein perfektes Matching hat.

Relevant hier ist noch zu erwdhnen. dass das Berechnen einer Determinante in NC
liegt [Csa76, Ber84] und sich somit zur Parallelisierung eignet.

Algorithmus

Der Algorithmus weist jeder Kante aus dem Graphen ein Gewicht so zu, dass die
Zirkulation aller Kreise in dem Graphen ungleich 0 sind. Als Zirkulation wird die
Summe der Gewichte der Kanten eines Kreises bezeichnet. Gilt diese Bedingung, so
wird die Gewichtungsfunktion w als isolierend bezeichnet und es existiert genau ein
perfektes Matching mit minimaler Summe der Kantengewichte.

Der Algorithmus baut auf den fiir bipartite Graphen entrandomisierenden Algorith-
mus aus [FGT16] auf und hat eine Laufzeit von O(log® |V|) bei n®(°e” ") Progessoren.

Bedeutung

Die Autoren bemerken, dass selbst nach einem halben Jahrhundert seit dem Beginn
der Entwicklung von Matching-Algorithmen die deterministische parallele Komplexitit
des perfekten Matching-Problems noch nicht vollstdndig verstanden wurde.

Ein Problem bezeichnen die Autoren als ,parallel effizient 16sbar®, wenn es einen
Algorithmus gibt, der in polylogarithmischer Zeit mit polynomisch vielen Prozesso-
ren dieses 16st. Ein Problem ist somit in der Klasse NC enthalten, wenn es uniforme
Schaltkreise mit polynomieller Gré8e und polylogarithmischer Tiefe besitzt. Wird Ran-
domisierung erlaubt, so erhélt man die Komplexitatsklasse RNC.

Die Entrandomisierung des Isolationslemmas wird als zentrales Problem dargestellt.
Sowohl fiir die Entscheidungsversion (,,Existiert ein perfektes Matching?“) [Lov79]
als auch fiir die Suchversion (,Finde ein perfektes Matching, falls eines existiert.)
[KUWS86, MVV87] wurde bisher gezeigt, dass diese in RNC liegen. Die Autoren stellen
die Frage, ob Randomisierung fiir das perfekte Matching tiberhaupt notwendig ist,
um die unterschiedlichen Matchings isolieren zu kénnen. Eine Entrandomisierung des
Isolationslemmas impliziert die Existenx von Algorithmen mit einer Laufzeit in quasi-
NC.

Als néchstes Ziel benennen die Autoren den Schritt von quasi-NC in NC fiir das
perfekte Matching-Problem. Dafiir miisste die Anzahl der Gewichtungsfunktionen von
log n auf eine Konstante reduziert werden.

Schliellich erwéihnen die Autoren, dass ein verwandtes Problem, welches bisher nicht
entrandomisiert werden konnte, das exakte Matching-Problem [PY82] ist. Im Vergleich
zum reguldren Matching-Problem ist eine Teilmenge der Kanten des Graphen gefarbt.
Gesucht wird ein perfektes Matching so, dass es genau k gefirbte Kanten hat. Von
dem Problem ist bekannt, dass es in RNC liegt [MVV87]. Allerdings ist nicht bekannt,
ob es liberhaupt in Polynomialzeit 16sbar ist.
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3.10 Skalierender Algorithmus fiir das gewichtete
perfekte Matching-Problem

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

ALL,, O(|E|-+/|V|-log (|]V|-N)) Neuer skalierender Algorithmus

Ran Duan, Seth Pettie und Hsin-Hao Su stellten 2018 in ihrer Arbeit ,,Scaling Algo-
rithms for Weighted Matching in General Graphs“ [DPS18] einen skalierenden Algo-
rithmus fir das perfekte Matching-Problem in gewichteten Graphen vor.

Notige Grundlagen

Definition 3.10.1 (grofe und kleine Bliiten). Sei B eine Blite. Gegeben 7 € N wird
B als grofle Bliite bezeichnet, wenn sie mindestens T Knoten enthdlt. Hat B weniger
als T Knoten, so wird B als kleine Bliite bezeichnet.

Algorithmus

Der Algorithmus ist eine Weiterentwicklung von [Gab85] und [GT91], zerlegt im Ver-
gleich dazu alte Bliiten auf eine neue Weise und erfordert ein weniger schweres Ziel in
jeder Skalierung.

Kantengewichte werden nur bitweise beriicksichtigt. In jeder Skalierung wird ver-
sucht, ein optimales perfektes Matching unter Verwendung der i hochstwertigen Bits
zu finden, wobei 4 die Iteration der Skalierung angibt. Im Vergleich zu den vorherigen
Algorithmen wird hier bei jeder Skalierung nicht ein approximierend optimales perfek-
te Matching, sondern ein approximierend optimales fast-perfektes Matching berechnet.
Dies bietet den Vorteil, dass Bliiten in der ndchsten Skalierung schneller zerlegt werden
koénnen. Fiir diesen Prozess werden zwei Algorithmen, ., Liquidationist und ,, Hybrid“,
vorgestellt.

Die Zerlegung grofier Bliiten verlduft dabei bei beiden Algorithmen identisch ab
und ist im Vergleich zur Zerlegung kleiner Bliiten viel effizienter. Es miissen nur die
Gewichte und Parameter der anderen grofien Bliiten und des Graphen aktualisiert
werden. Die Zerlegung kleiner Bliiten ist unterschiedlich implementiert und erfordert
die Nutzung weiterer Suchalgorithmen.

Erst nach der letzten Skalierung wird ein perfektes Matching erzeugt, falls vorher
Knoten frei geblieben waren.

Die Laufzeit des Algorithmus betrigt O(|E| - /]V] - log (|V|- N)), wobei N fiir
das Maximum der Kantengewichte des Graphen steht. Diese ergibt sich daraus, dass
O(log (|[V] - N)) Skalierungen notwendig sind. Beim Verwenden des ,Liquidationist®-
Algorithmus betrigt die Laufzeit einer Skalierung O(Edm), wobei Edm fir die Lauf-
zeit einer Edmonds-Suche (siehe [Gab85]) steht. Mit dem ,,Hybrid“-Algorithmus be-
triigt die Laufzeit einer Skalierung hingegen O(|E| - 1/|V]).
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Bedeutung

Das Matching-Problem fiir gewichtete Graphen scheint leichter berechenbar als das
perfekte Matching-Problem fiir gewichtete Graphen [DS12, HK12, Pet12].

Die Autoren erwdhnen, dass es zwei Barrieren gibt, die eine bessere Laufzeit von
Matching-Algorithmen fiir gewichtete Graphen verhindern.

1. Die Laufzeit fiir das Berechnen der maximalen Kardinalitdt eines Matchings
betragt O(|E| - \/|V|), obwohl die Berechnung dieser einfacher erscheint als die
einer Skalierung.

2. Fiir bipartite Graphen, wo Bliiten weniger komplex sind als in allgemeinen Gra-
phen, wurde bisher kein Algorithmus mit besserer Laufzeit gefunden. Eine Aus-
nahme bildet [CMSV17], welche allerdings nur fiir spérliche bipartite Graphen
gilt.

3.11 Gewichtetes perfektes Matching in NC fiir planare
Graphen

Graphklasse Komplexitédtsklasse Neuerungen

PL, NC Gewichtsberechnung nach Kasteleyn

2018 stellte Piotr Sankowski in seiner mit ,NC Algorithms for Weighted Planar Perfect
Matching and Related Problems® [San18] betitelten Arbeit Matching-Algorithmen in
der Komplexitédtsklasse NC fiir planare Graphen mit polynomiell beschréinkten Kan-
tengewichten vor.

No6tige Grundlagen

Definition 3.11.1 (Dual eines planaren Graphen). Sei G = (V,E) ein planarer
Graph. Um den dualen Graphen G’ von G zu erhalten, gehe folgendermafen vor:

1. Erzeuge fir jede Facette aus G einen Knoten in G'.
2. Fiir jede Kante e aus G erzeuge eine Kante €' in G’ so, dass diese e schneidet.
G’ ist ebenfalls planar und der duale Graph von G’ ist wieder G.

Definition 3.11.2 (Vereinfachter Graph). Sei G = (V, E) ein planarer Graph. Wir
bezeichnen G als vereinfachten Graphen, wenn dieser keine Knoten mit Grad 1 hat
und wenn keine zwei Knoten mit Grad 2 inzident zueinander sind.

Definition 3.11.3 (k-Zusammenhang eines Graphen). Sei G ein Graph. G ist k-
zusammenhéngend, wenn durch das Loschen beliebiger k — 1 Kanten kein Graph G’
erzeugt werden kann, der nicht zusammenhdngend ist.
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Algorithmus

Sei G ein planarer Graph. Der Algorithmus fiir ein perfektes Matching ist folgender-
maflen aufgebaut:

1. Entferne nicht erlaubte Kanten und vereinfache (G, indem Knoten mit Grad 1 ent-
fernt werden und die dazu inzidente Kanten ins Matching aufgenommen werden.
Kiirze Pfade, die aus Knoten mit Grad 2 bestehen, ab. Suche fiir jede Zusam-
menhangskomponente (diese ist 2-zusammenhéngend) ein perfektes Matching.

2. Suche knotendisjunkte Kreise mit gerader Lénge. Gewichte diese und entferne
nicht erlaubte Kanten. Suche Bliiten im kritischen Dual jeder Zusammenhangs-
komponente.

3. Konstruiere ein perfektes Matching, das alle Bliiten aus dem Dual beriicksichtigt.
Fiihre dabei den Algorithmus rekursiv fiir Teilgraphen aus.

Durch das Anpassen der Kriterien fiir erlaubte Kanten kann der Algorithmus speziell
das perfekte Matching mit minimaler Summe der Kantengewichte finden.

Der Algorithmus verwendet Routinen, von denen bekannt ist, dass diese in NC liegen,
und wird damit deterministisch und parallel ausgefithrt. Dazu gehoren die Berechnung
von Zusammenhangskomponenten und von Spannbdumen in einem ungerichteten Gra-
phen [CL95, SV82|, die Ermittlung von Pfaden in gerichteten Graphen, das Finden
von maximal unabhingigen Mengen in Graphen [Lub86] sowie das Zdhlen von der
Anzahl der Knoten in Teilbdumen [MR89, TV84].

Bedeutung

Da das Maximalgewicht Matching-Problem fiir bipartite planare Graphen effizient auf
das gewichtete Matching-Problem in allgemeinen planaren Graphen reduziert werden
kann, ist der vorgestellte Algorithmus gleichzeitig auch ein NC-Algorithmus fiir das
Maximalgewicht Matching-Problem. Fiir allgemeine planare Graphen wurde aber noch
kein Algorithmus gefunden, der das Maximalgewicht Matching-Problem in NC 16st.

Ein NC-Algorithmus fiir planare Graphen existierte vorher nur fiir das perfekte
Matching in Graphen, die bipartit sind [MV00, Mil86]. Dabei seien perfekte Matchings
in allgemeinen Graphen genauso méchtig wie Matchings mit maximaler Kardinalitét
[San07]. Das maximales-Matching-Problem konnte bisher in NC nur fiir bipartite Gra-
phen gelost werden [Kar86].

Der Algorithmus baut auf die Arbeit von Kasteleyn [Kas63] auf, in der gezeigt
wurde, dass das Problem der Anzahl an perfekten Matchings in planaren Graphen auf
Determinantenberechnungen reduzierbar ist.

Ist die Anzahl an perfekten Matchings polynomiell beschrankt so existiert ein Al-
gorithmus, der in NC ein perfektes und gewichtetes perfektes Matching konstruieren
kann [AHTO7].
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3.12 Ein neuer parametrisierter Algorithmus fiir
maximales Matching

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

ALL O(k*-|V|+|E|) Rekursives Teilen von G in Module

In der Arbeit ,Fully Polynomial FPT Algorithms for Some Classes of Bounded Clique-
width Graphs“ [CDP19] untersuchten 2019 David Coudert, Guillaume Ducoffe und
Alexandru Popa die P-Vollstédndigkeit von Graphenproblemen. Dabei prisentierten sie
einen Matching-Algorithmus mit einer Laufzeit von O(k*-|V |+ |E|), wobei k entweder
modular-width [CO00] oder die Py-Spérlichkeit des Graphen ist.

Notige Grundlagen

Definition 3.12.1 (Join, Clique-width, Split). Sei G ein Graph.

Ein Join ist eine Menge an Kanten, welche einen vollstindigen bipartiten Teilgrap
induzieren.

Clique-width [CO00] ist ein MafS dafir, wie einfach es ist, einen Graphen zu rekon-
strugeren, indem Joins zwischen Knotenmengen hinzugefiigt werden.

Ein Split ist ein Join, der zusdtzlich G schneidet.

Definition 3.12.2 (Modul). Sei (A, B) eine Bipartion einer Knotenmenge, welche
durch das Entfernen eines Splits erreicht wurde. Wenn jeder Knoten aus A inzident
zu einigen Kanten des Splits ist, dann ist A ein Modul von G. Somit gilt: Fiir jeden
Knoten v € B gilt, dass v entweder zu keinem oder zu allen Knoten aus A inzident ist.

Definition 3.12.3 (Quotient Graph). Sei G ein Graph M die Menge der Module von
G. Wir erzeugen einen Quotient Graph G’ fiir G, indem wir aus jedem Modul m € M
genau einen Knoten wdhlen.

Definition 3.12.4 (P4-Spérlichkeit [BO99]). Die Py-Spirlichkeit von G ist als das
minimale ¢ > 7 definiert, sodass G ein (q,q—3)-Graph ist, also hichstens q-|V|—(q—3)
Kanten hat.

Algorithmus
Sei G ein Graph. Um ein maximales Matching M zu finden, gehe folgendermafien vor:

1. Berechne fiir G den Quotient Graphen G'.

2. Fir jedes Modul aus G’ bestimme ein maximales Matching. Rufe den Algorith-
mus rekursiv mit G’ auf, wenn nicht einer der ,einfachen“ Fille auftritt:

a) G’ enthilt keine Kanten
b) G ist ein vollstdndiger Graph
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¢) G ist ein trivialer Graph (besteht nur aus Modulen mit einzelnen Knoten)
3. Entferne aus jedem Modul alle ungematchten Kanten aus dem Graphen.

4. Suche nach augmentierenden Pfaden zwischen Modulen und erzeuge so ein ma-
ximales Matching.

Je nach der Struktur der Graphen werden dabei unterschiedliche Methoden verwen-
det, um ein maximales Matching zu erzielen.

Die Laufzeit des Algorithmus betrigt O(q(G)* - |V| + |E|), wobei ¢(G) die P;-
Spérlichkeit von G ist. Die Aufteilung von G kann in einer Laufzeit von O(|V| + |E|)
berechnet werden [TCHPOS].

Bedeutung

Analog zu dem Konzept der NP-Hérte und NP-Vollstandigkeit von Problemen wird
in dieser Arbeit nach [Will5] die Kategorisierung von Problemen in P-schwer und
P-vollstandig untersucht. In [WW10] wurde gezeigt, dass viele graphentheoretische
Probleme aquivalent sind bei Reduktionen mit unter-quadratischer Zeit. Géabe es fiir
eines dieser Probleme einen Algorithmus mit unter-quadratischer Zeit, dann wére dies
fiir alle anderen Probleme ebenfalls der Fall.

Anhand komplexitatstheoretischer Annahmen scheint es fiir viele Graphenprobleme
unwahrscheinlich zu sein, dass diese schneller als in quadratischer Zeit berechnet wer-
den konnen. Linearzeitalgorithmen sind dagegen fiir viele Probleme moglich, wenn die
Graphen bounded Clique-width sind (siehe Satz von Courcelle [Cou90]).

Die Autoren zitieren die Autoren aus Abschnitt 3.8, dass maximalex Matching die
,Drosophila® der Studie der FPT-Algorithmen in P bekommen kénnte. In [FLST18]
wurde ein randomisierter parametrisierter Algorithmus mit polynomieller Abhéngig-
keit von der Baumweite fiir maximales Matching vorgestellt.

Mithilfe von Approximationsalgorithmen sowie FPT-Algorithmen wird wie im NP-
Fall nach Methoden gesucht, um die Existenz von FPT-Polynomialzeitalgorithmen zu
belegen oder zu widerlegen.

Zur Beurteilung der parametrisierbarer Komplexitét unterschiedlicher Graphenpro-
bleme werden Eigenschaften wie Clique-width mit der oberen Schranke modular-width
[CO00], split-width [Rao08], neighbourhood diversity [Lam10] und P,-Spérlichkeit
[BO99] verwendet.

Die Autoren sind der Meinung, dass die Entwicklung neuer Typeigenschaften not-
wendig ist, um verbesserte Algorithmen fiir Graphen mit bounded modular-width zu
erhalten.
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3.13 Schnelleres gewichtetes perfektes Matching in
bipartiten planaren Graphen in O(|V|*/?)

Graphklasse Laufzeit Neuerungen

(BPNPL), O(VI|*¥3-1og? (|V]) - log (|]V|-C)) Verbesserte Laufzeit

2019 stellten Mudabir Kabir Asathulla, Sanjeev Khanna, Nathaniel Lahn und Sharath
Raghvendra in ,A Faster Algorithm for Minimum-cost Bipartite Perfect Matching in
Planar Graphs“ [AKLR19] einen schnelleren Algorithmus fiir das gewichtete perfekte
Matching Problem in bipartiten planaren Graphen vor.

Notige Grundlagen

Definition 3.13.1 (r-Division). Eine r-Division eines planaren Graphen G ist eine
Menge R = Ry, ..., Ry von l = O(n/r) Teilgraphen, welche zusammen alle Kanten von
G enthalten. Jeder Teilgraph wird Partition genannt. Jede Kante ist in mindestens
einer Partition enthalten. Ein Knoten, der zu Kanten von mehr als einer Partition
inzident ist, wird grenzbildender Knoten genannt und sonst interner Knoten.

Es gelten weitere Eigenschaften fir r-Divisionen, die hier ausgelassen wurden.

Algorithmus

Der Algorithmus fiir das gewichtete perfekte Matching Problem baut auf zwei vorhan-
dene Algorithmen auf und kombiniert diese:

1. Der Teile-und-herrsche Algorithmus von Lipton und Tarjan [LT80], der auf dem
Satz des planaren Separators basiert

2. Der zweite Algorithmus von Gabow und Tarjan [GT89] basiert auf dem Bit-
Skalierung Paradigma. Jede Skalierung korrespondiert zu einem Bit des Kanten-
gewichtes.

In jeder Skalierung fithrt der Algorithmus folgende Schritte aus:
o Fiihre O(n'/3) Tterationen des Algorithmus von Gabow und Tarjan aus

« Konstruiere einen komprimierten residual Graphen H mit O(n?/?) Knoten und
O(n) Kanten durch r-Division des planaren Graphen G mit r = n?/3.

o Fiir jede der O(r) Partitionen der r-Division existiert eine Kante zwischen zwei
Knoten von H genau dann, wenn sie durch einen direkten Pfad in der Partition
verbunden sind.

o Mithilfe existierender effizienter shortest-path Datenstrukturen werden die iibri-
gen O(n?/3) Kanten gematcht, indem wiederholt ein augmentierender Pfad mit
minimalen Kosten berechnet wird.
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Jede Skalierung hat eine Laufzeit von O(|V/[*/3). Die totale Laufzeit betrigt O(|V[4/3.
log? (|V]) - log (]V] - C)), wobei C' das maximale Gewicht einer Kante ist.

Bedeutung

Das perfekte Matching in bipartiten Graphen ist ein Spezialfall des Flussmaximie-
rungsproblems mit mehreren Quellen und Senken, wobei alle Quellen und alle Senken
dieselbe Menge produzieren / konsumieren. Bei allgemeinen Graphen kann das Pro-
blem durch Hinzufiigen einer Gesamtquelle und Gesamtsenke auf das Flussmaximie-
rungsproblem mit nur einer Quelle und einer Senke reduziert werden. Allerdings ist
diese Reduktion bei planaren Graphen nicht moglich. Aus diesem Grund unterschei-
den sich die Algorithmen fiir das Flussmaximierungsproblem mit mehreren Quellen
und Senken fiir planare Graphen von denen fiir den Fall mit einer einzelnen Quelle
und Senke.

Fiir das Flussmaximierungsproblem mit mehreren Quellen und Senken in ungewich-
teten planaren Graphen gibt es in dem Fall, dass bekannt ist, welche Menge an jeder
Quelle und Senke produziert / konsumiert wird, einen Algorithmus, der einen giiltigen
Fluss in O(n - log' n/loglogn) berechnet [MW10]. Perfektes Matching in bipartiten
Graphen ist davon ein Spezialfall, sodass dieser Algorithmus auch auf das perfekte
Matching-Problem in bipartiten planaren Graphen angewedet werden kann.

Ein Algorithmus fiir das Flussmaximierungsproblem in planaren Graphen mit meh-
reren Quellen und Senken [BKMT17] kann auf das maximale Matching-Problem in
bipartiten planaren Graphen angewendet werden.

Auf das gewichtete perfekte Matching-Problem fiir planare Graphen kann diese Re-
duktion jedoch nicht angewendet werden, da alle Algorithmen, die das Flussmaximie-
rungsproblem unter Ausnutzung der planaren Eigenschaften des Graphen berechnen,
den Zusammenhang vom maximalen Fluss in einem planaren Graphen und dem kiir-
zesten Pfad in dessen Dual Graphen nutzen und es dazu keinen Zusammenhang mit
der Berechnung minimaler Fliisse gibt.

Maximales Matching in allgemeinen Graphen kann auflerdem mit dem Gaufischen
Eliminationsverfahren berechnet werden. Der Algorithmus ist randomisiert und hat
eine Laufzeit von O(|V|*) [MS04] bzw. O(|V|*/?) fiir planare Graphen [MS06]. w ist
hierbei der niedrigste Exponent fiir das Problem der Matrixmultiplikation.

Neben dem perfekten Matching-Problem in planaren bipartiten Graphen gibt es das
zweidimensionale euklidische bipartite Matching-Problem, bei dem die Kantengewich-
te der euklidischen Distanz zwischen Knoten entsprechen, wenn diese auf eine Ebene
abgebildet werden, und ein perfektes Matching mit minimaler Summe der Kantenge-
wichte gesucht wird.

Wenn die Entfernungen zwischen Knoten aus ganzen Zahlen bestehen, so existiert
eine Reduktion auf das gewichtete perfekte Matching-Problem in bipartiten planaren
Graphen [Shal3].
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3.14 Ein SPL-Algorithmus fiir das
Entscheidungsproblem des perfekten Matchings in
bipartiten Graphen mit logarithmischem Genus

Graphklasse Komplexitidtsklasse Neuerungen

BP SPL Effizientere Gewichtungsfunktion

Chetan Gupta, Vimal Raj Sharma und Raghunath Tewari stellten in der 2020 verof-
fentlichten Arbeit ,Efficient Isolation of Perfect Matching in O(logn) Genus Bipartite
Graphs“ [GST20] ein Verfahren zur Bestimmung eines perfekten Matchings auf einem
bipartiten Graphen mit logarithmischem Genus vor, das in SPL berechnet werden
kann.

Algorithmus

Sei G ein bipartiter Graph mit Genus g. Der Algorithmus gewichtet alle Kanten von
G so, dass das gewichtete perfekte Matching des Graphen einzigartig wird.

Dafiir wird aus G ein gerichteter Graph G’ erzeugt. Die beiden Mengen der Bi-
partion von G werden L und R bezeichnet. Allen Kanten von L nach R wird eine
Richtung zugewiesen. Die perfekten Matches fiir G’ werden daraufhin aufgrund eines
Entscheidungskriteriums in Klassen eingeteilt, wobei Matchings in der selben Klasse
zueinander topologisch dquivalent sind.

Mithilfe einer Gewichtungsfunktion wird fiir jede der 22 - g Klassen ein perfektes
Matching isoliert. Anschlieend werden durch ein Hashverfahren k Gewichtungsfunk-
tionen gewéhlt. Fiir ein 1 < ¢ < k isoliert die i-te Gewichtungsfunktion ein perfektes
Matching mit minimalem Gewicht in G’, welches gleichzeitig ein einzigartiges perfektes
Matching mit minimalem Gewicht in G ist.

Bedeutung

Die Frage, ob das Problem auch fiir allgemeine Graphen in NC gelost werden kann,
ist noch nicht beantwortet worden. Es gilt: SPL ¢ NC? [ARZ99] und NC* C L € NL C
NC? C NC [Pap94].

Die Konstruktion von isolierenden Gewichtungsfunktionen ist von Bedeutung fiir das
Erreichbarkeitsproblem in gerichteten Graphen. Die logspace-Konstruktion einer po-
lynomiell beschrankten pfadisolierenden Gewichtungsfunktion wiirde implizieren, dass
das Erreichbarkeitsproblem in gerichteten Graphen in UL beechnet werden kann. Dies
wiirde das NL-UL-Problem beantworten [RA00]. Die logspace-Konstruktion einer po-
lynomiell beschrinkten perfektes Matching isolierenden Gewichtungsfunktion wiirde
beweisen, dass NL C SPL [CSV84].
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4 Zeitlicher Verlauf

Unterschiedliche Ansétze und Verbesserungen haben dazu gefiihrt, dass sich die Lauf-
zeit der Matching-Algorithmen von 1965 bis 2020 enorm verbessert hat:

« Fiir allgemeine Graphen von erstmalig O(|V [*) auf quasi-NC
 Fiir bipartite Graphen von O(|V| - |E|) auf SPL (bei logn Genus)
« Fiir planare Graphen gibt es einen Algorithmus in NC

Die folgende Grafik bietet eine Ubersicht der hier vorgestellten Matching-Algorithmen.
Diese werden in Abhéngigkeit von der Zeit dargestellt. Dabei wird die Graphklasse in
schwarz auf gelbem Hintergrund und die Laufzeit in weifl auf blauem Hintergrund
angegeben. Der Ubersichtlichkeit halber wurden die Intervalle von 2016 - 2020 linger
dargestellt sowie die Zeitspanne zwischen 1985 und 2005, zu der keine Arbeiten hier
vorgestellt wurden, abgekiirzt.
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Wéhrend zu Beginn der Entwicklung der Fokus der Algorithmen auf allgemeinen und
bipartiten Graphen lag, liegt dieser bei aktuellen Algorithmen bei stérker eingeschrank-
ten Graphklassen, wie bipartiten und vom Genus her beschrédnkten Graphen. Aufer-
dem gelangen gewichtete Graphen im Laufe der Zeit verstéarkt in den Fokus.

Zusammenfassend haben vor allem die folgenden Ideen Einfluss auf das Matching-
Problem gehabt:

o Hopcroft-Karp-Algorithmus: Ziemlich friith erschien ein performanter Algorith-
mus, der die Struktur von bipartiten Graphen ausnutzt, um ein effizientes Verfah-
ren zur Berechnung eines maximalen Matchings durch iteratives Augmentieren
zu liefern.

e Algorithmus von Edmonds: Der erste Polynomialzeitalgorithmus fiir maximales
Matching in allgemeinen Graphen, ermoglicht durch das Konzept der Bliiten.
Dieser Algorithmus wurde im Folgenden weiter optimiert.

e Isolationslemma: Durch das Isolationslemma wurde es moglich, das perfekte
Matching in einem Graphen einzigartig zu machen, indem den Kanten unter-
schiedliche Gewichte zugewiesen werden und nach dem Matching mit der ge-
ringsten Summe der Kantengewichte gesucht wird. Selbst, wenn der Graph meh-
rere perfekte Matchings hat, beschrénkt sich die Anzahl an Lésungen durch das
Isolationslemma auf eins.

o Skalierende Algorithmen: Jeder Kante werden neben dem Gewicht weitere Pa-
rameter zugewiesen. Diese Parameter werden anhand bestimmter Kriterien be-
stimmt und in jeder Skalierung aktualisiert. Nach einer gewissen Anzahl an Ska-
lierungen endet der Algorithmus mit einer Lésung.

e Gewichtungsfunktion: Vor allem in den neueren Algorithmen wird eine Gewich-
tungsfunktion verwendet, um Matching-Probleme zu l6sen. Statt des urspriing-
lich randomisierten Isolationslemmas wurden deterministische Gewichtungsfunk-
tionen gesucht, um die Komplexitdt das Problems von RNC auf quasi-NC zu
verbessern.

Weitere Ansétze wie das lineare Optimierungsverfahren, das Datenreduktionsverfah-
ren und die Aufteilung des Graphen in effizient 16sbare Einheiten sind Verfahren, die
zur weiteren Erkundung der Komplexitétstheorie gefiihrt haben. Fiir bestimmte Gra-
phentypen wie zum Beispiel einen Graphen, der aus zwei vollstdndigen Teilgraphen,
die mit einem sehr langen Pfad verbunden sind, besteht, konnten diese Verfahren ein
schnelleres Ergebnis liefern als die anderen Algorithmen. In der Anwendung kann es
sein, dass ein Approximationsalgorithmus fiir das Matching-Problem ausreichend ist.
In dem Fall eignet sich mitunter ein lineares Optimierungsverfahren.
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5 Ausblick

An dem Matching-Problem wurde schon lange geforscht, mit Resultaten, die relevant
fir viele Bereiche der Komplexitétstheorie sind. Nicht umsonst wird es als die ,,Droso-
phila® der Studie der FPT-Algorithmen in P bezeichnet [FLST18]. Viele unterschiedli-
chen Nuancen des Matching-Problems, wie die Entscheidungsfrage nach einem perfek-
ten Matching oder die Bestimmung eines gewichteten perfekten Matchings, erlauben
unterschiedlich effiziente Algorithmen. Es ist zu erwarten, dass weitere abgewandelte
Matching-Probleme und Graphen erfunden werden, die im Vergleich zu den herkémm-
lichen Problemen entscheidende Einschrénkungen oder Vereinfachungen haben, sodass
neue Algorithmen fiir diese optimiert werden kénnen. Die Hoffnung besteht, dass sich
andere (zumeist Graphen-) Probleme, die sich auf diese Probleme reduzieren lassen,
schneller berechnen lassen.

Auf der anderen Seite ist der néchste Schritt beim Matching-Problem, neben fir
bipartite Graphen auch fiir allgemeine Graphen zu zeigen, dass das perfekte Matching-
Entscheidungsproblem in NC liegt.

Allerdings scheinen die Matching-Algorithmen auf eine untere Schranke zu stoflen
— eine deutliche Verbesserung der Laufzeit wiirde implizieren, dass einige andere Gra-
phenprobleme wie zum Beispiel das Finden eines zweitkiirzesten Pfades zwischen zwei
Knoten in einem gewichteten Graphen ebenfalls eine bessere Laufzeit haben, indem die-
se auf das Matching-Problem reduziert werden [WW10]. Dies ist unwahrscheinlich, da
das Losen eines Problems durch Reduktion auf ein anderes Problem einen hoheren Re-
chenaufwand darstellt als das direkte Losen des Problems (der Reduktionsalgorithmus
entfillt) und in dem Fall die effizientesten bekannten direkten Losungsalgorithmen fiir
alle verwandten Probleme eine schlechtere Laufzeit hatten als es bei einer Reduktion
auf das Matching-Problem der Fall wére.

Als ein besonderes Graphenproblem, das sich im Vergleich zu anderen Graphenpro-
blemen, fir die bisher ausschliefSlich NP-Algorithmen bekannt sind, im ,,unteren Teil“
von P berechnen lasst, ist Matching durchaus ein ,,powerful piece of algorithmic magic*
[Ski08].
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