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Kurzfassung

Oftmals miissen Algorithmen nicht nur einmalig ein Objekt verarbeiten, sondern auch auf
viele kleine Anderungen reagieren, da das betreffende Objekt z. B. durch einen Benutzer
erst Schritt fiir Schritt aufgebaut wird.

In diesem Kontext ist es wiinschenswert, dass diese Anderungen moglichst schnell
verarbeitet werden. Jedoch wird ein Algorithmus in der klassischen Komplexitétstheorie
nur hinsichtlich seiner statischen Effizienz analysiert, also wie schnell er ein grofles,
unverinderliches Objekt verarbeitet.

Wir betrachten daher inkrementelle Probleme als eine Erweiterung parametrisierter
Probleme, fiir die zwei zusiitzliche Eingaben in Form von Anderungen an Instanzen ¢ und
einem Zeugen S (neben der iiblichen Instanz = und dem Parameter k) definiert werden.

In dieser Arbeit vergleichen wir zunéchst die Komplexitét statischer und inkrementeller
parametrisierter Probleme. Wir kommen dabei zum Ergebnis, dass einige Probleme
inkrementell leicht zu handhaben sind, andere dagegen genauso schwer wie ihr statisches
Pendant bleiben. Ausschlaggebend hierfiir sind die Klassen von Anderungen, auf die ein
Algorithmus reagieren muss.

Auflerdem betrachten wir das fiir festgehaltene Parameter effizient 1osbare Problem
Vertex-Cover und présentieren einen Algorithmus, der speziell auf den inkrementellen

Kontext ausgelegt ist, als Verbesserung zum statischen Algoritmus.

X






Notationen

Mit Ny bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen einschliefSlich Null, also
No={0,1,2,...}.

Entsprechend bezeichne N = Ny \ {0}.
Fiir die Menge der Polynome in der Unbekannten X mit Koeffizienten in M fiir eine
Menge M schreiben wir M[X], also

M[X] = { i: a; X'
=0

aieM,nEN}.

Dann bezeichnet der Grad deg(p) eines Polynoms p das groite i« € N, fiir das a; # 0.

Fiir einen Graphen G = (V, E) und eine Knotenteilmenge V' C V bezeichnen wir mit
dem von V' induzierten Teilgraphen den Graphen H = (V/, ENV’ x V'). N(v) fiir einen
Knoten v sei die offene Nachbarschaft von v, also {u € V | {v,u} € E}, und NJv] die
geschlossene Nachbarschaft, also N(v) U {v}.

Fiir aussagenlogische Formeln definieren wir induktiv folgende Formelklassen.

Ina={ M AXMA---ANX|1<c<d N\ Literale }
Apg={ M VAV---VA|1<ec<d, N\ Literale }

Iij1q= { /\51'

il

Apy1,d = { \/%’

il

6 € Ara, I #0 endlich}

vi € pa, I # 0 endlich}

Fiir bekannte Formelklassen wie KNF oder DNF erhalten wir, dass KNF = I 1, DNF = Ay y
und fiir die entsprechenden Einschrénkungen d-DNF = A; 4 und d-KNF = I'; 4. Auflerdem
schreiben wir @7 fiir die Unterklasse von @ € { I', A }, deren Formeln nur positive Literale
enthalten, und @~ fiir die Unterklasse von @, deren Formeln nur negierte Literale enthalten.

Ein Boole’scher Schaltkreis ist ein gerichteter, azyklischer Graph, bei dem die inneren
Knoten mit Boole’schen Funktionen oder Familien von Boole’schen Funktionen, Blatter
mit Konstanten oder einer Eingabevariablen und ein Knoten als Ausgabe markiert werden.
Wir bezeichen mit CIRC die Menge aller Boole’schen Schaltkreise.

xi






1 Einleitung

In der klassischen Komplexitétstheorie werden {iblicherweise statische Probleme betrach-
tet. Das bedeutet, dass ein entsprechender Algorithmus einmalig eine Eingabe bekommt,
die er sinnvoll verarbeitet, und am Ende ein Ergebnis ausgibt.

Viele relevante Berechnungsaufgaben folgen jedoch nicht diesem Schema. Stattdessen
wird ein Objekt iiber eine gewisse Zeitspanne verarbeitet und dabei kontinuierlich
verdndert. Daher ist die Berechnung, die ein Algorithmus durchfiihrt, auch nicht ein-
malig, sondern wird fiir kleine Anderungen oft wiederholt. Damit exisitieren aber auch
Informationen aus fritheren Berechnungen, die méglicherweise verwertet werden kénnen.

An folgendem Beispiel verdeutlichen wir die Bedeutung inkrementeller Probleme in
unserem Alltag.

Wir stellen uns vor, dass wir ein IATEX-Dokument vor uns haben, z.B. zu einer
Abschlussarbeit, die wir verfassen wollen. Nun kommen wir irgendwann an den Punkt,
an dem wir dieses Dokument kompilieren wollen, um die Friichte unserer Arbeit zu
begutachten. Da wir eine besonders umfangreiche Arbeit verfasst haben, benotigt dieser
Vorgang seine Zeit.

Fassen wir diese Situation als ein Problem im Sinne der klassischen Komplexitétstheorie
auf, dann héitten wir unsere Arbeit in einem Stiick verfasst, nur ganz am Ende das gesamte
Werk einmal kompiliert, und uns fiir die Dauer dieses Vorgangs in Abhéngigkeit des
Umfangs unseres Dokuments interessiert.

Nun ist es moglich, aber doch unwahrscheinlich, dass wir ein solches Werk am Stiick
verfassen. In der Realitét tippen wir ein paar Passagen und kompilieren dann das unfertige
Dokument, um unseren Zwischenstand zu betrachten, nehmen dann weitere Anderungen
vor und wiederholen diesen Zyklus bis zum Schluss.

In genau solch einer Situation ist es sinnvoll, dieses Problem als ein inkrementelles Pro-
blem aufzufassen. Zum einen haben wir Anderungen an unserem Dokument auf die unser
KTEX-Compiler reagieren muss und zum anderen bleiben nach einem Kompilationsvorgang
Nebenprodukte iibrig.

Denn oft dndern wir zwischen zwei Kompilationsvorgingen nur wenige Zeilen, die
Anderungen sind also vergleichsweise klein. Daher erwarten wir auch, dass unsere
neue Ausgabe relativ schnell aktualisiert wird und sich die Nebenprodukte teilweise
wiederverwenden lassen. Damit haben wir auch bereits alle Aspekte eines inkrementellen
Problems beisammen.

Die Bedeutung inkrementeller Probleme wurde auch bereits in der Literatur erkannt,

denn es existiert bereits eine breite Auswahl an Resultaten, obwohl es sich bei der



1 Einleitung

inkrementellen Komplexitédtstheorie um ein relativ junges Gebiet handelt, da nach einer
Literaturiibersicht von Ramalingam und Reps [RR93] die ersten Arbeiten hierzu um etwa
1990 verfasst wurden.

Aktuelle Arbeit an inkrementellen Algorithmen umfasst unter anderem die inkrementelle
Berechnung von Voronoi-Diagrammen [HH09] oder die inkrementelle Berechnung von Pa-
geRank fiir Graphen [Des+05]. PageRank bezeichnet einen Algorithmus aus dem Bereich
der Suchmaschinenoptimierung zur Berechnung der Relevanz verlinkter Dokumente fiir
eine gegebene Suchanfrage. Die grundlegende Idee basiert darauf, dass eine Seite relevant
ist, falls viele Seiten mit eigener hoher Relevanz auf diese verlinken [Pag+99].

AuBlerdem existieren auch Ansétze fiir inkrementelle Komplexitétsklassen und Berech-
nungsmodelle, wie sie bei Miltersen et al. [Mil+94] zu finden sind. Und auch im Rahmen
der deskriptiven Komplexitéatstheorie findet sich bei Immerman und Patnaik [P197] ein
Ansatz, die Komplexitdt inkrementeller Probleme greifbar zu machen.

In dieser Arbeit betrachten wir fiir grundlegende Probleme der Komplexititstheorie
die zugehorige inktrementelle Variante und nutzen dazu das Geriist der parametrisierten
Komplexitétstheorie.

Daher findet sich in Kapitel 2 eine Einfiihrung in die Theorie der parametrisierten
Komplexitdt und die nétigen Komplexitétsklassen sowie den verwendeten Reduktions-
begriff. Aulerdem definieren wir formal den Begriff des inkrementellen Problems. Diese
Definitionen richten sich dabei nach der Arbeit von Mans und Mathieson [MM17], bedienen
sich jedoch einiger Definitionen nach Creignou et al. [Cre+19] und Goldreich [Gol06] fiir
eine stabile formale Grundlage.

In Kapitel 3 beschéftigen wir uns mit statischen parametrisierten Problemen und
ihrer Komplexitéit. Dazu werden einerseits Resultate von Mans und Mathieson [MM17,
Abschnitt 2] zu klassischen, parametrisierten Problemen betrachtet und andererseits
Resultate aus der Literatur hinzugezogen [FGO6][DF13].

In Kapitel 4 betrachten wir dann die Komplexitét der entsprechenden inkrementellen
Varianten. Die Resultate orientieren sich an der Arbeit von Mans und Mathieson [MM17,
Abschnitt 3] beziiglich inkrementeller Probleme und werden hier in ausfiihrlicherer Form
gebracht.

Zum Abschluss betrachten wir in Kapitel 5 einen Ausblick iiber die Literatur zu

inkrementellen Problemen.
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In diesem Kapitel geben wir einen Einblick in die parametrisierte Komplexitéitstheorie,
um darauf aufbauend inkrementelle Probleme zu betrachten. Dazu kldren wir grund-
legende Begrifflichkeiten, bevor wir uns im n#chsten Kapitel mit konkreten Problemen

beschiftigen.

2.1 Grundlagen parametrisierter Komplexitat

Die hier verwendete Definition von parametrisierten Problemen richtet sich nach dem Buch
von Downey und Fellows [DF13, Abschnitt 2.1].

Definition 2.1.1 (Parametrisierte Probleme). Sei X' ein endliches Alphabet. Eine Sprache

L C X* x N bezeichnen wir als parametrisiertes Problem.

Man fithrt in der parametrisierten Komplexitdtstheorie den Parameter als zusétzliche,
problemspezifische Grofie ein, anhand derer die Instanzen eines Problems klassifiziert
werden sollen, um den Ressourcenverbrauch von Algorithmen nicht nur in Abhdngigkeit
der Eingabeldnge zu betrachten, wie in der klassischen Komplexitéitstheorie iiblich.

Hierbei erhofft man sich, nicht einfach nur Schwierigkeit von Problemen festzustellen,
sondern auch zu erfassen, was genau ein gewisses Problem schwierig macht [DF99]. Man
sucht dabei auch nach praxisrelevanten Parametern, die die Schwierigkeit eines Problemes

genauer beschreiben.

Beispiel. Die parametrisierte Variante des Erfiillbarkeitsproblems fiir aussagenlogische

Formeln ist wie folgt definiert.

p-SAT
Eingabe: Eine aussagenlogische Formel ¢
Parameter: Anzahl der Variablen in ¢

Frage: Hat ¢ eine erfiillende Belegung?

Dazu sei gesagt, dass der Parameter Anzahl der Variablen k einer Formel ¢ nicht
sehr praxisrelevant ist, da auch der Brute-Force-Algorithmus, der alle Belegungen von
¢ ausprobiert, eine Laufzeit von hochstens 2F - |¢| hat. Er geniigt damit bereits
unserem Begriff effizienter parametrisierter Algorithmen, den wir im folgenden Verlauf
(Abschnitt 2.1.1) einfithren werden [Bie+09, Beispiel 13.3.1].
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Es sind daher solche Parameter von groflerem Interesse, bei denen fiir einen festen
Wert k& Formeln mit beliebig grofler Zahl an Variablen auftreten kénnen. Wir kénnen
zum Beispiel als Teil des Parameters eine Vorbearbeitung einer gegebene Formel ¢ durch
einen Algorithmus betrachten, sodass die resultierende Formel ¢ eine gewihlte Eigenschaft
erfillt [Bie+09, Abschnitt 13.3.3].

Parametrisierungen treten auch natiirlich auf, wie am Beispiel von p-Vertex-Cover zu

sehen ist:

Beispiel. Fiir einen Graphen G = (V, E) bezeichnen wir mit einer Knoteniiberdeckung eine
Teilmenge V' C V| sodass fiir alle Kanten {u,v } € F gilt, dass u € V' oder v € V', Dann

ist das Problem, eine solche Knoteniiberdeckung zu finden, wie folgt definiert.

p-Vertex-Cover

Eingabe: Graph G = (V,E), ke N

Parameter: &k

Frage: Hat G eine Knoteniiberdeckung der Grofle < k?

Wir sehen, dass sich p-Vertex-Cover von der nicht-parametrisierten Variante nur um die

explizite Benennung des Parameters unterscheidet.

Man erkennt an der Definition der Parametrisierung, dass die Instanzen eines Problemes
partitioniert werden. Diese Partitionen bezeichnet man tiblicherweise als Scheiben, formal

nachstehend definiert.

Definition 2.1.2. Sei L C X* x N ein parametrisiertes Problem und k& € N. Dann nennen

wir das klassische Problem Lj eine Scheibe von L mit
Ly={(z,0) e L|{=k}.

2.1.1 Fixed-parameter tractability

So wie es in der klassischen Komplexitéitstheorie den Begriff der effizienten Ldsbarkeit
gibt, existiert auch in der parametrisierten Komplexitdtstheorie folgender vergleichbarer
Begriff [DF13, Definition 2.1.1].

Definition 2.1.3 (Fixed-parameter tractability). Sei L C X* x N ein parametrisiertes
Problem. Dann nennen wir L fized-parameter tractable, falls es einen deterministischen

?
Algorithmus gibt, der (z, k) € L entscheidet und Laufzeit
f (k) - a0

hat, fiir eine berechenbare Funktion f: N — N. Einen solchen Algorithmus bezeichnen wir

auch als fpt-Algorithmus.

Definition 2.1.4. FPT ist die Klasse aller Probleme, die fixed-parameter-tractable sind.
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Beispiel. Wie bereits im voherigen Abschnitt angesprochen, benétigt der triviale Brute-
Force-Algorithmus, der entscheidet, ob eine Formel ¢ erfiillbar ist, hochstens 2% - |¢|
Schritte, ist also ein fpt-Algorithmus. Es gilt daher, dass p-SAT € FPT.

Interessanterweise kénnen wir die Multiplikation in der Definition der Klasse FPT durch
eine Addition ersetzen und erhalten trotzdem die gleiche Komplexitéitsklasse, wie folgendes

Lemma zeigt, das leicht gekiirzt aus dem Buch von Flum und Grohe entnommen wurde.

Lemma 2.1.5 ([FG06, Prop. 1.34]). Sei L C X* x N ein parametrisiertes Problem. L

?
ist genau dann in FPT, wenn ein Algorithmus existiert, der (x,k) € L entscheidet, mit
Laufzeit
F k) + [ O0)

fiir eine berechenbare Funktion f: N — N.
Beweis. Sei p € No[X] ein Polynom.

= “ Wegen a-b < a® + b? gilt:

F(k) - plz]) < (F () + (p(|z]))?
k) el

Da f berechenbar ist, ist h ebenso berechenbar und da p ein Polynom ist, ist auch

q ein Polynom.

, <= “ Sei d = deg(p) der Grad des Polynoms p. Es gilt:

f(k) +p(jz]) < f(k) + p(l2] + k)

(k) + (2| + k)T

(k) + (k- (Ja + 1))
(f(k) + k) - (o + 1)

h(k) q(|=[)

IN A

IN

Ein Algorithmus mit Laufzeit f(k) + p(|z|) ist also auch ein fpt-Algorithmus. O

Die Bezeichnung fixed-parameter tractable weifit darauf hin, dass wir fiir festgehaltene

Parameterwerte k ein effizient 16sbares Problem erhalten.
Satz 2.1.6 ([FGO06, Prop. 1.11]). Sei L € FPT. Dann gilt fiir alle k € N, dass Ly € P.

Beweis. Sei k € N, x € XY* und f: N — N eine berechenbare Funktion. Da L € FPT, ist
?

(z,k) € Ly, entscheidbar in Zeit f(k)-|z|®M C |2|°M), denn f(k) ist fiir festes k ebenfalls

eine Konstante. Damit ist L; € P. O

Die Umkehrung dieser Aussage trifft jedoch nicht zu, also

Ly € P firalle ke N =5 L e FPT.
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Stattdessen fiihrt uns dies zur Klasse XP. Auf diesen Sachverhalt gehen wir in Ab-
schnitt 2.1.2 noch ein.

Ebenso gibt es auch einen passenden parametrisierten Reduktionsbegriff [DF13, Defini-
tion 20.2.1].

Definition 2.1.7 (fpt-Reduktionen). Seien L; C X} x N und Ly € X5 x N zwei
parametrisierte Probleme. Dann bezeichnen wir mit einer fpt-Reduktion von Lq auf Lo
eine Abbildung
p: YT xN—= X5 xN
(2, k) — (2, k)

mit folgenden Eigenschaften:
1. Fiir alle (z,k) € X x Ngilt: (x,k) € L1 < (2/,k') € Lo
2. ¢ ist berechenbar durch einen fpt-Algorithmus.
3. Es gibt eine berechenbare Funktion g : N — N, sodass k' < g(k).

Falls eine solche Abbildung ¢ existiert, schreiben wir L </P* L,. Falls zusitzlich Ly </P* L
gilt, schreiben wir L; =Pt L.

Die ersten beiden Bedingungen sind iibliche Anforderungen an eine Reduktionen [Sip06,
Definitionen 5.20 und 7.29]. Mit der dritten Bedingung fordern wir, dass der Parameter
unserer neuen Instanzen von oben durch den urspriinglichen Parameter beschréankt ist,
womit wir erreichen, dass die Klasse FPT abgeschlossen unter fpt-Reduktionen ist, wie wir
im Folgenden zeigen werden.

Insgesamt sehen wir, dass fpt-Reduktionen auch tatséchlich die gewiinschten Eigenschaf-
ten einer Reduktion erfiillen. Der Beweis hierzu wurde aus dem Buch von Flum und Grohe

entnommen, wir bringen ihn jedoch in ausfiihrlicherer Form.
Lemma 2.1.8 ([FG06, Lemma 2.3]).

1. <IPt st reflexiv.

2. <Pt ist transitiv.

3. FPT ist abgeschlossen unter fpt-Reduktionen.
Beweis.

1. Ist L € X* x N ein parametrisiertes Problem, so gilt L <! L via der Iden-
titatsfunktion, also
idp,: 2* xN = X" x N
(x, k) — (z,k).
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Offensichtlich gilt, dass (z,k) € L <= idp(x,k) = (z,k) € L.

idy, ist berechenbar in Laufzeit |z| + log (k), also in fpt-Laufzeit nach Lemma 2.1.5.
Ebenso gilt fiir g : N = N, n s n, dass k < g(k) = k.

. Seien L; C X* x N, 7 =1,2,3 parametrisierte Probleme, sodass L; <Pt [y via

p: Y] xN—= X5 xN

(z, k) — (', &),

wobei k' < h(k) fiir eine berechenbare Funktion h: N — N, wobei ¢ fiir eine

berechenbare Funktion f und ein Polynom p in fpt-Laufzeit berechenbar ist und
L2 §fpt L3 via

P X5 xN— X3 xN
(2, k) — (2 k),

wobei k' < (k) fiir eine berechenbare Funktion i: N — N, wobei 1 fiir eine

berechenbare Funktion g und ein Polynom ¢ in fpt-Laufzeit berechenbar ist.

Dann gilt L; <* L3 vermoge der Funktion & = 1 o ¢, also

£: X7 xN— X3 xN
(z, k) = ¥(p(z, k) = (', F),

denn ¢ ist in folgender Laufzeit berechenbar

g(f(k)) - q(p(|z])).

Fiir berechenbare Funktionen f und g ist die Komposition ebenso berechenbar und

fiir zwei Polynome ist die Komposition ebenso ein Polynom. Ebenfalls gilt, dass

(x,k) € L1 < p(z,k) € Ly < ¢(p(x,k)) =&(x, k) € Ls.

Ebenso ist der Parameter k& durch den Parameter der urspriinglichen Instanz
beschrénkt, denn

K < i(h(k)).

. Seien L1 C X7 x Nund Ly C X5 X N zwei parametrisierte Probleme mit L; <Mt [,
via
p: X xN—= X5 xN
(2, k) = (2, k),
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wobei ¢ fiir eine berechenbare Funktion f und ein Polynom p in fpt-Laufzeit
berechenbar ist und k' < g(k) fiir eine berechenbare Funktion g. Sei M’ ein
Algorithmus, der Lo in hochstens f'(k) - p/(|2’|) Schritten entscheidet.

Wir konstruieren einen Algorithmus M, der L; entscheidet, indem wir die Reduktion

¢ nutzen, um eine Instanz (2/, k') = ¢(x, k) fiir Ly zu produzieren. Damit entscheiden
? ?

wir die Frage (2/,k’) € Lo mittels M’, womit wir ebenso (z,k) € L; beantworten

konnen.

Fiir die Laufzeit von M ergibt sich

Laufzeit von ¢ Laufzeit von M’

f(k) - plz]) + f/(K) - p'(|2"])

fk) - p(lz)) + f'(g(k)) - p'(f (k) - p(|2]))

< f(k ) (le) f'(g(k) - p'(f(k)) - ' (p(|2])))
(f F'(g(k)) -0/ (f(K))) - p(lz]) - o' (p(|2])),

h(k) q(|z)

also eine fiir einen fpt-Algorithmus erlaubte Laufzeit, daher Ly € FPT. O

Definition 2.1.9 ([FG06, Abschnitt 2.1]). Fiir ein parametrisiertes Problem L schreiben

wir die Menge der auf L reduzierbaren Probleme (mittels einer fpt-Reduktion) als
(L= {L| L' <P LY.
Ist € eine Klasse parametrisierter Probleme, dann ist

ey = | (L)

Lee
der Abschluss von C unter fpt-Reduktionen.
Definition 2.1.10 ([FG06, Abschnitt 2.1]). Ein parametrisiertes Problem L heifit
vollstindig unter fpt-Reduktionen fiir eine Komplexitéitsklasse € (oder C-vollstindig), falls

L € @ und fiir alle L € C gilt, dass L' <P L. Alternativ kénnen wir auch schreiben, dass
[L}Pt = e.

2.1.2 Die Klasse XP

Wie wir bereits im Zusammenhang mit angemerkt haben, gilt die Umkehrung
der dortigen Aussage nicht.
Bemerkung 2.1.11. L € P fiir alle k e N =5 L € FPT.

Betrachtet man die Klasse der parametrisierten Probleme, fiir die jede Scheibe in

deterministischer Polynomialzeit entscheidbar ist, erhélt man XP,,,.
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Definition 2.1.12 ([FG06, Definition 2.19]). XP,,, ist die Klasse aller parametrisierten
Probleme L, fiir die L € P fiir alle £ € N.

Hierbei stoflen wir auf die Tatsache, dass diese Definition micht uniform ist, da jede
Scheibe eines Problems von einer jeweils anderen Turingmaschine (TM) entschieden

werden kann.

Beispiel. Sei L ={(1*,k+1) | k € K}, wobei K das spezielle Halteproblem bezeichnet.
Jede Scheibe Lj besteht aus genau einer Instanz. Daher geniigt es, je Scheibe eine TM
anzugeben, die entweder immer akzeptiert, falls k € K, oder immer verwirft, falls k£ ¢ K.
Also ist jedes Ly € P und L € XP,,.

Es stellt sich also heraus, dass nicht-entscheidbare Probleme in XP,, liegen kénnen,

weshalb wir die folgende, uniforme Definition von XP betrachten.

Definition 2.1.13 ([FG06, Definition 2.22]). Die Klasse XP besteht aus allen parametri-
sierten Problemen L, fiir die es eine berechenbare Funktion f: N — N und eine DTM M
gibt, die L entscheidet und dabei héchstens ||/ *) Schritte benstigt.

Tatsédchlich sieht man, dass XP intuitiv mit EXP aus der klassischen Komplexitétstheorie

zu vergleichen ist, wie folgendes Beispiel fiir ein XP-vollstdandiges Problem zeigt.

p-EXP-DTM-HALT
Eingabe: DITM M,z € X* ke N
Parameter: &k

Frage: Akzeptiert M auf Eingabe x in weniger als |z|¥ Schritten?

Satz 2.1.14 ([FG06, Theorem 2.25]). p-EXP-DTM-HALT st XP-vollstindig unter
fpt-Reduktionen.

Beweis. p-EXP-DTM-HALT € XP via einer TM M’, die M auf Eingabe x fiir ||* Schritte
simuliert und genau dann akzeptiert, falls M wéhrend der Simulation akzeptiert.

Sei nun L € XP iiber einer DTM M’, die L in Laufzeit |z|/*) entscheidet. Wir wiihlen
eine berechenbare Funktion g: N — N, sodass die Laufzeit von M’ héchstens |z]9(F)
betriagt. Wir konnen nun L auf p-EXP-DTM-HALT mittels folgender Abbildung reduzieren

p: X" xN—= X" xN
(z, k) = (M, 2,9(k)), g(k)).

Damit gilt L </P* p-EXP-DTM-HALT und p-EXP-DTM-HALT ist XP-vollstindig. [

Insbesondere ist die nicht-parametrisierte Variante EXP-DTM-HALT EXP-vollstéandig
unter Polynomialzeitreduktionen. In der Literatur werden XP-vollstdndige Probleme auch
als ,,provable intractable“ bezeichnet [DF13, Kapitel 27.1].
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Korollar 2.1.15 ([FG06, Korollar 2.26]). FPT C XP

Beweis. Es gilt, dass FPT C XP, da ein Problem, das 0. B.d. A. in Laufzeit f(k) - |z| fir
ein ¢ € N entschieden werden kann, kann ebenfalls in Zeit |2|9*) entschieden werden, fiir
eine passende berechnebare Funktion g(k).

Nehmen wir nun an, dass p-EXP-DTM-HALT wiire in FPT. Dann existiert ein Algorith-
mus, der p-EXP-DTM-HALT in Laufzeit f(k) - p(|x|) entscheidet, fiir eine berechenbare
Funktion f: N — N und ein Polynom p € Ny[X].

Insbesondere ist gerade fiir d = deg(p) jede Scheibe von p-EXP-DTM-HALT in
DTIME(n?) entscheidbar. Damit liegt jedoch jede Scheibe p-EXP-DTM-HALT,,; in
DTIME(n?).

Wegen Satz 2.1.14 betrigt die Laufzeit eines Algorithmus, der p-EXP-DTM-HALT 44
entscheidet, jedoch mindestens |z|9*!, womit DTIME(n?*!) C DTIME(n%).

4 Ein Widerspruch zum Zeithierarchiesatz. Und damit ist p-EXP-DTM-HALT ¢ FPT
und FPT C XP. O

Um auf Bemerkung 2.1.11 eingangs dieses Abschnittes zuriickzukommen, haben wir mit
p-EXP-DTM-HALT tatséchlich ein Beispiel fiir ein Problem, das zwar scheibenweise in

Polynomialzeit berechenbar ist, insgesamt jedoch nicht in FPT liegt.

2.1.3 W-Hierarchie

Wiéhrend die Frage nach einem parametrisierten Analogon der Klasse P relativ einfach zu
beantworten ist, ist die Wahl eines entsprechenden Kandidaten fiir nicht effizient 16sbare
parametrisierte Probleme schwerer [FG06, Kapitel 2.

Geht man analog zur Definition der Klasse NP vor und lésst in der Definition der
Klasse FPT Nichtdeterminismus zu, so erhilt man stattdessen die Klasse para-NP. Es
stellt sich heraus, dass ein Problem bereits para-NP-vollstindig ist, sobald eine Scheibe
dieses Problems NP-vollstindig beziiglich Polynomialzeitreduktionen ist [FG06, Korollar
2.16].

Ein Beispiel fiir ein para-NP-vollstdndiges Problem ist die Frage nach der k-Farbbarkeit
eines Graphen [FG06, Beispiel 2.17].

p-Colorability

Eingabe: Graph G = (V,E), ke N

Parameter: £k

Frage: Existiert eine Funktion f: V — {1,...,k} mit f(u) # f(v) fir
alle {u,v} € E?

Bereits die klassische 3-Farbbarkeit ist NP-vollstéindig [Sto73] und damit ist
p-Colorability para-NP-vollstéindig.
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FEine wichtige Rolle bei der Betrachtung nicht-effizient l6sbarer parametrisierter Proble-
me spielt die Klasse W[P], die die Vereinigung einer ganzen Hierarchie von parametrisierten
Komplexitétsklassen darstellt. W[P] selbst erhalten wir, indem wir fpt-Algorithmen mit

beschrankten Nichtdeterminismus betrachten.

Definition 2.1.16 ([FGO06, Definition 3.1.(1)]). Sei L C X* x N ein parametrisierte
Problem. Eine NTM M heifit k-beschrinkt, falls fiir alle (x,k) € X* x N jeder
Berechnungspfad von M auf Eingabe (x, k) hochstens h(k) - log|z| nichtdeterministische

Verzweigungen hat, fiir eine berechenbare Funktionen f: N — N.

Definition 2.1.17 ([FGO06, Definition 3.1.(2)]). Wir bezeichnen mit W[P] die Klasse aller
parametrisierten Probleme, die durch eine k-beschrinkte NTM in fpt-Laufzeit entschieden

werden konnen.

Wir kénnen die zuvor betrachteten Komplexitétsklassen mit W[P] in Beziehung setzen,

wie wir in folgendem Satz sehen.

Satz 2.1.18 ([FGO06, Proposition 3.2]). FPT C W[P] C XP N para-NP.

Bewezs.

FPT C WIP]: Ein deterministischer fpt-Algorithmus kann von einer NTM problemlos
ebenfalls in fpt-Laufzeit ausgefiithrt werden. Eine solche NTM ist definitiv auch
k-beschrankt, da fiir einen deterministischen Algorithmus keine nichtdeterministi-

schen Verzweigungen benotigt werden.

WIP] C para-NP: para-NP enthilt gerade die Probleme, die in fpt-Laufzeit von einer
NTM entschieden werden kénnen. W[P]| hat als zusétzliche Bedingung nur die

k-Beschrinktheit einer solchen Maschine. para-NP enthilt also alle Probleme aus
WIP].

WI[P] C XP: Fiir eine NTM M mit s Zustdnden ist die Simulation von h(k) - logn

nichtdeterministischen Verzweigungen moglich in folgender Laufzeit

2log (sh(k)logn)y — 210g s-h(k)-logn O(h(k)-log s)

=N .

Insbesondere ist die Anzahl der Zustinde eine Konstante und der Exponent daher

nur von k abhingig.

O]

Nun charakterisieren wir W[P] auf eine dhnliche Art und Weise wie NP fiir klassische
Probleme, ndmlich als die Klasse der fpt-verifizierbaren Sprachen mit k-beschrankter

Beweisldnge.

Lemma 2.1.19 ([FG06, Theorem 3.8]). Fir ein parametrisiertes Problem L C X* x N
gilt genau dann L € WI[P], wenn berechenbare Funktionen f,h: N — N, ein Polynom
p € No[X] und eine Sprache V- C X* x N x {0, 1}* existieren, sodass

11
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?
1. V € FPT, also (x,k,y) € V in Laufzeit f(k) - p(|z|) entscheidbar ist
2 (2.ky) €V = |yl = h(E) log

8. fir alle x € X* gilt, dass

(x,k) e L < Fye{0,1}": (x,k,y) eV

Intuitiv entspricht y also dem Zertfikat aus der polynomiellen Uberpriifbarkeit und an-
statt einer Polynomialzeit-DTM benutzen wir eine DTM mit fpt-Laufzeit als Verifizierer.
Da wir uns den akzeptierenden Berechnungspfad der k-beschrinkten NTM als Zertifkat

vorstellen kénnen, soll die Lénge des Zertifkats ebenfalls durch £ beschréankt sein.

Beweis von Lemma 2.1.19.

»,=— “: Sei L € W[P] via f',h',p', M" wie in Definition 2.1.16. Wir wissen, falls x € L,
dann akzeptiert M’ auf Eingabe x mit héchstens h/(k) -log |z| nichtdeterministischen
Verzweigungen, und da es allerhdchstens so viele Verzweigungsmoglichkeiten wie
Anzahl s der Zustéinde von M’ gibt, kénnen wir eine Verzweigung mit log s-vielen
Bits kodieren. Kodiert y die nichtdeterministischen Verzweigungen auf einem

Berechnungspfad, so ergibt sich |y| = logs - h'(k) - log |z]|.
Nun kénnen wir eine Sprache Y C L x N x {0, 1}* wie folgt definieren.
ly| = log s - h'(k) - log |x| und y beschreibt die nicht-

Y = ¢ (x,k,y) | deterministischen Schritte auf einem akzeptierenden
Pfad von M’ auf Eingabe z.

Setzen wir h(k) = log s-h/(k). Da die Laufzeit von M’ durch f'(k)-p(]z|) beschrinkt
ist, kann Y ebenfalls in Laufzeit f'(k) - p/(|x|) entschieden werden, also Y € FPT.

,» <= “: Wir raten y, wofiir wir genau h(k)-log || nichtdeterministische Schritte benétigen

und kénnen dann in fpt-Laufzeit priifen, ob (z,k,y) € V. Daher gilt, dass

L={(x,k)e X*xN|3Jye{0,1}": (z,k,y) € V} € W[P]. O

Wir haben W[P] als Vereinigung einer ganzen Hierarchie von Komplexititsklassen
angekiindigt. Um diese Klassen zu beschreiben, definieren wir das gewichtete
Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Formeln eingeschréinkt auf eine Formelklasse
@. Mit dem Gewicht einer Belegung J bezeichnen wir dabei die Anzahl der Variablen, die
von J auf WAHR gesetzt werden.

12



2.2 Promise-Probleme

WSAT (2)
Eingabe: Eine Formel ¢ € ¢, k € N
Parameter: &k

Frage: Hat ¢ eine erfiillende Belegung mit Gewicht k?

Definition 2.1.20 ([FG06, Theorem 5.6]). W[t] = [WSAT (I'.q))" fiir t +d > 2.

die der W-Hierarchie das
Erfiillbarkeitsproblem pradikatenlogischer Formeln (weighted fagin definability) definiert
und dann die W(t]-Vollsténdigkeit der entsprechenden WSAT (I 4) nachgewiesen [FGO6,
Kapitel 5, 7].

Ebenso erhalten wir fiir die Klasse WI[P] eine alternative Betrachtungsweise, indem wir

Ublicherweise ~ werden Klassen iiber gewichtete

das gewichtete Erfiillbarkeitsproblem fiir Boole’sche Schaltkreise betrachten.

WSAT (CIRC)

Eingabe: Ein Boole’scher Schaltkreis C, k € N
Parameter: &

Frage: Hat C eine erfiillende Belegung mit Gewicht k?

Lemma 2.1.21 ([FG06, Theorem 3.9]). W[P] = [WSAT(CIRC)}/#".

Wir verzichten jedoch in diesem Kontext auf einen Beweis und dazu auf Abschnitt 3.7
im Buch von Flum und Grohe [FGO6]. Die Idee basiert im Wesentlichen darauf, fiir einen
Schaltkreis € eine erfiillende Belegung mit Gewicht k£ zu raten, womit die Mitgliedschaft
in W[P] nachgewiesen wire.

Die W[P]-Schwere weist man nach, indem man fiir ein beliebiges Problem L € W[P] eine

?
entsprechende DTM M betrachtet, die (z,k) € L zusammen mit einem x-beschrinkten
Zertifikat entscheidet, und aus dieser Maschine einen Schaltkreis konstruiert, der genau
dann erfillbar ist, wenn (z,k) € L.

Weitere Beispiele fiir W[t]-schwere Probleme finden sich in Kapitel 3.

2.2 Promise-Probleme

Wir fithren noch den Begriff des Promise ein, den wir im Folgenden bei der Betrachtung

der inkrementellen Probleme benétigen.

Definition 2.2.1 ([Gol06, Definition 1]). Ein Promise-Problem II iiber einem Alphabet
Y ist einem Paar disjunkter Mengen (114, IInein) mit Ijq, Ilnem C X*.

Ein Algorithmus, der II entscheidet, muss entsprechend Instanzen aus I7;, von Instanzen

aus ITpei, unterscheiden und darf sich auf Instanzen aus X*\ I1;,UIl,,¢ir, beliebig verhalten.

13
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Wir kénnen auf diese Art die Eingaben eines Algortihmus, der ein Problem entschei-
det, einschrinken, sodass moglicherweise aufwéindige Randfille nicht betrachtet werden

miissen, wie z. B. die korrekte Formatierung einer Eingabe.

2.3 Inkrementelle Probleme

Ublicherweise erhalten Algorithmen eine Eingabe und berechnen dazu eine passende
Ausgabe. Wird die Eingabe verédndert, beginnt der entsprechende Algorithmus von vorn,
die neue Ausgabe zu berechnen. Solche Algorithmen bezeichen wir auch als Batch- oder
start-over-Algorithmen [Ram96]. So wie beim Sprung von klassischer zur parametrisierten
Komplexitétstheorie die Schwierigkeit von Problemen zusétzlich in Abhéngigkeit des
Parameters betrachtet wird, nehmen wir nun in unsere Betrachtung auf, dass sich die
Eingabe im Nachhinein &ndern kann und wir Informationen aus der vorherigen Berechnung
wiederverwenden kénnen.

Um den Begriff der Anderungen an Eingaben formal greifbar zu machen, orientieren wir
uns an Definitionen von Creignou et al. [Cre+19, Definition 10] fiir general operations an

Instanzen.

Definition 2.3.1. Sei L C X* eine Sprache. Wir bezeichnen mit erlaubten Anderungen an
Instanzen von L eine abz#ihlbar unendliche Menge A(L) = {wy,: X* — X* | n € N} von
Abbildungen iiber Instanzen von L. Wir schreiben auch nur A, falls L aus dem Kontext
klar ist.

Die genaue Zusammensetzung von A héngt also stark vom betrachteten Problem ab.
Fiir hdufig betrachtete Arten von Problemen klidren wir zunichst etwas Notation.

Wir betrachten folgende Klassen von Anderungen. Dabei bezeichne G die Menge
aller Graphen und sei o.B.d.A. die Knotenmenge dieser Graphen von der Form
V={v|1<i<n}. AuBerdem bezeichne Forma_ die Menge aller aussagenlogischen
Formeln, die 0. B.d. A. aus Variablen Var(¢) = {z; | 1 <i < n} bestehen.

e Abbildungen v;": G — G mit (V, E) — (VU{v;}, E) fiir das Hinzufiigen von Knoten.

e Abbildungen v; : § — G mit (V. E) — (V,EN(V' x V")) und V' = V' \ {v;} fiir das

Loschen von Knoten.

e Abbildungen e;;: § — §mit (V,E) — (V',E U {v;,v;}) fiir das Hinzufiigen von
Kanten.

e Abbildungen e;;: § — G mit (V, E) — (V', E\{v;, v;}) fiir das Ldschen von Kanten.

e Abbildungen var; : Forma — Formap mit ¢ — ¢, wobei ¢’ aus ¢ hervorgeht, indem

alle Vorkommen der Variable z; in ¢ geléscht werden.

e Abbildungen ¢l; : &1 4 — Py g mit ¢ € {I, A} und ¢ — ¢, wobei ¢’ aus ¢ hervor-
geht, indem alle Vorkommen der Klausel C; in ¢ geloscht werden. (Insbesondere ist

@ eine Formel in KNF oder einer Verallgemeinerung von KNF.)
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Wir schreiben abkiirzend fiir eine Klasse von Anderungen {w; | i € N} auch nur w und

wT fiir wt Uw™.

Definition 2.3.2. Fiir eine Menge von Anderungen § = {w; | i € I C N} C A(L) an
einer Instanz = der Sprache L bezeichnet zo0d =z ow; o---ow;, = w;, (- (wi; (x))--+)

die Instanz, die wir durch Anwendung der Anderungen aus § erhalten.

Wir betonen hier noch einmal, dass § nicht alle moglichen Anderung umfassen soll, weil

die Verarbeitung unendlich vieler Anderungen nicht in endlicher Zeit moglich ist.

Beispiel ([Cre+19, Beispiel 1]). Sei § C X* die Menge aller ungerichteten Graphen.
Erlauben wir das Loschen und Hinzufiigen von Kanten und Knoten, dann schreiben wir
A(G) = (vF,et). Insgesamt besteht A aus den Abbildungen

v G—=G, v, :G—G,

+ . — .
Cluw}’ §—-G, Cluw}’ g —q.

Betrachten wir nun G = ({a,b,c},{{a,b},{b,c}}) und § = {vb_,e?ac} }, dann ist

God=({ac} {{ac}}).

Bei der Definition der inkrementellen Probleme orientieren wir uns an der Arbeit
von Mans und Mathieson [MM17], passen sie jedoch an, um unsere Definitionen von

parametrisierten Problemen und Anderungen an Instanzen zu beriicksichtigen.

Definition 2.3.3 (Inkrementelle Probleme).
Sei L C X* x N ein parametrisiertes Problem. Dann ist das dazugehorige inkrementelle

Problem incr-L(A) = (L', A) gegeben durch die parametrisierte Sprache
L' = {(2,5,8,8) | (ro6,k) € L} C 5 x N x P(A) x {0,1}"

und eine Menge A an erlaubten Anderungen.
S bezeichnet dabei einen Zeugen fiir (z,k) € L. Wir kénnen insbesondere o.B.d. A.

annehmen, dass S € {0,1}* vermoge einer Kodierung iiber einem Bin#ralphabet.

Parametrisierte Probleme, wie wir sie zuvor betrachtet haben, nennen wir im Gegensatz
dazu statische Probleme nennen. Falls die genaue Zusammensetzung von A nicht relevant
ist, schreiben wir auch nur incr-L.

Insbesondere koénnen wir ein inkrementelles Problem als Promise-Problem auffassen.
Von den Instanzen (z, k, d, S) fordern wir im Allgemeinen, dass bereits (z, k) € L und fiir

den Zeugen S koénnen wir L dhnlich zu Lemma 2.1.19 auch wie folgt betrachten.
L={(x,y) e X*xN|35€{0,1}*: (z,k,S) eV}

Die Bedingung an S ist gerade, dass (z,y,S) € Vi < (x,y) € L.
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Man sieht, dass unter giinstigen Bedingungen wie in Lemma 2.1.19 die Eigenschaft des
Zeugen nachgepriift werden kann, dies aber im Allgemeinen nicht der Fall ist. Es ist daher
durchaus sinnvoll zu fordern, dass der Zeuge korrekt ist.

Die genaue Gestalt des Zeugen S schrinken wir hierbei jedoch nicht weiter ein, da er die
Mbéglichkeit bietet, Informationen aus der Berechnung von (z, k) é L fiir die Frage nach
(xod, k) é L wiederzuverwenden. Der genaue Aufbau von S ist damit sogar abhéngig vom
verwendeten Algorithmus.

Eine mogliche Intuition geben diesbeziiglich Mitlersen et al. [Mil+94]. Demnach kénnen
wir davon ausgehen, dass S als eine interne Datenstruktur durch den entsprechenden
Algorithmus fiir (z, k) é L angelegt wird. S beschreibt dann den internen Zustand des
Algorithmus, der auch fiir eine geéinderte Instanz (z o 4, k) relevant bleibt.

Ebenso ist S nach unserer Definition nicht ldngenbeschréinkt, dennoch ergibt sich eine
,praktische* Beschrinkung, da S zumindest bei der initialen Berechnung von x é L durch
einen Batch-Algorithmus konstruiert wird, und dementsprechend durch die Laufzeit des
Batch-Algorithmus in Abhéngigkeit von |z| beschrinkt ist. Da dies jedoch von der Wahl
des verwendeten Algorithmus abhéngt, haben wir damit keine belastbare obere Schranke.

Der inkrementelle Gedanke besteht dann darin, auf Anderungen § an der urspriinglichen
Eingabe x zu reagieren und bei der Berechnung der neuen Ausgabe Informationen aus der
vorherigen Berechnung in Form des Zeugen S wiederzuverwenden [Ram96].

Ein inkrementelles Problem lésst sich dann wie im Folgenden darstellen.

incr-L(A)

Eingabe: reX* keN, §C A Se{0,1}*
Parameter: £+ |d]

Frage: (xod,k) e L?

Beispiel. Die inkrementelle Variante des gewichteten Erfiillbarkeitsproblems definieren wir

wie folgt.

incr-WSAT (@, A)

Eingabe: Formel ¢ € &, k € N, § C A* S € {0,1}* ein Zeuge fiir eine
erfiillende Belegung von ¢ mit Gewicht k

Parameter: &+ |{]

Frage: Hat ¢ o J eine erfiillende Belegung mit Gewicht &k + |d]?

Erlauben wir, dass sich Instanzen durch das Loschen von Klauseln d&ndern, so schreiben
wir incr-WSAT (@, ¢/ 7). Erlauben wir dagegen das Loschen von Variabeln, so schreiben wir
incr-WSAT (@, var™).

Wir erhalten unmittelbar eine obere Schranke fiir die Komplexitit der inkrementellen
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Variante eines Problems incr-L, da wir einen Algorithmus fiir L ebenso fiir incr-L

verwenden kénnen und dabei die Informationen aus S ignorieren.
Lemma 2.3.4. Sei L ein parametrisiertes Problem. Dann gilt incr-L <P L.

Beweis. Sei incr-L = (L', A) ein inkrementelles Problem zu einem parametrisierten
Problem L C X* x N. Dann gilt incr-L </P! L via der Abbildung

p: XX NxPA) x{0,1} - X*xN
(x,k,6,5) — (00, k),

die wie folgt berechnet wird.

Eingabe: (z,k,9,S5)

L+ > Laufzeit: |x|
2: kK + k > Laufzeit: log k
3: for w € ) do > Laufzeit: |0|
4 1 ow > Laufzeit: |x|

5. return (2/, k)
¢ ist berechenbar in fpt-Laufzeit (parametrisiert nach k + [d|), denn

|z| +logk + 0] - |x| = (|0] + 1) - || + logk
< (lz]) - (|0] + 1 +log k)
lx| - (k+|0]+1).

~ ——
p(lz]) J(k+13])

<
<

Es gilt (z,k,96,5) € incr-L <= (z04,k) € L wegen der Definition von incr-L. Ebenso
gilt & < k+]6|. Damit ist der Parameter der neuen Instanz beschrinkt durch den Parameter

der urspriinglichen Instanz. O

Im vorhergehenden Beweis haben wir dabei folgende technische Uberlegung genutzt.
Wir haben zwar fpt-Reduktionen als Abbildungen X7 x N — X35 x N definiert, kénnen
diesen Reduktionsbegriff aber auch fiir unsere inkrementellen Probleme nutzen, indem wir

die Bestandteile der Instanzen entsprechend ,,umordnen®, also

(2,k,8,5) = ((z,5,5), k).
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3 Eine Auswahl parametrisierter Probleme
und ihre Schwierigkeit

Zunichst betrachten wir einige klassische Resultate zu parametrisierten Problemen, um

sie dann in Kapitel 4 mit dem Verhalten ihrer inkrementellen Varianten zu vergleichen, da

sich einige Probleme bei diesem Ubergang tatséchlich sehr unterschiedlich verhalten und

unter Umsténden einfacher werden [MM17].

3.1 (Max/Min)-WSAT

Wir beginnen zunichst mit zwei Varianten des gewichteten Erfiillbarkeitsproblems

WSAT(®). Zum einen werden dadurch einige der folgenden Reduktionen in der Argumen-

tation etwas einfacher. Zum anderen sind Aussagen iiber das Verhalten der inkrementellen

Varianten von MAX-WSAT und MIN-WSAT klarer ersichtlich.

Die Beweise der folgenden beiden Lemmata orientieren sich dabei an der Arbeit von

Mans und Mathieson [MM17].

MAX-WSAT (®)

Eingabe: Eine Formel ¢ € @, k € N

Parameter: £k

Frage: Hat ¢ eine erfiillende Belegung mit Gewicht > k7

MIN-WSAT ()

Eingabe: Eine Formel ¢ € @, k € N

Parameter: £k

Frage: Hat ¢ eine erfiillende Belegung mit Gewicht < k7

Lemma 3.1.1 ([MM17, Lemma 1]). Fiir ungerade t und t4d > 2 ist MAX-WSAT (I ;)

WI(t]-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen zunéchst via der Identitdtsabbildung, dass

WSAT (I ,) </P' MAX-WSAT (I ).
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3 Eine Auswahl parametrisierter Probleme und ihre Schwierigkeit

Falls ¢ eine erfiillende Belegung mit Gewicht k£ hat, dann auch mit Gewicht > k. Damit
gilt (¢, k) € WSAT(FtTd) = (¢, k) € MAX—WSAT(FtTd).

Seinun A = {z € Var(¢) | 3(z) = 1} die Menge der Variablen, die von einer erfiillenden
Belegung J mit Gewicht > k auf WAHR gesetzt werden. Da t ungerade, ist ¢ von der Form

d

o= AV (AN -2

Iy Ii—q I; =1

firae sy x 1 x -+~ x 11 x{1,...,d}.

Da alle Literale negiert sind, geniigt auch jede Teilmenge A" C A fiir eine erfiillende
Belegung. Falls also J gerade |A| = ¢ > k Variablen auf WAHR setzt, dann kénnen wir
¢ — k Variablen stattdessen auf FALSCH setzten und haben eine erfiillende Belegung mit
Gewicht k. Also gilt (¢, k) € WSAT(FtTd) — (¢,k) € MAX—WSAT(Ft;).

Fiir MAX-WSAT (I ) <frt WSAT(I} 4) konnen wir ebenfalls die Identitdtsabbildung

verwenden und uns vorherige Uberlegung zunutze machen.

Wir haben bereits in Definition 2.1.7 gesehen, dass die Identitdtsabbildung
in fpt-Laufzeit berechenbar ist. Damit folgt insgesamt, dass WSAT(I},) <frt
MAX-WSAT (I7,)- O]

Lemma 3.1.2 ([MM17, Lemma 2]). MIN-WSAT(I}") ist W[t]-vollstindig fiir gerades t
und d > 1.

Beweis. Wir merken an, dass ¢ € I t+d von der Form
d
o= AV -VAXD--)
Iy It I =1

fir « € It x It x --- x I; x {1,...,d} ist. Da alle Literale positiv sind, gilt fiir eine
Menge A von Variablen, die von einer Belegung J auf WAHR gesetzt werden, dass auch
jede Menge A’ D A fiir eine erfiillende Belegung verwendet werden kann. Ansonsten folgt

der Beweis der Aussage einer dhnlichen Argumentation wie in Lemma 3.1.1. O

3.2 Independent-Set

Das Problem, eine unabhingige Knotenmenge in einem Graphen zu finden, ist wie folgt
definiert.

p-Independent-Set

Eingabe: Graph G = (V,E), ke N

Parameter: &

Frage: Existiert V' C V mit |V'| > k, sodass fiir je zwei u,v € V' gilt,
dass {u,v} ¢ E?
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Folgendes Problem stellt eine Verallgemeinerung von p-Independent-Set auf Hypergra-
phen dar. Dabei bezeichnet ein Hypergraph G ein Tupel (V, E), sodass E C P(V).

Hypergraph d-Independent-Set

Eingabe: Hypergraph G = (V,E), k € N

Parameter: £k

Frage: Existiert eine Menge V' C V mit |V’/| > k, so dass fiir alle e € E
gilt, dass l[eN V'] < d?

Eine solche Menge V' nennen wir auch d-unabhingig. Fiir d = 2 und falls G ein Graph
ist, entspricht dieses Problem dem gewohnlichen p-Independent-Set. Der folgende Beweis
orientiert sich am entsprechenden Resultat aus der Arbeit von Mans und Mathieson

[MM17].

Lemma 3.2.1 ([MM17, Lemma 3]). Hypergraph d-Independent-Set ist W[1]-schwer fiir
alle d > 2.

Beweis. Wir reduzieren von MAX-WSAT (17 ) mittels der folgenden Abbildung

p: X*xN—->T*"xN
(¢, k) = (G, k)
d
fir V(G) = Var(¢) und E(G) = cl(¢). Insbesondere ist ¢ = A(\/ —;;) wegen ¢ € I .
i j=1 ’
Daher ist cl(¢) ={C; |i €I} und C; = {4;; |1 < j<d}.

Falls ¢ eine erfiillende Belegung J mit Gewicht > k hat, dann muss J mindestens eine
eine Variable pro Klausel auf FALSCH setzen, da ¢ in d-KNF ist und nur negierte Literale
enthélt. Damit sind aber héchstens d — 1 Variablen je Klausel auf WAHR gesetzt.

Sei nun V' = {z € Var(¢) | IJ(x) = 1}. Dann ist V’ eine unabhéngige Knotenmenge
fiir G, denn aufgrund der vorherigen Uberlegung wissen wir, dass |e N V’| < d fiir alle
e € cl(¢). Damit gilt

(¢, k) € MAX-WSAT(I ) = (G, k) € Hypergraph d-Independent-Set.

Umgekehrt gilt, wenn V' C Var(¢) eine d-unabhingige Knotenteilmenge ist, darf jede
Kante e € cl(¢) hochstens d — 1 Variablen enthalten. Setzen wir genau die Variablen aus

V'’ auf WAHR, erhalten wir eine erfiillende Belegung fiir ¢ mit Gewicht > k. Daher gilt
(¢, k) € MAX—WSAT(Fl_’d) <= (G, k) € Hypergraph d-Independent-Set. O

Als Korollar erhalten wir:

Korollar 3.2.2. p-Independent-Set ist W[1]-schwer.
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3 Eine Auswahl parametrisierter Probleme und ihre Schwierigkeit

Beweis. p-Independent-Set ist Hypergraph 2-Independent-Set und daher nach Lemma 3.2.1
WI[1]-schwer. O

3.3 Clique

Ein vollstindiger Graph K, ist ein Graph, in dem alle n Knoten paarweise adjazent sind.
Entsprechend kénnen wir das Problem, ob ein Graph einen vollsténdigen Teilgraphen

enthélt, wie folgt formulieren.

p-Clique

Eingabe: Graph G = (V,E), ke N

Parameter: &

Frage: Existiert V' C V mit |V'| > k, sodass fiir je zwei u,v € V' gilt,
dass {u,v} € E?

Auch hier orientieren wir uns an der Arbeit von Mans und Mathieson und betrachten

folgende Verallgemeinerung auf Hypergraphen.

Hypergraph d-Clique

Eingabe: Hypergraph G = (V,E), k € N

Parameter: £k

Frage: Gibt es V! C V mit |V'| > k, sodass fiir alle e C V' mit |e| < d
gilt, dass e € E?

Ein solches V' bezeichnen wir auch als d-Clique und fiir d = 2 auch einfach Clique.

Lemma 3.3.1 ([MM17, Lemma 4]). Hypergraph d-Clique ist W[1]-schwer fiir alle d > 2.

Beweis. Wir reduzieren wieder von MAX-WSAT (I ) via folgender Abbildung

0: X" x NI xN
(¢, k) — (G, k)

wobei V(G) = Var(¢) und E(G) = <Ldj Var(qb)z) \ cl(¢). Wir betrachten also einen
i=1

Graphen, dessen Knoten den Variablen unserer Formel entsprechen und dessen Kanten
allen moglichen Klauseln mit hochstens d Variablen entsprechen, die gerade nicht in ¢
vorkommen.

Falls ¢ eine erfiillende Belegung J mit Gewicht > k hat, dann enthélt ¢ keine Klausel,
die vollstéindig aus Variablen besteht, die von J auf WAHR gesetzt werden. Damit sind
aber alle solche Klauseln in F(G) enthalten. Die Menge V' = {x € Var(¢) | I(z) = 1} ist

22



3.3 Clique

also eine d-Clique der GroBe |V'| > k. Es gilt daher
(¢. k) € MAX-WSAT(I'T ;) = (G, k) € Hypergraph d-Clique.

Falls umgekehrt G eine d-Clique V' der Grofie |[V'| > k hat, dann koénnen wir die
Variablen aus V’ auf WAHR setzen und erhalten damit eine Belegung J mit Gewicht < k.
Vor allem ist J eine erfiillende Belegung, da fiir alle Klauseln C' ¢ V' und damit in jeder
Klausel Variablen bleiben, die von J auf FALSCH gesetzt werden. Jede Klausel wird also
erfiillt. Und damit gilt insgesamt

(¢, k) € MAX-WSAT (I ;) <= (G, k) € Hypergraph d-Clique. O
Korollar 3.3.2. p-Clique ist W[1]-schwer.

Beweis. p-Clique ist Hypergraph 2-Clique und daher nach auch W[1]-schwer.
O

Insbesondere sieht man fiir d = 2 die Beziehung zwischen p-Independent-Set und p-Clique,
wie sie auch in den Beweisen zu und genutzt wurde, und
zwar, dass eine Clique eine unabhingige Knotenmenge im komplementidren Graph ist.
Diesen Sachverhalt und insbesondere die dazugehorige Reduktion halten wir noch einmal

gesondert fest, um uns spéter darauf zu beziehen.
Lemma 3.3.3. p-Independent-Set =/7* p-Clique.

Beweis. Wir definieren fiir einen Graphen G = (V, E) den komplementiren Graph als

G = (V,V x V'\ E). Damit kénnen wir folgende Abbildung als fpt-Reduktion angeben.

p: X" xN—= X" xN
(G, k) = (G, k)

Falls (G,k) € p-Independent-Set, dann sind keine v,w € S iiber eine Kante in G
verbunden. Dann befinden sich jedoch alle Kanten, die je zwei Knoten v, w € S verbinden,
in G, womit S eine Clique fiir G ist und (G, k) € p-Clique.

Da die verwendeten Argumente symmetrisch sind, erhalten wir zum einen, dass
p-Independent-Set <* p-Clique, aber auch insgesamt p-Clique =7* p-Independent-Set,
indem wir ¢ auf Instanzen fiir p-Clique anwenden und dieselbe Argumentation verwen-
den. O

Es sei auflerdem angemerkt, dass p-Independent-Set und p-Clique sogar W([1]-vollstindig
sind, da wir die Mitgliedschaft von p-Clique in W([1] iiber die weighted fagin definability
erhalten [FGOG, Beispiel 4.39]. Die WI1]-Schwere von p-Clique erhilt man iiber eine
mehrschrittige Reduktion von p-MC(X;), einer Variante des Problems der Modellpriifung
fiir Formeln mit einem Existenzquantor [FG06, Lemma 6.11, 6.13, 6.14].
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3.4 Dominating-Set

In einem Graphen G = (V, F) nennen wir eine Teilmenge von Knoten V' C V' dominierend,
falls jeder Knoten v € V' entweder bereits in V' enthalten oder adjazent zu einem Knoten
u € V' ist. Das parametrisierte Problem, in einem Graphen eine solche dominierende

Menge zu finden, bezeichnen wir mit p-Dominating-Set und definieren es wie folgt.

p-Dominating-Set

Eingabe: Graph G = (V,E), ke N

Parameter: k

Frage: Existiert eine dominierende Menge V' C V mit |V/| < k?

Fiir den Beweis des folgenden Resultates haben wir die Reduktionen aus Theorem
7.14. und Beispiel 2.7. im Buch von Flum und Grohe [FGO06] genutzt und iiber die
Transitivitdt von fpt-Reduktionen zusammengefasst, um den Zwischenschritt {iber das

Problem Hitting-Set zu iiberspringen, das wir nicht betrachten.
Lemma 3.4.1. p-Dominating-Set </’ MIN-WSAT (I}

Beweis. Sei also zunéchst (G, k) eine Instanz von p-Dominating-Set. Wir konstruieren eine
KNF-Formel ¢, indem wir die Knoten von G als Variablen verwenden. Dann ist ¢ wie

folgt aufgebaut, wobei N[v| die geschlossene Nachbarschaft des Knotens v bezeichne.

o=\ V

veV ueN[v]

Wir haben also fiir jeden Knoten v eine Klausel, die Variablen fiir alle adjazenten Knoten
und v selbst enthélt.
Wir behaupten, dass folgende Abbildung ¢ eine fpt-Reduktion ist.

p: XX N—=>TI"xN
(G, k) = (¢,k)

Die Abbildung ¢ ist in Laufzeit O(]V(G)|?) berechenbar, da wir fiir jede Nachbarschaft
eines Knotens v die entsprechende Klausel ausgeben miissen und dies nacheinander machen
konnen.

Falls nun G eine dominierende Knotenmenge V' mit hochstens & Knoten hat, dann
gibt es fiir jeden Knoten v, der nicht bereits in V' enthalten ist, einen adjazenten Knoten
w € V'. Damit ist aber in jeder Menge N|[v] ein solcher Knoten u enthalten.

Setzen wir also jede Variable in ¢, die mit einem Knoten aus V' korrespondiert, auf
WAHR, dann erhalten wir eine erfiillende Belegung mit Gewicht hochstens k fiir ¢, da
wir mindestens eine Variable pro Klausel und insgesamt hochstens k Variablen auf WAHR

setzen.
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3.4 Dominating-Set

Umgekehrt gilt ebenfalls, falls ¢ eine erfiillende Belegung mit Gewicht von héchstens k
hat, dann bildet die Menge V' = {v € V | J(v) = 1} eine dominierende Knotenmenge
von G mit hochstens k Knoten. O

Lemma 3.4.2. p-Dominating-Set ist W[2]-vollstindig.

Beweis. Es fehlt noch MIN—WSAT(F{I) <Pt p-Dominating-Set. Sei ¢ eine aussagenlogische

Formel in KNF, die nur positive Literale enthilt, also ¢ = A C; und C; = \/ ¢;;. Wir
iel Jj€d;i
gehen aulerdem o.B.d. A. davon aus, dass ¢ keine leeren Klauseln enthélt. Ansonsten

konnen wir solche Klauseln weglassen.
Wir konstruieren fiir ¢ einen Graphen G wie folgt. Wir setzen V(G) = Var(¢) U cl(¢)
und £ = E1 U Es, wobei

E, = {{z, C;} | C; € cl(¢),zr, € C; } und
By = {{xj, 2} | i, x5 € Var(¢),i # j }.

Wir verbinden im resultierenden Graphen also den Knoten einer Variable « und einer
Klausel C, falls = in C enthalten ist. Und auflerdem verbinden wir die Knoten aller
Variablen untereinander, ohne dabei einen Knoten mit sich selbst zu verbinden.

Wir behaupten, dass die Abbildung ¢ eine fpt-Reduktion ist.

0: X*xN—=TIT*"xN
(¢, k) — (G, k)

Die Menge V(G) kann in Zeit O(|¢|) berechnet werden, da ¢ nur einmal gelesen und
dabei jede Variable und jede Klausel als Knoten ausgegeben werden muss. Die Berechnung
von V(G) kann mit der Berechnung von E; verbunden werden und da |Var(¢)| < |¢|, kann
E5 ebenfalls in Zeit O(|¢|?) berechnet werden.

Es sei zunéchst J eine erfiillende Belegung fiir ¢ mit Gewicht héchstens k und A C Var(¢)
die Menge der Variablen, die von J auf WAHR gesetzt werden. Da ¢ nur positive Literale
enthélt, muss jede Klausel mindestens eine Variable aus A enthalten. Dementsprechend
ist in G jeder Klauselknoten zu einem Knoten einer Variable aus A adjazent.

Und weil alle Variablen untereinander verbunden sind, ist auch jeder Variablenknoten
entweder bereits in A oder zu einem Knoten in A adjazent. Damit ist A also auch eine
dominierende Knotenmenge von GG mit htchstens k£ Knoten.

Sei nun umgekehrt (G, k) € p-Dominating-Set und A eine entsprechende dominierende
Knotenmenge in G. Falls A C Var(¢), dann kénnen wir die Variablen aus A auf WAHR
setzen und erhalten somit eine erfiillende Belegung J fiir ¢ mit Gewicht hochstens k, da
jeder Knoten in G zu mindestens einem Knoten in A adjazent ist. Damit ist aber auch
jeder Knoten einer Klausel mit einem Knoten in A verbunden. Jede Klausel enthélt also
eine Variable, die durch J auf WAHR gesetzt wird.
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3 Eine Auswahl parametrisierter Probleme und ihre Schwierigkeit

Ansonsten kann A auch Knoten enthalten, die mit Klauseln aus ¢ korrespondieren, also
AnNcl(gp) # 0. Wir behaupten, dass fiir eine solche Menge A eine weitere dominierende
Knotenmenge A’ C Var(¢) existiert.

Wir stellen zunéchst fest, dass eine Klausel C in G nur Kanten zu Variablen v hat, es
sind also keine zwei Klauseln untereinander verbunden. Auflerdem sind alle Variablen in
G untereinander verbunden.

Daher erhalten wir A’, indem wir jeden Knoten fiir eine Klausel C' in A durch einen
Knoten ersetzen, der mit einer Variable x € C korrespondiert. Falls jedoch C' C A, dann
koénnen wir stattdessen irgendeinen anderen Knoten hinzufiigen. Auf A’ kénnen wir die
vorherige Arugmentation anwenden.

Insgesamt erhalten wir, dass genau dann (G,k) € p-Dominating-Set, wenn
(¢, k) € MIN-WSAT (1), und daher MIN-WSAT (I57) <fPt p-Dominating-Set. Zusammen
mit Lemma 3.4.1 ist p-Dominating-Set also W[2]-vollsténdig ist. O

3.5 Vertex-Cover

Wir erinnern uns zunéchst an die Definition von p-Vertex-Cover aus Abschnitt 2.1.

p-Vertex-Cover

Eingabe: Graph G = (V,E), ke N

Parameter: £k

Frage: Existiert ein U C V der Groe < k, sodass fiir alle {v,u} € E gilt,
dass v € U oder uw € U?

Die parametrisierte Variante von Vertex-Cover ist in der parametrisierten Komple-
xitatstheorie sehr ausfiihrlich erforscht worden, wobei die Laufzeit entsprechender Algo-
rithmen stetig verbessert wurde. So betrigt die beste bekannte asymptotische Laufzeit
O(1.2783F + kn) nach Chen, Kanj und Xia [CKX06].

Als prominentes Beispiel fiir einen fpt-Algorithmus betrachten wir Buss’ Kernelization
genauer. Der wesentliche Gedanke hinter diesem Algorithmus ist die Eigenschaft von
Problemen in FPT, eine sogenannte Kernelization zu besitzen [DF13, Proposition 4.7.1].
Damit ist gemeint, fiir ein prametrisiertes Problem eine gegebene Instanz auf eine kleinere
Instanz desselben Problems zuriickfithren zu kénnen.

Zunéchst sprechen wir folgende Beobachtungen an, die uns eine solche Kernelization fiir
p-Vertex-Cover ermdoglichen, entnommen aus dem Buch von Downey und Fellows [DF99,
Theorem 3.10].

Lemma 3.5.1. Sei G = (V, E) ein Graph und v; € V mit deg(v;) > k. Es ist genau dann
(G, k) € p-Vertex-Cover, wenn (G ov; ,k — 1) € p-Vertex-Cover.

7 )

Beweis. Falls G eine Knoteniiberdeckung U C V der Gréfle k besitzt, dann muss v in U

enthalten sein. Wire v ¢ U, dann miissten alle Nachbarn von v in U enthalten sein, um
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die inzidenten Kanten abzudecken. Wegen deg(v) > k wire dann aber |U| > k, was jedoch
im Widerspruch zu |V’| = k steht.

Insbesondere ist U \ {v} eine Knoteniiberdeckung fiir G' o v; . Wir kénnen also v aus
G entfernen und in G ov; nach einer Knoteniiberdeckung der Gréfle & — 1 suchen. Falls
eine solche Knoteniiberdeckung existiert, dann kénnen wir v hinzufiigen und erhalten eine
Uberdeckung der GroBe k fiir G. O

Lemma 3.5.2. Sei G = (V, E) ein Graph, v; € V mit deg(v;) = 0. (G, k) ist genau dann
in p-Vertex-Cover, wenn (G ov; ,k) € p-Vertex-Cover.
Beweis. Der Knoten v; tragt nicht zur Knoteniiberdeckung bei. Wir koénnen ihn daher

problemlos aus der Betrachtung entfernen. O

Bemerkung 3.5.3. Man kann diese Beobachtungen auch als fpt-Reduktionen zwischen
Instanzen von p-Vertex-Cover auffassen, bei der die Grofle und der Parameter der

urspriinglichen Instanz verringert wird [DF13, Definition 4.7.1].

Lemma 3.5.4. Sei G = (V, E) ein Graph mit deg(v) < k fir alle v € V. (G, k) ist genau
dann in p-Vertex-Cover, wenn |V| < k(k +1).

Beweis. Wir gehen o.B.d. A. davon aus, dass G keine Knoten mit deg(v) = 0 hat, da
Knoten ohne inzidente Kanten fiir eine Knoteniiberdeckung nicht relevant sind und wir
sie problemlos 16schen kénnen.

Falls also G eine Uberdeckung der Gréfe k besitzt, kénnen wir wegen deg(v) < k mit
einem Knoten hochstens & Kanten abdecken. Mit & Knoten kénnen wir entsprechend k2
Kanten abdecken. Daher kann es also hochstens k% + k = k(k + 1) Knoten geben. O

Bevor wir uns mit der tatsichlichen Kernelization nach Buss befassen, betrachten
wir zunéchst das Verfahren der bounded search trees. Die Idee dabei ist, alle moglichen
Knotenteilmengen eines Graphen nach einer Knoteniiberdeckung zu durchsuchen. Da wir
uns nur fiir Losungen der Gréfle < k interessieren, ist die Tiefe dieses Baumes durch &
beschrankt.

Ein Algorithmus nach diesem Prinzip erreicht nicht ganz die Effizienz, die wir uns
wiinschen. Wir koénnen ihn jedoch als Hilfsmittel fiir unser abschliefendes Resultat
benutzen. Folgendes Resultat haben wir aus dem Buch von Downey und Fellows [DF13]
und den dazugehorigen Algorithmus mit Laufzeitbetrachtung aus dem Buch von Flum
und Grohe [FG06, Theorem 1.17, Algorithmus 1.4] entnommen.

Lemma 3.5.5 ([DF13, Theorem 3.2.1]). p-Vertex-Cover ist in Zeit O(2F - |V (G)|) losbar.

Beweis. Folgender Algorithmus berechnet eine Knoteniiberdeckung der Grofle k.
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Prozedur SEARCH-VC(G = (V,E),ke N, X CV)
1: if E =0 then return X
2: else if k£ = 0 then return ()

3. else
4: Wsahle e € FE
U+

5
6 for v; € e do

7: U < SEARCH-VC(Gov; ,k—1,X U{v})
8
9

if U # () then return U

return ()

Wir konstruieren einen Bindrbaum der Tiefe k, indem wir die Wurzel mit (0, G)

markieren.

Die restlichen Knoten des Baumes markieren wir mit (U, H), wobei U die Knoten
aus G enthilt, die in einer potentiellen Knoteniiberdeckung enthalten sind, und H den

Teilgraphen von G darstellt, dessen Kanten wir noch abdecken miissen.

Die Nachfolger eines Knoten erhalten wir, indem wir eine Kante (v,u) € FE(H)
auswithlen, zum Beispiel iiber die lexikografisch kleinste Kante. In einer Uberdeckung
von H muss entweder v oder u enthalten sein. Die beiden Nachfolger von (U, H) sind also
(UU{vi}t, Howv; ) und (UU{v}, Howvy).

Insbesondere gilt, dass in Tiefe ¢ des Bindrbaumes |U| = ¢. Falls wir also in Tiefe < k
einen Knoten (U, H) mit F(H) = () finden, dann ist U eine Knoteniiberdeckung von G.

Die Laufzeit des Algorithmus erhédlt man aus folgender induktiver Betrachtung. Wir
bezeichnen mit 7'(k,n) die maximale Laufzeit von SEARCH-VC(G, k, X). Dann gilt fiir
k,c € Nund n = |V(G)| der folgende Zusammenhang.

T(0,n) =c 3.1
Tk,n)=2-T(k—1,n)4+cn (3.2)
Der Term 2 - T'(k — 1,n) bezieht sich dabei auf die rekursiven Aufrufe in Wir

behaupten, dass wir T'(k,n) fir alle £ > 0 wie folgt abschétzen kénnen.

T(k,n) < (2P —1)-en

Fiir unseren Induktionsanfang k = 0 gilt T(0,n) = c < cn =(2—1)-cn. Fir k > 0
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erhalten wir

T(k,n)=2-T(k—1,n)+cn
<2-(2"-1)-en+en
=(2-2"-1)+1)-en

=@M —1).-en
Da (28! —1) - c-n < 2¢-2F . n, bendtigt SEARCH-VC(G, k, X) eine Laufzeit von
O(2F - n). O

Satz 3.5.6 ([DF99, Korollar 3.11]). p-Vertex-Cover ist losbar in Zeit O(|V |+ |E|+2F-k2).

Beweis. Sei (G,k) eine Instanz fiir p-Vertex-Cover. Wir nutzen die vorherigen
Uberlegungen, um (G,k) zuniichst zu verkleinern. Der dazugehorige Algorithmus

setzt die Beobachtungen aus den Lemmata 3.5.1 bis 3.5.4 wie im Folgenden um.

1. Wir suchen zunéchst alle Knoten v mit deg(v) > k und l6schen sie, da solche Knoten

fiir eine Knotenberdeckung der Grofie k£ bendtigt werden. Die Menge dieser Knoten

bezeichnen wir mit V(5.

2. Wir reduzieren k um die Anzahl der Knoten, die wir gerade geléscht haben, also in

jeder Knoteniiberdeckung der Grofle < k enthalten sein miissen.

3. Wir loschen auflerdem alle Knoten v mit deg(v) = 0, denn diese werden fiir eine
Knoteniiberdeckung nicht benotigt. Die Menge dieser Knoten bezeichnen wir mit
1408

G hat keine Knoteniiberdeckung der Grofle k, falls

a) |VER| > k, da wir dann zu viele Knoten fiir eine Uberdeckung benétigen.

b) [V \ (VER U vO) > k(K + 1), denn nach Lemma 3.5.4 hat G’ keine Kno-
teniiberdeckung der Gréfie &/ und nach Lemmata 3.5.1 und 3.5.2 hat G ebenfalls

keine Knoteniiberdeckung der Grofie k.

Im Folgenden bezeichne G~ dabei einen Graphen, der keine Knoteniiberdeckung der
Grofle k < 1 besitzt. Folgender Graph erfiillt diese Bedingung.

c: —@ O6—@
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3 Eine Auswahl parametrisierter Probleme und ihre Schwierigkeit

um die Knoten aus V> ergiinzen, um eine Knoteniiberdeckung der GroBe k fiir G zu

Prozedur REDUCE(G = (V, E),k € N)

// Schritt 1

: VOB « {y eV |deg(v) >k}
Ve« V\VCR E E\VEE x &k

// Abbruchbedingung a)

. if [V(>®)| > k then return (G, 1)

// Schritt 2

DK k- |[VOR)

// Schritt 3

VO {veV|{vu} € E,deg(u) =0}
Ve« V\VO

// Abbruchbedingung b)

. if |V| > k(k + 1) then return (G, 1)
: return (G', k')

> O(|E|)
> O(|V] + [ E])

SchlieBlich kénnen wir in G’ nach einer Uberdeckung der GroBe k' suchen und dann

erhalten. In diesem speziellen Fall nutzen wir dazu SEARCH-VC aus Lemma 3.5.5.

Die Berechnung von (G’, k') ist méglich in O(|V| + |E|) und da G’ héchstens k(k + 1)

Knoten hat, benétigt SEARCH-VC eine Laufzeit von O(2% - (k%2 + k)) = O(2F - k?).

die Komplexitéit von incr-Vertex-Cover zu treffen.

der Komplexitiit der betrachteten Probleme zusammen. Wir beschrinken die Ubersicht

dabei auf die bisherigen Probleme der W-Hierarchie, da diese im weiteren Verlauf von

Interesse sind.

30

Insbesondere konnen wir diesen Algorithmus nutzen, um in Kapitel 4 Aussagen iiber

Abschlieend fassen wir in Abbildung 3.1 die Ergebnisse aus diesem Kapitel beziiglich



3.5 Vertex-Cover

WSAT(CIRC)
MIN-WSAT (T ) <
MAX-WSAT (T, )
)

MIN-WSAT(T'; 4

Hypergraph d-Clique <
p-Independent-Set <
p-Clique <
p-Vertex-Cover <

JVE SIS ® C bedeutet, dass L C-vollstindig beziiglich fpt-Reduktionen ist
J 70 TTSIIPTPRIRR & C bedeutet, dass L C-schwer beziiglich fpt-Reduktionen ist

Abbildung (3.1): Ubersicht der Vollstindigkeits- und Schwereresultate
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller
Probleme

Da es sich bei inkrementellen Problemen nur um spezielle parametrisierte Probleme han-
delt, konnen wir diese ebenso mit den Mitteln der parametrisierten Komplexitéatstheorie
betrachten.

Wir wollen jedoch keine erschépfende Rundschau iiber die Komplexitéit inkrementeller
Probleme geben, sondern einige Phinomene beziiglich der Komplexitdt beleuchten, die
beim Ubergang von statischen Problemen auf ihre inkrementelle Variante auftreten.
Von besonderem Interesse ist auch die Auswirkung der erlaubten Anderungen auf die
Komplexitét.

Die meisten Resultate aus diesem Kapitel stammen aus der Arbeit von Mans und
Mathieson [MM17] und werden hier in ausfiihrlicherer Form présentiert. Fiir Mitglied-
schaftsresultate in FPT werden zuniichst die Uberlegungen zu den Auswirkungen der
Anderungen an einer Instanz in einem eigenen Lemma gebracht und dann in einem

fpt-Algorithmus umgesetzt.

4.1 incr-Clique

Auf den ersten Blick stehen einem inkrementellen Algorithmus mehr Informationen zur
Verfiigung als im statischen Fall. Die Vermutung liegt nahe, dass ein Problem dadurch

einfacher wird. Im Fall von incr-Clique wird dies auch tatséchlich bestétigt.

incr-Clique(A)

Eingabe: Graph G = (V, E), k € N, eine Menge von Anderungen § C A,
S ein Zeuge fiir (G, k) € p-Clique

Parameter: &+ |J]

Frage: Existiert V! C V(G o §) mit |V'| > k — |d|, sodass fiir je zwei
u,v € V' gilt, dass {u,v} € E(G0§)?

Zunichst betrachten wir die Auswirkungen von Anderungen an einem Graphen auf

mogliche Cliquen.

Lemma 4.1.1 ([MM17, Lemma 5]). Fir einen Graphen G = (V,E) und § C A hat God
eine Clique der Grifie > k — |0, falls G eine Clique der Grifle > k hat.
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

Beweis. Sei S C V die Knotenteilmenge mit |S| > k, die einen vollstédndigen Teilgraphen
induziert. Wir beweisen die Aussage via Induktion iiber [d]|.

Fiir den Induktionsanfang betachten wir |§] = 1.

0 =wv; : Es gilt, dass |S| > k — 1, denn

|S] ,falls v; ¢ S

[Sov | =[5\ {vi}] = '
S| —1 ,fallsv; € S

Insbesondere bleibt S\ {v;} eine Clique der Grofie < k —1, da alle Knoten weiterhin

paarweise untereinander verbunden sind.

6= % Falls 0.B.d. A. v; € S und v; ¢ S, also nur einer der inzidenten Knoten in S ist,

dann andert sich S nicht.

Falls v;,v; € S, dann sind nach Entfernen der Kante {v;,v;} € E die beiden
Knoten zwar nicht mehr untereinander, aber dafiir immer noch mit allen Knoten
v € S\ {vi,v;} der restlichen Knotenteilmenge verbunden. Wir erhalten damit also
zwei neue Knotenmengen S’ = S\ {v;} und S” = S\ {v;}, die ihrerseits einen

vollstandigen Teilgraphen der Grofle > k& — 1 induzieren.

Fiir die Félle 6 = e i und § = v+ bemerken wir, dass solche Operationen die Grofie von

S nicht verringern kénnen.

Beim Induktionsschritt |§] = |§] + 1 konnen wir ¢’ = § o w zerlegen. Nach Induktions-
vorraussetzung hat G o J eine Clique mit hochstens & — |§| Knoten, also hat G o § o w eine
Clique mit hochstens k — |§] — 1 Knoten. O

Beispiel. Wir betrachten den Ky, also den vollstéindigen Graphen mit vier Knoten. Es ist
klar, dass (K4,4) € p-Clique.
Loschen wir nun beispielsweise die Kante e = {3, 4}, so ist G = Kjoeg, kein vollsténdiger

Graph mehr, da ja gerade diese Kante e fehlt.

o
020 ) W ®» O
(a) Ky (

b) G=Kyoeg, c¢) Mogliche Cliquen der Gréfle 3 in G

Abbildung (4.1): Beispiel zum Loschen einer Kante und der Cliquen im resultierenden
Graphen.

G enthéilt jedoch weiterhin zwei Cliquen (Dreiecke) mit drei Knoten, indem wir entweder
den Knoten 3 oder den Knoten 4 in eine Clique aufnehmen, wie in Abbildung 4.1 dargestellt
ist.

Auf jeden Fall finden wir in G Cliquen der Grofle 3, da K4 eine Clique der Grofle 4
enthalt.
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4.2 incr-Independent-Set

Wir kénnen nun die Uberlegungen aus dem vorherigen Lemma benutzen, um incr-Clique

zu entscheiden und die Informationen im Zeugen zu aktualisieren.
Satz 4.1.2 ([MM17, Lemma 5)). incr-Clique(v*t, e*) € FPT.

Beweis. Mit unseren Uberlegungen aus folgt, falls (G, k) € p-Clique, dann
ist (G o4,k —|6]) € p-Clique fiir eine Menge von Anderungen d. Daraus folgt jedoch auch
(G, k,0,8) € incr-Clique fiir ein S C V(G), sodass S einen vollstéindigen Teilgraphen von
G induziert.

Folgender Algorithmus entscheidet incr-Clique.

Eingabe: G = (V,E), ke N,0 C A, S

1g fOI‘ w € 6 dO > C)(\(H)
2: switch w do

& case w =v; : S« 5\ {vi} > O(|V))
4: casew:ei_j:

5 if v; € S and v; € S then S «+ S\ {v;} > O(|V])

6: return ja

Die Laufzeit dieses Algorithmus betragt dann:
Fll+10) - 1GI°W + 1613 - O(|V]) € f(k + 3] - (1GI°D - O(]V]))
Also lduft unser Algorithmus in fpt-Laufzeit. O

An diesem konkreten Beispiel wird deutlich, warum wir inkrementelle Probleme als
Promise-Probleme betrachten. Es wird ndmlich nicht tiberpriift, ob S auch tatséchlich
sinnvoll aufgebaut ist, sondern vorrausgesetzt, dass S korrekt ist und direkt damit
gearbeitet. Wegen muss dieser Algorithmus nur die Anderungen verarbeiten
und kann dann akzeptieren.

In diesem Fall kann S sogar gepriift werden, da das klassische Problem Clique
NP-vollstéindig ist und eine Losung deshalb effizient iiberpriift werden kann.

AuBlerdem sehen wir am entsprechenden Algorithmus, dass ein Grofteil der Laufzeit
darauf verwendet wird, die Informationen im Zeugen zu aktualisieren. Dies ist eine
Gemeinsamkeit vieler effizient 16sbarer Probleme, da die Frage, ob eine verdnderte Instanz
auch weiterhin eine Ja-Instanz ist, durch vorherige Argumentation sehr leicht zu 16sen
ist. Es muss dann nur noch der urspriingliche Zeuge angepasst werden, um einen giiltigen

Zeugen fiir die neue Instanz zu erhalten.

4.2 incr-Independent-Set

So wie wir zuvor in den Zusammenhang zwischen p-Independent-Set

und p-Clique gesehen haben, kénnen wir eine dhnliche Beziehung auch zwischen den
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

jeweiligen inkrementellen Varianten herstellen. Dabei ist die inkrementelle Version von

p-Independent-Set wie folgt definiert.

incr-Independent-Set(A)

Eingabe: Graph G = (V, E), k € N, eine Menge von Anderungen § C A,
S ein Zeuge fiir (G, k) € p-Independent-Set

Parameter: £k + |J]

Frage: Existiert V! C V(G o §) mit |V'| > k — |d|, sodass fiir je zwei
u,v € V' gilt, dass {u,v} ¢ E(G06)?

Korollar 4.2.1 ([MM17, Korollar 2]). incr-Independent-Set(v*, e*) € FPT

Beweis. Wir zeigen, dass incr-Independent-Set(v*, et) <! incr-Clique(v*, e*) via folgen-
der Abbildung

P: XX N—-T*xN
(G,k,6,9) — (G, k,8,5)

wobei ¢’ aus § hervorgeht, indem das Loschen und Hinzufiigen von Kanten vertauscht
wird.

Dann gilt ndmlich:

(G, k,9,S) € incr-Independent-Set <= (G o6,k — |0]) € p-Independent-Set (4.1)
<= (God,k—|d]) € p-Clique (4.2)
< (G,k,8,8)  €incr-Clique (4.3)

Die Aquivalenzen in 4.1 und 4.3 gelten wegen der Definition der jeweiligen inkrementellen
Probleme und 4.2 gilt wegen Lemma 3.3.3. Und da nach Satz 4.1.2 incr-Clique € FPT, ist
incr-Independent-Set ebenfalls in FPT. O

Nachdem wir fiir die inkrementellen Versionen von p-Independent-Set und p-Clique
Mitgliedschaft in FPT feststellen konnten, stellt sich die Frage, ob sich die Verallgemeine-
rung auf Hypergraphen dhnlich verhélt. Definiert sind die inkrementellen Varianten von

Hypergraph d-Independent-Set und Hypergraph d-Clique wie im Folgenden.

incr-Hypergraph d-Clique(A)

Eingabe: Hypergraph G = (V, E), k € N, eine Menge von Anderungen
0 C A, S ein Zeuge fiir (G, k) € Hypergraph d-Clique

Parameter: &+ [d]

Frage: Gibt es V! C V(G0 §) mit |V'| > k— 4], sodass fiir alle e C V' mit
le|] < d gilt, dass e € E?
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4.3 incr-WSAT

incr-Hypergraph d-Independent-Set(A)
Eingabe: Hypergraph G = (V, E), k € N, eine Menge von Anderungen
0 C A, S ein Zeuge fiir (G, k) € Hypergraph d-Independent-Set
Parameter: &+ |J]
Frage: Existiert eine Menge V' C V(G 0 §) mit |V’/| > k — |d], so dass fiir
alle e € E(G 0 0) gilt, dass [enNV’| < d?

Die Situation stellt sich leider als nicht so leicht dar. Dafiir ben6tigen wir noch Resultate
beziiglich inkrementeller Varianten der gewichteten Erfiillbarkeitsprobleme, die wir nun im

Folgenden betrachten wollen.

4.3 incr-WSAT

Die inkrementellen Versionen der Varianten von WSAT sind wie folgt definiert.

incr-MAX-WSAT (®, A)

Eingabe: Eine Formel ¢ € &, k € N, eine Menge von Anderungen 6§ C A,
Zeuge S fiir (¢, k) € MAX-WSAT(P)

Parameter: &+ [{]

Frage: Hat ¢ o ¢ eine erfiillende Belegung mit Gewicht > k — [§|?

incr-MIN-WSAT (P, A)

Eingabe: Eine Formel ¢ € &, k € N, eine Menge von Anderungen § C A,
Zeuge S fiir (¢, k) € MIN-WSAT ()

Parameter: &+ [{]

Frage: Hat ¢ o ¢ eine erfiillende Belegung mit Gewicht < k + |§|?

Eine effizient losbare Variante dieser Probleme erhalten wir zunéchst aus dem Zusam-
menhang zwischen p-Independent-Set und MAX-WSAT (17 ,).

Korollar 4.3.1 ([MM17, Korollar 3]). incr-MAX-WSAT (I ,,var~,cl™) € FPT.

Beweis. Wir koénnen die Abbildung ¢ aus Lemma 3.2.1 nutzen und miissen nur die

zusétzlichen Eingabeparameter beriicksichtigen. Zur Erinnerung, ¢ ist definiert als

p: X" xN—=>T*"xN
(¢, k) = (G, k)
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

fir V(G) = Var(¢) und E(G) = cl(¢). Insbesondere ist ¢ hier eine Formel in 2-KNF, die
nur negierte Literale enthilt, also ¢ = A(—4i1 V —4;2).

Wir zeigen also incr-MAX-WSAT ('] 5, var~,cl™) <Pt incr-Independent-Set anhand der
Abbildung

P XFXNXxP(A) x{0,1}* - I xNxP(A) x{0,1}*
(¢, k,0,5) — (G, k, 48, S),

wobei wir die Anderungen &’ der neuen Instanz folgendermafien erhalten

, v, falls w; = var;

e; - fallsw; = cl{_xi’xj}

Insgesamt ergibt sich, dass

(¢, k,9,S) € incr-MAX-WSAT (I 5, var™, cl™)

> (¢obk—|5)) € MAX-WSAT(I},)

<= (God k—|d|) € p-Independent-Set (4.4)
— (G,k,¥,9) € incr-Independent-Set.

Fiir 4.4 nutzen wir ¢, da wir Instanzen fiir das statische MAX-WSAT(I'[,) auf

p-Independent-Set reduzieren konnen. ]

Bei diesem Resultat handelt es sich jedoch um einen Spezialfall. Im Allgemeinen bleiben

die inkrementellen Versionen der WSAT-Varianten nur unter folgender Bedingung einfach.

Lemma 4.3.2 ([MM17, Lemma 8]). incr-{MAX, MIN}-WSAT (®,cl™) € FPT

Beweis. Falls ¢ € @ durch eine Belegung J erfiillt wird, dann wird auch jede Teilformel
¢', die durch Loschen von Klauseln aus ¢ hervorgeht, von J erfiillt [MM17]. O

Die Schwierigkeit, das Loschen von Variablen zu behandeln, wollen wir an folgendem

Beispiel verdeutlichen.

Beispiel. Wir betrachten folgende Formel in 3-KNF als Instanz von MAX-WSAT (I ;) mit
k= 3.
O = (—x1 VxgVoxs) A (mxy V oz Vo oxg) A (mx V oxg Vo)

Fiir diese Formel erhalten wir eine erfiillende Belegung J mit Gewicht 4 > k, indem wir
die Variablen xo, ..., x5 auf WAHR setzen.

Loschen wir jedoch die Variable 1, erhalten wir folgende Formel ¢'.

¢ = (mwg V —xg) A (mwa V —wg) A (mz2 V —xs)
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4.3 incr-WSAT

Auch wenn J weiterhin eine Belegung fiir ¢’ mit Gewicht > 2 = 3 — 1 ist, so ist sie doch
keine erfiillende Belegung mehr. Die Informationen aus J kénnen auch nicht ohne Weiteres
wiederverwenden, da aus algorithmischer Sicht nicht offensichtlich ist, welche Variablen

nun auf FALSCH gesetzt werden miissen, um eine erfiillende Belegung zu erhalten.

Die entsprechenden Beweise der folgenden Resultate haben wir wegen der verwendeten

Konstruktion aus dem Artikel von Mans und Mathieson entnommen [MM17].

Lemma 4.3.3 ([MMI17, Lemma 9]). Fir d > 2 ist incr-MAX-WSAT (I ;,var™)
WI[1]-vollstindig.

Beweis. Zunéchst zeigen wir MAX-WSAT (I, ) <frt incr-MAX-WSAT (I 4, var™). Sei
(¢,k) eine Instanz von MAX-WSAT(I'1, ;) und y eine neue Variable, die nicht in
¢ enthalten ist. Auflerdem konnen wir annehmen, dass £ < Var(¢) ist, da sonst
(¢, k) ¢ MAX-WSAT(I; ;) und wir in diesem Fall auf eine triviale Instanz abbilden
konnen.

Sonst konstruieren wir eine neue Formel ¢/, indem wir y jeder Klausel hinzufiigen. Ist
d—1 d—1
alsop= A\ V -\ ,dannist ¢/ = A | 'V =\i; V -y .
iel j=1 il \Jj=1
Nun sehen wir, dass ¢’ durch eine Belegung 7’ erfiillt wird, die jede Variable x € Var(¢)
auf WAHR und y auf FALSCH setzt, denn y ist in jeder Klausel von ¢’ enthalten. Setzen

wir die Anderungen § = {var, }, dann erhalten wir mit der Abbildung

P X*x N—= I XN x Pvar™) x {0,1}"
(¢,k) = (¢, k+1,6,7),

eine fpt-Reduktion.

Falls (¢, k) € MAX-WSAT(I'; ), dann hat ¢ eine erfiillende Belegung J mit einem
Gewicht von mindestens k. Und da y ¢ Var(¢), kann eine solche Belegung y nicht enthalten.
Durch das Loschen der Variable y dndert sich das Gewicht von J also nicht.

Daher ist J auch eine erfiillende Belegung von ¢/ 0 6 = ¢ mit Gewicht k + 1 — |§] = k,
also

(¢ k+1,6,7) ¢ incr—I\/IAX—WSAT(Ff’d,var_).

Umgekehrt gilt ebenfalls, wenn (¢, k +1,4,3') € incr-MAX-WSAT(I] 4, var™), dann ist
(¢/00,k+1—|8]) = (¢, k) € MAX-WSAT(I ;). Da ¢’ jedoch eine Formel mit d Variablen je
Klausel ist und ¢ aus ¢’ durch das Loschen der Variable y hervorgeht, die in jeder Klausel
von ¢ und sonst nicht in ¢ enthalten ist, ist insbesondere (¢, k) € MAX-WSAT (I, ;).

Daher folgt zusammen mit Lemma 2.3.4
MAX-WSAT (I, ,) =" incr-MAX-WSAT (I}, var™). O
Aus diesem Resultat folgt auch die Schwierigkeit der inkrementellen Hypergraphproble-

me.
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

Korollar 4.3.4 ([MM17, Korollar 4]). incr-Hypergraph d-Independent-Set(v™) ist fird > 2
WI1]-schwer.

Beweis. Wir zeigen analog zu , dass
incr-MAX-WSAT (I} > var ~) <P incr-Hypergraph d-Independent-Set(v ™).

Wegen d # 2 ist incr-MAX-WSAT(I'| j,var™) jedoch W[1]-vollsténdig, daher ist
incr-Hypergraph d-Independent-Set(v~) W/[1]-schwer. O

Korollar 4.3.5 ([MM17, Korollar 4]). incr-Hypergraph d-Clique(v™) st fir d > 2
WI(1]-schwer.

Beweis. Wir zeigen dazu
incr-MAX-WSAT (I | d» var ~) <! incr-Hypergraph d-Independent-Set(v ™),

indem wir die Abbildung ¢ aus nutzen, die wir zur Erinnerung noch einmal

auffithren.

p: XX N—=>TI"xN
(¢, k) = (G, k),

d .
wobei V(G) = Var(¢) und E(G) = <U Var(qﬁ)l> \ cl(¢).
i=1
Wir kénnen nun eine weitere Abbildung v konstruieren, die zusétzlich die Anderungen

0 an ¢ und den Zeugen S anpasst.

P ¥ X NxPwar™) x {0,1} - I xNxPv)x{0,1}"
(¢, k,8,5) — (G, k, &, 89),

Dadurch erhalten wir

(p,k,0,5) € incr-MAX-WSAT(I'| , var™)
< (¢od,k—10]) € MAX-WSAT(I )
<= (God' k—|d|) € Hypergraph d-Independent-Set (4.5)
— (G,k,d,9) € incr-Hypergraph d-Independent-Set(v ™).
Fiir 4.5 nutzen wir die Eigenschaft von ¢ als fpt-Reduktion. O

Fiir den folgenden Beweis konnen wir eine dhnliche Konstruktion verwenden, wie im

, und miissen die Argumentation nur etwas anpassen.

Lemma 4.3.6 ([MM17, Lemma 10]). incr—MIN—WSAT(FQ'f17 var™) ist W[2]-schwer.
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4.3 incr-WSAT

Beweis. Wir zeigen MIN-WSAT (I%}) </P!incr-MIN-WSAT (I}, var™).
Es sei also (¢, k) eine Instanz von MIN-WSAT (I 2+ 1) und z eine neue Variable, die nicht
in ¢ enthalten ist. Wir betrachten zunéchst den allgemeinen Fall und behandeln dann die

Spezialfille.

Fall k > 2: Wir konstruieren wieder eine Formel ¢/, indem wir jeder Klausel von ¢ die

Variable y hinzufiigen. Ist ¢ = A \/ A\;j, dannist ¢' = A 'V (A\ij Vy).
el jEIg €l je]2

Nun sehen wir, dass ¢’ durch eine Belegung J’ erfiillt wird, die jede Variable z €
Var(¢) auf FALSCH und y auf WAHR setzt, da y in jeder Klausel von ¢’ enthalten

ist. Vor allem hat 7’ ein Gewicht von 1 < k, ist also tatséichlich ein korrekter Zeuge
fir (¢/,k—1) € MIN—WSAT(F;H).

Setzen wir die Anderungen § = {var; }, dann erhalten wir mit der Abbildung

P: XX N> IT*xNxPw ) x{0,1}"
((ba k) = (¢/7k_ 17573/)7

eine fpt-Reduktion.

Ist (¢,k) € MAX-WSAT(I: 2+ 1), dann hat ¢ eine erfiillende Belegung J mit einem
Gewicht von hochstens k. Damit ist J jedoch auch eine erfiillende Belegung fiir
¢ 0§ = ¢ mit einem Gewicht von hichstens k — 1+ |§| = k. Daher ist

(¢ k—1,6,7) € incr—I\/IIN—WSAT(FQJfl, vo).

Falls nun (¢, k — 1,6,7') € incr—I\/IIN—WSAT(FQJfl,v_), dann hat ¢ = ¢' o § eine
erfiillende Belegung mit einem Gewicht von hochstens k — 1 + [0| = k, also (¢, k) €
MAX-WSAT (I57).

Fall k = 0: Wir konnen (¢, k) auf eine triviale Nein-Instanz abbilden, da ¢ nur positive

Literale enthélt und nicht durch eine Belegung mit Gewicht 0 erfiillt werden kann.

Fall k = 1: In diesem Fall existiert moglicherweise eine erfiillende Belegung fiir ¢, die
genau eine Variable auf WAHR setzt. (¢,1) ¢ MAX-WSAT(I. 2+1) gilt also nicht

trivialerweise.

Wir kénnen jedoch in angemessener Laufzeit fiir jede Variable € Var(¢) tiberpriifen,
ob sie zu einer erfiillenden Belegung J mit Gewicht 1 gehért. Das Uberpriifen einer
Belegung ist in |¢|O(1) moglich, da das Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische
Formeln in NP ist, also polynomiell iiberpriifbar [Sip06, Theorem 7.37].

Da wir fiir jede Variable eine solche Belegung priifen wollen und die Anzahl der
Variablen durch die Formellinge beschrénkt ist, ist dies also insgesamt auch in

Polynomialzeit moglich und insbesondere in fpt-Laufzeit.
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

Falls diese Uberpriifung ergibt, dass (¢,1) € MAX-WSAT (I 2+ 1), dann kénnen wir
auf die Instanz (¢, 1,6,S) abbilden, mit ¢’, § und S wie im Fall & > 2. Wegen
(¢,1) € MAX-WSAT(I%57), gilt auch (¢,2) € MAX-WSAT(I3), da ¢ nur positive
Literale enthalt. Deshalb gilt aber auch

(¢/,1,6,7') € incr-MIN-WSAT (I3, var™).

Und falls (¢,1) ¢ MAX-WSAT(I: 2+ 1), dann konnen wir wieder auf eine triviale

Nein-Instanz abbilden.

Damit ist incr-MIN-WSAT (I gl,var_) W(2]-schwer. Die W/[2]-Vollsténdigkeit erhalten

wir wieder durch Lemma 2.3.4. O

Wir sehen anhand der Argumentation, dass wir durch das Loschen von Variablen die
Struktur unserer Instanz grundlegend veréindern kénnen und die Informationen aus dem
Zeugen hinfillig werden.

So waren die jeweiligen Belegungen 7' aus den Beweisen fiir Lemmata 4.3.3 und
1.3.6 zwar fiir die (im Sinne des inkrementellen Problems) urspriingliche Instanz ¢’ eine
erfiillende Belegung, fiir die geiinderte Instanz ¢’ 0§ jedoch keine erfiillende Belegung mehr.

Also haben wir in diesem Fall durch die vermeintlich zusétzlichen Informationen keinen
wirklichen Vorteil. In der Tat bleibt es fiir die gesamte W-Hierarchie schwer, das Loschen

von Variablen zu behandeln.

Lemma 4.3.7 ([MM17, Lemma 11]). Fir jedes t € N existiert ein WIt]|-vollstindiges
Problem. Konkret gilt:

1. incr-MAX-WSAT (I, ,,var™) ist W[t]-vollstindig fiir jedes ungerade t > 1.
2. incr—MAX—WSAT(FtJ’rl, var™) ist W[t]-vollstindig fir jedes gerade t > 2.
Beweis.

1. Ist ¢ € I, ;, so hat ¢ die Form

o=NA{V [ - \I/%

It \It—1

d
firaely x I_y x---xIpaund ¢ = AV —laij €1,
i€y j=1 ’

Wir konnen also fiir eine Variable v, die in keiner der ¢, enthalten ist, die
Konstruktion aus dem Beweis zu Lemma 4.3.3 auf jede der Teilformeln ¢, anwenden.

Ansonsten verliuft die Argumentation analog.

2. Fir ¢ € Ft,+1 gilt, dass

o=AN[V | \I/%

Iy \It—1
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4.3 incr-WSAT

firaely x Ly x---xIgund ¢ = NV laij GFQJFI.
iEIajGIayi ’

Auch hier kénnen wir fiir eine Variable v, die in keiner der ¢, enthalten ist, die
Konstruktion aus dem Beweis zu Lemma 4.3.6 auf jede der Teilformeln ¢, anwenden

und ebenfalls analog argumentieren. O

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass fiir eine Boole’sche Funktion o € {A,V} und
einen Schaltkreis €, der x o y berechnet, der Schaltkreis €', der aus € durch Loschen von
y hervorgeht, die Funktion x berechnet. Wir sehen dann, dass das Loschen von Variablen
auch fiir Boole’sche Schaltkreise schwer bleibt. Den Beweis dazu haben wir auch aus der
Arbeit von Mans und Mathieson [MM17] iibernommen, jedoch den Zeugen fiir die Instanz
von incr-WSAT (CIRC) angepasst.

Lemma 4.3.8 ([MM17, Lemma 12]). incr-WSAT(CIRC) ist W[P]-vollstindig.

Beweis. Fiir die W[P]-Schwere zeigen wir WSAT(CIRC) </P* incr-WSAT (CIRC). Sei also €
ein Boole’scher Schaltkreis. Wir konstruieren den Schaltkreis €', indem wir ein V-Gatter

mit € und einem neuen Eingabegatter x verdrahten.

ajl . e xn

Abbildung (4.2): Schaltkreis €

Wir sehen, dass jede Belegung J , die x auf WAHR setzt, eine erfiillende Belegung fiir
C ist. Insbesondere erhalten wir eine erfiillende Belegung Jj fiir €’ mit Gewicht &, indem

wir die Variablen x1,...,x;_1 und x auf WAHR setzen

Dann ist folgende Abbildung ¢ ist eine fpt-Reduktion.

0: X' XN T*"xNxP(w )x{0,1}*
(C, k) — (€ k—1,{vary },Tx_1),

Nach Definition ist genau dann (€', k — 1, {var} },Jx—1) € incr-WSAT(CIRC), wenn €’ o
vary, eine erfiillende Belegung J mit Gewicht k — 1 4 |§| = k besitzt. Da jedoch € o var,

dquivalent zu € ist, erhalten wir also insgesamt, dass genau dann (€', k—1, {var, },Tp_1) €
incr-WSAT (CIRC), wenn (C, k) € WSAT(CIRC). O
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

4.4 incr-Dominating-Set

Die inkrementelle Variante von p-Dominating-Set ist insofern interessant, als nur eine
bestimmte Klasse von Anderungen schwer zu behandeln ist. Alle anderen Klassen von

Anderungen sind leicht zu handhaben.

incr-Dominating-Set(A)
Eingabe: Graph G = (V, E), k € N, eine Menge von Anderungen 6 C A,
S ein Zeuge fiir (G, k) € p-Dominating-Set
Parameter: £k
Frage: Existiert eine dominierende Menge V' C V(God) mit |V'| > k+|d|?

Zunichst betrachten wir die leicht handhabbaren Falle und wie sie konkret zu behandeln

sind.

Lemma 4.4.1 ([MM17, Lemma 7]). Sei G = (V,E) ein Graph, k € N und § C A eine
Menge von Anderungen an G, die keinen Knoten loschen. Falls G eine dominierende
Knotenmenge der Grifile < k hat, dann hat G o § eine dominierende Knotenmenge der

Grofle < k + |0].

Beweis. Es sei V' eine dominierende Knotenmenge von G der Grofle < k. Wir beweisen

die Aussage mittels Induktion iiber |J|. Fiir den Induktionsanfang betrachten wir |§] = 1.

6= v;r: v; wird als isolierter Knoten hinzugefiigt und hat daher auch keine Verbindungs-
kanten zu irgendeinem Knoten aus V. Wir fiigen v; also V’/ hinzu und erhalten damit
eine dominierende Knotenmenge fiir G o ¢ der Grofe |V U {v;}| < k+ 10| =k + 1.

6= e;rj: Falls wir eine Kante hinzufiigen, bleiben alle Knoten auflerhalb von V' mit Knoten
aus V' verbunden, da wir nur eine weitere mogliche Verbindung angeben. V' ist also

auch fiir G o § eine dominierende Knotenmenge mit hochstens £ < k + 1 Knoten.

= e;;: Falls die Kante {v;,v;} € E gelscht wird und 0. B.d. A. v; € V', dann fiige auch
vj zu V' hinzu. V' U {v;} ist also eine dominierende Knotenmenge fiir G o § mit
héchstens k + 1 Knoten.

Falls v;,v; € V' oder v;,v; ¢ V', dann muss V’ nicht geéndert werden.

Nun ist ¢ = dow fiir w € A. Nach Induktionsvorraussetzung hat G o4 eine dominierende
Knotenmenge mit hochstens k + |0| Knoten, falls G bereits eine solche Menge der Grofie
hochstens & hat. Fiir Godow kdnnen wir aber die Argumentation aus dem Induktionsanfang
nutzen und erhalten, dass auch G o § o w eine dominierende Knotenmenge mit héchstens
k + || + 1 Knoten haben muss. O

Wir haben bei dieser Betrachtung das Loschen von Knoten ausgeschlossen. In der Tat
sehen wir im folgenden Lemma, dass incr-Dominating-Set sonst genauso schwierig ist wie

seine statische Variante.
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4.4 incr-Dominating-Set

Satz 4.4.2 ([MM17, Lemmata 6 und 7]). Falls v~ C A, dann ist incr-Dominating-Set(A)
W(2]-vollstindig, sonst in FPT.

Beweis. Fir den Fall v— ¢ A geben wir folgenden fpt-Algorithmus an, der
incr-Dominating-Set(vt, e*) entscheidet.

Eingabe: G = (V,E),k e N,6 C A, V'
1: Priife, ob (G, k) € p-Dominating-Set fiir V'

2: Falls nicht, return nein

3: for w € § do > O(|6])
4: switch w do

5: case w = v;: V'« V' U {v;} > O(k)
6: case w = e;:

7: if v; € V' then V' + V' U {v;} k- |V
8: else V' «+ V' U {v;} > O V)

9: return ja

Die Korrektheit der Anweisungen im switch-Block ergibt sich aus . Und
da p-Dominating-Set € W[2], ist das Uberpriifen des Zeugen in FPT-Laufzeit moglich.

Aus dieser Uberpriifung folgt auch, dass |V’| < k, womit Operationen auf V' in der
Laufzeit durch k + |0| beschrinkt sind, aufgrund der hochstens |0| Knoten, die noch

hinzugefiigt werden. Insgesamt hat der Algorithmus also eine Laufzeit von

F(k+16]) - 1G1°W + O(|8]) - O((k +14]) - V1)
< flk+181) - 1GI7W + O(8] - (k + [8])) - O(IV])
< f(k+18]) - 1G1°0 + O((k +18)%) - O(V])
< (f(k+181) + O((k +[8)%)) - |G|7W

also eine fiir einen fpt-Algorithmus erlaubte Laufzeit.

Nun ist v~ C A. Wir beweisen die folgende Aussage.
p-Dominating-Set </P* incr-Dominating-Set(A)

Sei (G, k) eine Instanz von p-Dominating-Set und u ein Knoten, der nicht in G enthalten
ist. Dann konstruieren wir einen Graph G’ wie folgt. Wir setzen V(G') = V(G) U {u}
und E(G') = E(G) U {{v,u} | Vv € V(G) }. Die Menge V' = {u} ist eine dominierende
Knotenmenge der Gréfle < k fiir G, da jeder Knoten in G’ mit u verbunden ist.

Dann ist folgende Abbildung eine fpt-Reduktion auf incr-Dominating-Set(A).

p: X" x N—= X" xNxP(A) x{0,1}*
(Ga k) = (Gla k— 1a {’U;}a {u})
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

Es gilt also, dass genau dann (G',k — 1,{v; },{u}) € incr-Dominating-Set(A), wenn
G = G o v, eine dominierende Knotenmenge mit hochstens & — 1 4+ |§| = k& Knoten
hat. O

Auch hier sieht man am Ansatz der Reduktion, dass wir zwar fiir einen Graphen eine
dominierende Knotenmenge finden kénnen und entsprechend als Zeugen nutzen kénnen.
Durch das Loschen von Knoten kann sich die Struktur dieser Instanz jedoch verédndern

und die vorherige Losung dadurch unbrauchbar werden.

4.5 incr-Vertex-Cover

Nachdem wir nun vorwiegend abstrakte Resultate zur Komplexitidt von inkrementellen
Problemen betrachtet haben, konstruieren wir nun zu einem konkreten Algorithmus eine
inkrementelle Variante und untersuchen, inwiefern wir die Laufzeit dadurch verbessern.

Dazu kniipfen wir an die Resultate aus Abschnitt 3.5 an und gelangen zu einer inkre-
mentellen Variante des Algorithmus aus Satz 3.5.6. Die folgenden Resultate orientieren
sich dabei an der Arbeit von Mans und Mathieson [MM17, Abschnitt 4].

Zunéchst definieren wir das inkrementelle Problem, eine Knoteniiberdeckung zu finden.

incr-Vertex-Cover(A)

Eingabe: Graph G = (V, E), k € N, eine Menge von Anderungen § C A
S ein Zeuge fiir (G, k) € p-Vertex-Cover

Parameter: £

Frage: Hat G eine Knoteniiberdeckung der Grofie < k + |6]?

Nun erinnern wir uns an die Uberlegungen, die wir zu Knoteniiberdeckungen im
statischen Fall gemacht haben. Sei G = (V,FE) ein Graph. Folgende Aussagen aus

Abschnitt 3.5 sind dquivalent.
e (G,k) € p-Vertex-Cover.

e Fiir einen Knoten v; mit deg(v;) > k sei G ov; der Graph, der durch Entfernen von
v; und der inzidenten Kanten entsteht. Dann ist (G owv; ,k — 1) € p-Vertex-Cover.
(Lemma 3.5.1)

e Fiir einen Knoten v; € V mit deg(v;) = 0 ist (G, k) genau dann in p-Vertex-Cover,
wenn (G ov; , k) € p-Vertex-Cover. (Lemma 3.5.2)
o Sei deg(v) < k fiir alle v € V. Dann ist |V| < k(k 4+ 1). (Lemma 3.5.4)
Nun machen wir folgende Beobachtungen in Bezug auf Anderungen an einem Graphen

und deren Einfluss auf eine mogliche Knotentiberdeckung. Das Lemma orientiert sich dabei
an Aussagen aus Abschnitt 4 bei Mans und Mathieson [MM17].
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4.5 incr-Vertex-Cover

Lemma 4.5.1. Es sei k € N, G = (V,E) ein Graph mit einer Knoteniiberdeckung
der Grife < k und § C A eine Menge von Anderungen an G. Dann hat G o § eine
Knoteniiberdeckung der Grifle < k+ 9.

Beweis. Sei U C V die Konteniiberdeckung von G mit |U| < k. Wir beweisen die Aussage
via Induktion iiber |d].

Fiir den Induktionsanfang betachten wir |§] = 1.

6= e;.;: Falls v;,v; ¢ U, dann miissen wir einen der beiden Knoten zu U hinzufiigen,
um eine Knoteniiberdeckung fiir G o § zu erhalten. Sonst ist die hinzugefiigte Kante
bereits inzident zu U und wir miissen U nicht verédndern. Insgesamt finden wir eine

mogliche Knoteniiberdeckung fiir G o § hochstens der Grofie k + 1.

6= € Falls v;,v; € U, dann koénnen beide Knoten immer noch inzident zu weiteren

Kanten sein und U bleibt damit eine Knoteniiberdeckung.

Sonst ist 0.B.d. A. nur v; € U. Falls v; keine Nachbarn auflerhalb von U hat, also
N(v;) CU, dann ist U \ {v;} ebenfalls eine Knoteniiberdeckung der Grofie k — 1.

= fuj : Der neu hinzugefiigte Knoten ist isoliert und muss deshalb nicht betrachtet

werden. U bleibt eine Knoteniiberdeckung fiir G o 4.

d =wv; : Falls v; € U, dann ist auch U \ {v;} eine Knoteniiberdeckung fiir G o ¢ der Gréfe
< k — 1, da wir insbesondere davon ausgehen, dass auch zu v; inzidente Kanten

gelbscht werden.

Sonst ist U \ {v;} = U und weil G o § ebenfalls alle Kanten aus G abziiglich der zu
v; Inzidenten enthéilt, bleibt U auch zu allen Kanten von G o § inzident und damit

eine Konteniiberdeckung der Grofle < k.

Nun ist &/ = § ow fir w € A. Nach Induktionsvorraussetzung hat G o § eine
Knoteniiberdeckung mit hochstens &k + |§| Knoten, falls G bereits eine solche Menge der
Grofle hochstens k hat. Nun kénnen wir aber die Argumentation aus dem Induktionsanfang
nutzen und erhalten, dass auch G odow eine Knoteniiberdeckung mit héchstens &+ [d] + 1

Knoten haben muss. O

Das vorhergehende Lemma zeigt uns, wie wir im Allgemeinen auf Anderungen in einem
Graphen reagieren. Im Folgenden prisentieren wir nun eine inkrementelle Variante von

Buss’ Kernelisation und insbesondere des Algorithmus aus Satz 3.5.6.

Satz 4.5.2 ([MM17, Algorithmus 1, Theorem 6]). incr-Vertex-Cover(v®, e*) ist l5sbar in

Zeit O(2 - |8]). Insbesondere hingt die Laufzeit nur vom Parameter ab.

Beweis. Sei k € N und G = (V,E) ein Graph. Der Zeuge enthalte die folgenden

Informationen.

e Eine Knoteniiberdeckung U fiir G der Grofle < k.
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4 Schwierigkeit einzelner inkrementeller Probleme

e Die Knoten von G seien danach markiert, ob sie im Kernel enthalten sind oder wegen

hohen Knotengrades oder wegen Grad 1 geloscht wurden.

Mit K bezeichnen wir die Menge der Knoten im Kernel und mit V>*) die Menge der
Knoten v, die aufgrund von deg(v) > k geloscht wurden, absteigend nach dem Knotengrad
zum Zeitpunkt der Loschung sortiert.

Wir betrachten zuniichst Unterprozeduren, die die jeweiligen Klassen von Anderungen
behandeln.

Fall e;; : Wir wissen aus , dass wir in diesem Fall (G o e;;, k + 1) betrachten
miissen. Deshalb kann es passieren, dass wir einige Knoten v nicht mehr aus Vv (>k)
l6schen kénnen, und zwar gerade die v mit deg(v) = k+ 1. Wir wollen zunéchst eine
obere Schranke fiir die Knoten finden, die wir zusétzlich betrachten miissen.
Bezeichne also Ve(>k) die ersten ¢ Knoten aus V>® . Da V(>%) absteigend nach

)

Knotengrad geordnet ist, konnen wir £ so wihlen, dass V£(>lC
aus V>¥) enthilt, sodass deg(v) > k + 1.

gerade die Knoten v

Damit wissen wir, dass die Knoten aus V>%) \ Ve(>k) hochstens Grad k+1— £ haben,
da sonst die Wahl von ¢ falsch gewesen wére, und ein Knoten v mit deg(u) > k+1—/
ebenfalls geloscht werden miisste.

Im schlimmsten Fall ist £ = 0, woraus jedoch folgt, dass fiir alle v € Vv (>k)

dass deg(v) < k + 1. Wir haben in diesem gréfieren Kernel also hochstens 2(k? + k)

Knoten.

gilt,

Folgende Unterprozedur fasst diese Uberlegungen zusammen und passt die Informa-

tionen aus S an.

Prozedur EpGEADDED(G = (V,E),k €N, S = (U, K,V>R v 0))

LK+ k+1

2 VM {v e VOP | deg(v) > k+1} > O(k)
3 K « KUN[VER\ V) > O(k?)
4: VOB YO\ K VO VO K > O(k?)
5. G+ (K,ENK x K)

6: U < SEARCH-VC(G', k', () > O2F - k2)
7. 8« (UK, V>R v0)

8: return (k',S")

Fall e Es werden auch weiterhin alle Knoten aus V(%) mit geniigend hohem Kno-
tengrad geloscht. Falls 0. B.d. A. v; € V>®) und deg(v;) = k nach dem Loschen der
Kante {v;,v;}, dann wird v; zwar nicht mehr aufgrund hohen Knotengrades geloscht,

(>k)

weshalb wir v; also nur aus V' in K verschieben miissen.

U bleibt jedoch zunichst eine giiltige Knoteniiberdeckung, da nur eine Kante geloscht

wird und alle iibrigen Kanten auch weiterhin inzident zu einem u € U bleiben. Daher
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4.5 incr-Vertex-Cover

kénnen wir den urspriinglichen Kernel weiternutzen.

Prozedur EpGEDELETED(G = (V,E),k €N, S = (U, K, V>R v 0))

1: if deg(v;) = k then > O(k)
2: K+ KU{v;}

5 VN € VED ()

4: if deg(v;) = k then > O(k)

e K<+ KU {vj}

6: VOB VORI (v}
7. 8« (UK, V&R v0)
8: return (k/,5")

Fall v;“ : Da wv; als isolierter Knoten hinzugefiigt wird, miissen wir ihn nicht weiter

beachten.

Fallv; : In jedem Fall konnen wir U als Knoteniiberdeckung weiterverwenden. Falls
v; € V>R dann verhilt sich das Loschen von v; dhnlich wie in Lemma 3.5.1 ohne

k zu verringern.

Falls v; ¢ V(> und adjazent zu einem u € V>*) ist, dann wird durch das Léschen
der Grad von u verringert. Ist deg(u) > k + 1, war also der Grad von u vor dem
Loschen hinreichend grofl, dann wird u auch weiterhin unter Anwendung der Regel

aus Lemma 3.5.1 geldscht.
Ist deg(u) = k + 1, dann wird u zwar nicht mehr aufgrund hohen Knotengrades

geloscht, weshalb wir u also nur aus V%) in K verschieben miissen. U bleibt jedoch

zunéchst eine giiltige Knoteniiberdeckung.

Prozedur VERTEXDELETED(G = (V,E),keN,ieN,S = (U, K, V>R 1y 0))

1 U+ U\ {v}, K « K\ {v;} > O(k)
2 VP {0 e VER) | deg(v) > k} > O(k?)
3 K « KUN[VER\ VP > O(K?)

Folgender Algorithmus 16st incr-Vertex-Cover.
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Eingabe: G = (V,E),keN,0 C A, S = (U, K, V>R yO)

1: Priife, ob (G, k) € p-Vertex-Cover fiir U

2: Falls nicht, return nein

3: for w € 6 do > O(|4])
4: switch w do

5 case ¢ (k,S) <~ EDGEADDED(G, k, S) > O(2% - k?)
6: case ¢;;: (k,S) +~ EDGEDELETED(G, k, S) > O(k?)
7: case v; : (k,S) + VERTEXDELETED(G, k, S) > O(k?)
8: return ja

Dabei betriagt die Laufzeit dieses Algorithmus
O(13]) - 02 - k) C O(|a] - 2° - %) € O(14] - 2*),

womit die Aussage gezeigt ist. O

Abschlieflend fassen wir die Resultate dieses Kapitels zusammen. Dabei haben sich alle
Vollstéindigkeitsresultate aus fpt-Reduktionen ergeben.

Wir stellen fest, dass die zusétzlichen Informationen aus dem Zeugen tatséchlich hilfreich
sein kénnen. So lassen sich viele Graphenprobleme einfacher 16sen, wie in darge-
stellt. Eine Ausnahme bildet hierbei incr-Dominating-Set(v™), dessen W[2]-Vollsténdigkeit
sich aus dem Zusammenhang zwischen p-Dominating-Set und MIN—WSAT(F;I) ergibt.

Fiir die inkrementellen Varianten von Hypergraph d-Clique und Hypergraph d-Independent-Set
haben wir nur das Loschen von Knoten als Folgerung aus der Schwierigkeit von
incr-MAX-WSAT (I ;) betrachtet, da es in der betreffenden Literatur ebenfalls keine
Resultate dazu gab [MM17].

Erlaubte Anderungen

vt v et e
incr-Clique € FPT € FPT € FPT € FPT
incr-Hypergraph d-Clique — W(1]-schwer —
incr-Independent-Set € FPT € FPT € FPT € FPT
incr-Hypergraph d-Independent-Set — W(1]-schwer — —
incr-Dominating-Set € FPT W/2]-vollsténdig € FPT € FPT
incr-Vertex-Cover € FPT € FPT € FPT € FPT

Tabelle (4.1): Auswirkungen der erlaubten Anderungen auf die Schwierigkeit inkremen-

teller Graphenprobleme. Die jeweiligen Resultate werden im oberen Index
referenziert.

Fiir inkrementelle Erfiillbarkeitsprobleme stellen wir jedoch fest, dass nur das Loschen

von Klauseln unabhéngig von der Formelklasse einfach bleibt. Sobald wir das Loschen
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von Variablen erlauben, wird das jeweilige inkrementelle Problem genauso schwer wie
seine statische Variante. Die Resultate hierzu sind in zusammengefasst. Fiir
incr-WSAT (CIRC) wurde dabei ¢l~ nicht betrachtet, da das Loschen von Klauseln im

Kontext von Boole’schen Schaltkreisen nicht sinnvoll ist.

Erlaubte Anderungen

var~ cl™
incr-MAX-WSAT (17 ,) € FPT € FPT
incr—MAX—WSAT(Flid) WI[1]-vollstindig € FPT
incr—MIN—WSAT(FQﬂ) W[2]-vollstindig € FPT
incr-MAX—WSAT(F;d) W][t]-vollsténdig € FPT
incr-MIN-WSAT (I3, W[t]-vollstindig € FPT
incr-WSAT(CIRC) W[P]-vollstéindig —

Tabelle (4.2): Auswirkungen der erlaubten Anderungen auf die Schwierigkeit inkrementel-
ler Erfiillbarkeitsprobleme. Die jeweiligen Resultate werden im oberen Index
referenziert.
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5 Ausblick

Wie bereits in angesprochen, ist die inkrementelle Komplexitatstheorie zwar ein
relativ junges Gebiet, bietet dafiir jedoch bereits eine Fiille an Resultaten. Wir umreifien

einige dieser Resultate, um einen Ansatzpunkt fiir zukiinftige Forschung zu geben.

5.1 Inkrementelle Komplexitdtsklassen nach Miltersen et al.

Miltersen et al. [Mil+94] fithren inkrementelle Komplezititsklassen auf Grundlage von
Random Access Machines (RAMs) ein, also Maschinen, denen eine unbegrenzte Anzahl
von Registern zur Verfiigung stehen und die fiir den Zugriff auf diese Register konstante
Zeit benotigen [BBJO7, Abschnitt 5.1].

Im Folgenden bringen wir exemplarisch die Definition fiir inkrementellen Zeitbedarf aus
dem Aufsatz von Miltersen et al. [Mil+94]. Dabei haben wir die Benennung der einzelnen
Komponenten an die Terminologie unserer inkrementellen Probleme aus

angepasst.

Definition 5.1.1 ([Mil+94, Definition 2.1]). Eine Sprache L liegt in incr-TIME(f(n)), falls
zwei RAM-Programme P; und P» existieren, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt

sind.

1. Fiir eine initiale Instanz xy berechnet P; eine interne Datenstruktur S,,.

2. Fiir die momentane Instanz z, einer Menge von Anderungen 6 an z und der
zugehorigen Datenstruktur S, aus der vorherigen Berechnung berechnet P in

?
Laufzeit O(|d] - f(|z|)), ob x 06 € L, und die zugehorige interne Datenstruktur

Syos flr die neue Instanz.

Insbesondere wird deutlich, dass die Informationen aus einer vorherigen Berechung
stammen miissen und entsprechend auch durch einen nicht notwendig inkrementellen
Algorithmus berechnet wurden. Fiir die inkrementelle Betrachtung ist dann nur die
Komplexitéit der tatsédchlich inkrementellen Berechnung von Interesse, da nur an P
Bedingungen beziiglich der Laufzeit gestellt werden.

In ihrer Arbeit kommen Miltersen et al. [Mil4+94] zu dem Schluss, dass Probleme mit
geringem statischen Platzbedarf auch einen geringen inkrementellen Zeitbedarf haben
[Mil+94, Theorem 2.4].

Auflerdem fiithren sie einen inkrementellen Reduktionsbegriff ein und zeigen damit,
dass die bekannten [GHR91; MSS90] P-vollstdndigen Probleme auch fiir die verwendeten
inkrementellen Reduktionen P-vollsténdig sind [Mil+94, Theorem 3.2].
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5 Ausblick

5.2 Inkrementelle Algorithmen fiir Voronoi-Diagramme

Fiir einen metrischen Raum R und eine Menge von Objekten O bezeichnen wir mit einem
Voronoi-Diagramm (VD) im Wesentlichen eine Unterteilung des Raumes in Regionen,
sodass jede Region aus allen Punkten des Raumes besteht, die zu einem Objekt x € O
den geringsten Abstand haben [Kle05, Abschnitt 5.2].

Fiir die Berechnung von VD ist der inkrementelle Ansatz laut Klein [Kle05, Abschnitt
6.2] eine der é&ltesten Methoden. Tatséchlich beschreiben Horton um 1917 [Horl7] und
Kopec um 1963 [Kop63] inkrementelle Verfahren fiir die Ermittelung eines VD in der
Ebene, die noch auf die Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausgelegt sind. Das Verfahren
sei im Folgenden grob skizziert.

Es sei eine Menge von Punkten { 1, ..., 2, } in der Ebene R? gegeben. Mit dem Abstand

|x — y| zwischen zwei Punkten x und y bezeichnen wir die euklidische Distanz.

1. Wir ermitteln zunéchst den Bisektor B2 von z1 und x2, also die Menge der Punkte,
die sowohl zu z7 als auch zo denselben Abstand haben. Im Falle der euklidischen

Distanz ist dies gerade die Mittelsenkrechte der Strecke zwischen x1 nd x».

Man erhalt den Bisektor wie in , indem man jeweils um x; und o
einen Kreis mit Radius |21 — z2| zieht. Die Gerade, die durch die Schnittpunkte S

und 7" verlduft, ist dann der Bisektor.

Wir sehen, dass die gesamte Ebene nun in zwei Regionen X; und X5 unterteilt wird,

die jeweils die Punkte enthalten, die ndher an x; respektive zo liegen.

” A

T 1)

(a) Konstruktion des Bisek-

tors (b) Entstehende Unterteilung

Abbildung (5.1): Voronoi-Diagramm fiir zwei Punkte in der Ebene

2. Um nun den Punkt z; unserem Diagramm hinzuzufiigen, ermitteln wir zunichst
alle Bisektoren Bj; mit 1 < k£ < ¢ nach dem Vorgehen aus Schritt 1. Um nun die
entsprechenden Begrenzungen der Region X; zu erhalten, wihlen wir die Abschnitte
der Bisektoren By, ;, die im Gebiet X}, liegen. In sind diese Abschnitte
der By 3 mit durchgezogenen Linien dargestellt. Sobald wir die Grenzen der Region
X; ermittelt haben, miissen wir nur noch die nicht mehr benétigten Begrenzungen

des vorherigen Vornoi-Diagrammes entfernen, die in der Region X; liegen, wie in
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1
[
T3
[ J
[ J
Z2
(a) Bisektoren Bj 3 und (b) Ermittlung der Regi- (c) Entstehende Unter-
By 3 on X; teilung

Abbildung (5.2): Hinzuftigen eines dritten Punktes zum Diagramm aus

Held und Huber [HH09] bauen auf vorangegangener Arbeit auf und stellen einen
Algorithmus vor, der durch zufilliges inkrementelles Finfiigen ein solches VD berechnet
und insbesondere auch in der Lage ist, Kreisbogen als Objekte zu verarbeiten.

Ahnlich der zuvor beschriebenen Zirkel- und Linealkonstrukton ist dieser Algorithmus
dadurch auch in der Lage, auf nachtriigliche Anderungen der Eingabe, also an der Menge
der Objekte O, zu reagieren, ist also ebenfalls ein inkrementeller Algorithmus im Sinne
dieser Arbeit.

Fiir die Laufzeit ermitteln Held und Huber [HH09, Abschnitt 4] experimentell eine
asymptotische Laufzeit von O(nlogn).

Man sieht, dass die Berechnung von VD in gewisser Weise ein natiirliches inkrementelles
Problem ist und in dieser Richtung bereits betrachtet wurde. Darauf aufbauend kann
man dieses Problem auf typische Eigenschaften leicht 16sbarer inkrementeller Probleme

untersuchen.

5.3 Dynamische Komplexitat

Der Begriff der dynamischen Komplexitidt stammt aus der deskriptiven
Komplexitétstheorie. Dort werden Komplexititsklassen anhand der Ausdrucksstirke der
Logik charakterisiert, mit der die Probleme der entsprechenden Klasse formuliert werden
konnen.

Das erste grofle Resultat hierzu ist der Satz von Fagin, der die Klasse NP mit SO3
in Verbindung setzt [Imm99, Theorem 7.8]. Das bedeutet also, dass alle Probleme in NP
durch Formeln der existenziellen Priadikatenlogik zweiter Stufe, d.h. pradikatenlogische
Formeln mit einem Existenzquantor iiber Pradikate aus Sétzen der Pridikatenlogik erster
Stufe [Imm99, Abschnitt 7.1] ausgedriickt werden kénnen.

Dabei geht Immerman ebenfalls auf die Beobachtung ein, dass viele
komplexitétstheoretische Probleme in der Praxis dynamischer Natur sind und fiihrt
daher im Rahmen der deskriptiven Theorie dynamische Komplexititsklassen Dyn-C ein
[PI97]. Der Fokus verschiebt sich also von der Frage, wie komplex ein Problem zu 16sen ist,

nachdem die gesamte Eingabe gelesen wurde, hin zu der Frage, welche Hilfsinformationen
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5 Ausblick

gespeichert werden miissen, um Anfragen zur gednderten Eingabe moglichst schnell zu
beantworten.
Die wesentliche Idee besteht darin, dass wir zu einem Problem L zunéchst mit einer

initialen Struktur Ag beginnen. Dann erhalten wir eine Folge von Anderungsanfragen

wi,...,w; und definieren induktiv Ajyq; = Aj o w;. Die jeweiligen A; sind also mit
der Eingabe z und die wi,...,w; mit den Anderungen der inkrementellen Probleme
vergleichbar.

?
Um nun die Frage zu beantworten, ob A; € L, unterhalten wir eine dazugehorige

Datenstruktur Bj, wobei wir verlangen, dass
1. die initiale Struktur Bg effizient aus Ag berechnet werden kann
2. die B; hochstens polynomiell grofler sind als die jeweiligen Aj

3. Bjyq effizient aus B; und w; berechnet werden kann und

?
4. mithilfe von Bj effizient iiberpriift werden kann, ob A; € L.

Die Bj entsprechen also dem Zeugen S aus den inkrementellen Problemen.

Ahnlich zu den Resultaten beziiglich Independent-Set (Lemma 3.2.1 und Korollar 4.2.1)
und Clique (Lemma 3.3.1 und Satz 4.1.2) in dieser Arbeit wurde nun gezeigt, dass viele
Probleme im statischen Fall nicht mit Prédiktatenlogik erster Stufe (FO) ausgedriickt
werden konnen, dies im dynamischen Fall jedoch durchaus moglich ist [P197].

So ist es beispielsweise nicht moglich, das Problem Parity, also die Frage, ob ein
Bindrwort eine ungerade Anzahl von Einsen enthélt, in FO auszudriicken [Imm99, Theorem
13.1]. Wird das Bindrwort jedoch Bit fiir Bit konstruiert und speichert man mit einem
zusétzlichen Bit die Péritat des momentanen Wortes, so lésst sich Parity mit FO-Formeln
ausdriicken, liegt also in der Klasse Dyn-FO [Imm99, Proposition 14.16].

Das ist deshalb von Interesse, da wichtige Klassen der Schaltkreiskomplexitdt mit
Varianten von FO charakterisiert wurden. Entsprechende Resultate hierzu finden sich
im Buch von Immerman [Imm99, Theorem 5.22] und im Buch von Vollmer [Vol99,
Kapitel 4.5.4]. Es bietet sich daher an, zunéchst inkrementelle Probleme mit dynamischer
Komplexitét in Verbindung zu setzen.

Dann kann man Komplexitétsklassen der Schaltkreistheorie mit dynamischen Kom-
plexitétsklassen charakterisieren, um damit Ansétze fiir inkrementelle Berechnung mit
Schaltkreisen zu entwickeln, da dem iiblichen Berechnungsmodell der Schaltkreise ebenfalls

inhédrent ist, dass die gesamte Eingabe vorliegt und einmalig verarbeitet wird.

5.4 Rekonfigurationsprobleme

Bei einem Rekonfigurationsproblem wird zu einer Instanz z und zwei Losungen a, b die
Frage gestellt, ob a durch Anderungen in b iiberfiihrt werden kann. Einen Uberblick hierzu
findet sich bei van den Heuvel [Heul3].
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5.4 Rekonfigurationsprobleme

Ein grundlegender Ansatz fiir Rekonfigurationsprobleme ist die Definition des soge-
nannten Rekonfigurationsgraphen zu einer gegebenen Instanz. Dieser Graph enthélt alle
moglichen Losungen der Instanz als Knoten. Zwei Losungen sind adjazent, falls sie durch
eine einzelne Anderung ineinander iiberfiihrt werden konnen.

Wir suchen hier also fiir zwei Losungen a und b die Menge der Anderungen §, wihrend
bei inkrementellen Problemen § vorgegeben ist und {iberpriift wird, ob die verédnderte
Instanz auch weiterhin eine Ja-Instanz ist. Auflerdem wird der Zeuge S, der meistens
eine Losung fiir die urspriingliche Instanz ist, in einen Zeugen fiir die verdnderte Instanz
iiberfiihrt.

Die Beziehung zwischen Rekonfigurationsproblemen und inkrementellen Problemen
scheint zunéchst &hnlich wie die Beziehung zwischen polynomieller Loésbarkeit und
Uberpriifbarkeit, also zwischen P und NP. Es stellt sich also die naheliegende Frage,
welche Konsequenzen die Komplexitit von Rekonfigurationsproblemen fiir inkrementelle
Probleme hat und ob ein effizient losbares Rekonfigurationsproblem auch ein effizient

losbares inkrementelles Problem impliziert.
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Abkiirzungsverzeichnis

DNF Disjunktive Normalform

FPT fixed-parameter tractable

KNF Konjunktive Normalform

RAM Random Access Machine

SAT Erfiillbarkeitsproblem (Satisfiability)
TM Turingmaschine

VD Voronoi-Diagramm

WSAT Gewichtetes Erfiillbarkeitsproblem ( Weighted satisfiability)
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