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1 Einleitung

Durch die zunehmende Digitalisierung werden heutzutage immer komplexere Pro-
bleme durch Software gelost. Die entstehenden Programme sind in der Regel sehr
umfangreich und die Probleme, die durch sie geldst werden sollen, teilweise sicher-
heitsrelevant. Wenn Software in medizinischen Geréten in Krankenh&usern beispiels-
weise versagt, sind die Folgen schwerwiegend.

Der Funktionsumfang moderner Software ist zudem meist so umfangreich, dass
erschopfendes Testen aller Features und Eingabemoglichkeiten oftmals unmdoglich
ist.

Aus diesem Grund ist es sinnvoll, Software formal mathematisch iiberpriifen zu
konnen. Bestimmte Mindestanforderungen, die die Software im schlimmsten Fall
gewihrleisten muss, konnen in einem mathematischen Modell der Software forma-
lisiert und anschlieflend mit verfiigharen Model Checkern verifiziert oder falsifiziert
werden [3, 6].

Eine mathematische Moglichkeit, Aussagen zu formalisieren, ist die Aussagenlo-
gik. In der Aussagenlogik ist es moglich, durch das Einfithren entsprechender Va-
riablen Aussagen wie ,Das Gerét ist eingeschaltet.“ oder ,,Auf dem Display steht
,Willkommen!*“ auszudriicken. Fiir eine Mikrowelle kann z.B. durch die Formel

Mikrowelle aktiv — Tiir ist geschlossen

formalisiert werden, dass die Mikrowelle nur arbeiten soll, wenn die Tiir geschlossen
ist. Aussagenlogik setzt jedoch voraus, dass alle Variablen zeitinvariant sind, d.h.
eine Variable kann wahr oder falsch sein, diesen Zustand aber iiber die Zeit nicht
dndern. Problematisch ist das z.B. bei Systemen, die einem Nutzer eine Antwort
generieren sollen, nachdem er eine Anfrage gestartet hat. Die Antwort wird erst
erfolgen, nachdem die Anfrage erfolgt ist. Gleichzeitig ist die Anfrage eine kurze,
abgeschlossene Handlung, d.h. beides erfolgt nicht gleichzeitig. Wenn wir ein solches
Verhalten modellieren wollen, sollten wir Aussagen daher nicht zeitunabhéngig, son-
dern zu gewissen Zeitpunkten auswerten. Das kénnen wir mithilfe von Modallogik
tun und unsere Anforderung mit » — Qa (r modelliert den Request, a die Antwort)
formalisieren. Ein entsprechendes Modell wire:

{r} {a}

Auch hier gibt es Grenzen: Moglicherweise soll ein Programm, bevor es eine Antwort
ausgibt, erst einige Zwischenschritte als Berechnung durchfithren. In diesem Fall
interessiert uns nicht, ob die Antwort im néchsten Schritt erfolgt, sondern wir sind
vor allem daran interessiert, dass sie iiberhaupt erfolgt. Auch hierfiir gibt es eine
Losung, ndmlich die temporale Logik, die im Detail im zweiten Kapitel eingefiihrt
wird.



1 Einleitung

Solche Anwendungen, aber auch z.B. philosophische Anwendungen motivieren die
genauere mathematische Untersuchung der genannten Logik-Varianten. Da es in
der Mathematik keine Ressourcengrenzen gibt, haben wir es an vielen Stellen mit
Unendlichkeit zu tun. Prinzipiell konnen wir unendliche Modelle fiir modal- und
temporallogische Formeln konstruieren und Formeln darauf auswerten. In dieser
Arbeit soll untersucht werden, ob das notig ist.

Konkret soll es um die Fragestellung gehen, ob eine erfiillbare aussagenlogische
Formel stets bereits auf einem endlichen Modell erfiillt werden kann oder ob es For-
meln gibt, die nur auf unendlichen Modellen erfiillt werden konnen. Die Eigenschaft,
dass endliche Modelle zur Erfiillung von Formeln stets ausreichen, nennen wir endli-
che Modelleigenschaft. Die endliche Modelleigenschaft ist aus mathematischer Sicht
z.B. fiir Entscheidbarkeitsprobleme relevant, wie im dritten Kapitel exemplarisch
gezeigt wird.

Im folgenden Kapitel sind zun#chst die nétigen Grundlagen und Notationen darge-
stellt. Dort werden wir unter anderem den Begriff der endlichen Modelleigenschaft
formal einfithren, die temporale Logik CTL* mit ihren Spezialfidllen LTL (Linear
Temporal Logic) und CTL (Computation Tree Logic) definieren und eine mehrdi-
mensionale Variante der Modallogik vorstellen.

Das dritte Kapitel befasst sich mit der einfachen Modallogik und ihren mehrdimen-
sionalen Varianten. Die dort betrachteten Logiken haben alle die Gemeinsamkeit,
dass die modallogischen Operatoren, die fiir sie definiert sind, nur eine Kante weit
schauen konnen. Wir werden fiir all diese Varianten die endliche Modelleigenschaft
nachweisen und am Ende des Kapitels kurz darauf eingehen, welche Auswirkung die
Einschrinkung verwendeter Rahmen auf dieses Resultat hat.

Schliefflich ist das Thema des vierten Kapitels die temporale Logik mit dem
Schwerpunkt auf der endlichen Modelleigenschaft der Berechnungsbaumlogik CTL.
Am Ende des Kapitels wird auflerdem kurz betrachtet, warum LTL die endliche
Modelleigenschaft nicht besitzt.
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Grundlage fiir die Betrachtung der endlichen Modelleigenschaft sind die in [1] ein-
gefiihrte von einer modalen Basis (engl. modal similarity type) abhéngige Modallogik
sowie zwei Varianten der Temporallogik, die sich der Berechnungsbaumlogik (CTL")
wie sie in [5] definiert wird zuordnen lassen. Fiir LTL verwenden wir die Definition
aus [3] sowie einige Notationen aus [6]. Die nachfolgend eingefiihrten modallogischen
Definitionen entsprechen daher denen aus [1], [5] und [6].

Zudem wird am Ende des Kapitels eingefiihrt, was es fiir eine Modallogik heif}t,
die endliche Modelleigenschaft [1] zu besitzen, um anschliefend in den nachfolgenden
Kapiteln Techniken zu zeigen, mit denen die endliche Modelleigenschaft gewisser
Modallogik-Varianten gezeigt oder widerlegt werden kann.

2.1 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt sind zunéchst einige grundlegende mathematische Resultate zu-
sammengestellt, die nicht im direkten Zusammenhang zur Modallogik stehen, in den
folgenden Betrachtungen allerdings vorausgesetzt werden. Die in dieser Arbeit ver-
wendete Definition der natiirlichen Zahlen ist N = {0,1,2,... } bzw. N* = {1,2,... }.

Lemma 2.1. Es seien A, B Mengen mit B = {by,...,b,} und f: A — B eine
injektive Funktion. Dann gilt |A| < n.

Beweis. Angenommen, es gilt |A| > n. Dann seien aj,ag,...,a,+1 € A, sodass
a; # a; fiir alle i # j. Es folgt aufgrund der Injektivitdt von f, dass ein 7 € S,

existiert, sodass (£(a1), £(as), -, £(an)) = (br(1ys ba(2)s- - -+ bam)-

ai a2 as an  Gn+1
br) br2) b3y -+ brn)
Da aber f(ap+1) € B, also f(apt1) = b fir ein ¢ € {1,...,n}, gilt
flant1) = faz—1(;) und folglich ist f im Widerspruch zur Voraussetzung nicht
injektiv. Es folgt also |A| < |B]. O

Lemma 2.2. FEs sei A eine Menge mit |A] = n und P(A) := {B| B C A} die
Potenzmenge von A. Dann gilt |[P(A)| = 2.

Beweis. Es sei A = {ai,...,a,}. Definiere f: P(A) — {0,1,...,2" — 1} durch
X — VAL(wjws . .. wy,), wobei VAL die Abbildung bezeichnet, die ein Bindrwort auf
ihren Dezimalwert abbildet und

{1, a; € X
w; =

0, sonst.
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f ist bijektiv via f~': {0,1,...,2" — 1} — P(A) mit der Abbildungsvorschrift
n— {a; | w; =1}, wobei wjws...w, die (eindeutige) Binirdarstellung von n ist.
Damit gilt |P(4)| =1{0,1,...,2" — 1}| = 2™ O

Das folgende Lemma ist ein Spezialfall des Unendlichkeitslemmas des ungari-
schen Mathematikers Denes Konig, das aussagt, dass in allen unendlichen zusam-
menhéngenden Graphen ein unendlich langer Pfad oder ein Knoten mit unendlich
vielen Nachfolgern existiert [7]. Fiir diese Arbeit benotigen wir nur den Fall, dass
der betrachtete Graph ein Baum ist und nehmen an, dass jeder Knoten nur endlich
viele Nachfolger hat, um zu zeigen, dass ein unendlicher Pfad existiert.

Lemma 2.3. Es sei G = (V, E) ein unendlicher gerichteter Baum, wobei alle Kno-
ten in V' nur endlich viele Nachfolger haben. Dann gibt es einen unendlich langen
einfachen Pfad in G (d.h. einen Pfad, der keinen Knoten mehrmals besucht).

Beweis. Wir zeigen: Es gibt einen unendlich langen Pfad vy, ve,... in G, sodass
v; # v; fiir alle 4 # j. Wir zeigen mithilfe von Induktion iiber 4, dass v; stets einen
Nachfolger v;41 mit v;41 # v; fiir alle j # 7 + 1 hat, von dem aus unendlich viele
Knoten erreichbar sein miissen.

(ILA.) Esseiv; € V die Wurzel von G. Da G unendlich ist, kénnen von v; aus unend-
lich viele Knoten erreicht werden. Zu jedem dieser unendlich vielen Knoten gibt
es also einen von v; ausgehenden Pfad. Jeder dieser Pfade beginnt mit einem
der endlich vielen Nachfolger von v;. Es muss nun ein vy € V mit (v,v2) € F
geben, sodass von vy aus unendlich viele Knoten erreicht werden kénnen.

Anderenfalls kénnen von vy aus nur endlich viele Knoten erreicht werden, da vq
aber die Wurzel ist und alle Knoten aus V' von v; aus erreicht werden kénnen,
ist G dann im Widerspruch zur Annahme endlich.

(I.S.) Da von v; aus unendlich viele Knoten erreicht werden konnen, folgt analog
wie fiir den Fall ¢ = 1, dass es einen Nachfolger v;11 von v; geben muss, von
dem aus unendlich viele Knoten erreichbar sein miissen. Da G azyklisch ist,
ist vi41 # v; fiir alle j <i4 1.

2.2 Mehrdimensionale Modallogik

Die Untersuchungen in dieser Arbeit behandeln vor allem die aus dem Grundstudi-
um bekannte Modallogik. Zur Abgrenzung wird diese nachfolgend einfache Modal-
logik genannt. Da im dritten Kapitel auch mehrdimensionale modale Konnektoren
betrachtet werden, mochte ich zunéchst einen flexibleren Begriff der Modallogik
einfithren, der beliebig viele, insbesondere auch mehrdimensionale Konnektoren er-
laubt.

Definition 2.4 (modale Basis — engl. modal similarity type). Eine modale Basis ist
ein Tupel T = (O, p), wobei O eine nichtleere Menge und p eine Funktion O — N
ist. Die Elemente von O werden modale Konnektoren genannt und als Ay, No, . ..
notiert. Die Funktion p ordnet jedem modalen Konnektor zu, auf wie viele Argumente
er angewandt werden muss. Fir A; € O mit p(A;) = 1 schreiben wir auch ;.
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Definition 2.5 (Modallogische Formel). Die Menge der giiltigen modallogischen
Formeln iiber einer modalen Basis T = (O, p) nennen wir FORM,. Es sei VAR eine
endliche Menge von Variablen. FORM. enthdlt genau die folgenden Elemente:

e Fir alle p € VAR gilt p € FORM,..

o Fir ¢,v € FORM, gilt:
(1) ~¢ € FORM,
(2) & AN € FORM,

o Firalle A€ O, ¢1,.. .,gf)p(A) € FORM,. gilt A(¢1, .. ‘7¢p(A)) € FORM,.

Wir fiithren auflerdem die Abkiirzungen ¢ V ¢ := =(=¢p A =), ¢ — ¢ 1= 2 V ¢
und ¢ < Y := (¢ — P) A (Y — ¢) ein.

Die einfache Modallogik erhédlt man nach dieser Definition, indem man die modale
Basis ML := ({0}, p) mit p(¢) = 1 verwendet und ¢ := —O—¢ fiir alle ¢ € FORMy
setzt. Auflerdem sind in Abgrenzung zur Multi-Modallogik nicht nur unére Konnek-
toren erlaubt — wir werden in Beispiel 2.8 sehen, wie mehrdimensionale Konnektoren
aussehen kénnen. Mit der Einschrinkung p(A) = 1 fiir alle Konnektoren A einer
modalen Basis erhalten wir genau die Multi-Modallogik.

Durch die allgemeinere Fassung der Modallogik ist auch eine Anpassung des Be-
griffs des Rahmens notwendig. Vergleichbar mit der Multi-Modallogik fithren wir
hier fiir jeden modalen Konnektor aus der modalen Basis eine eigene Relation ein.
Fiir den unéren Fall entspricht das weiterhin einer Kantenrelation auf den Welten.
In allen anderen Fillen weisen wir den Welten Tupel von Nachfolgerwelten zu.

Definition 2.6 (Rahmen, Modell). Es seien 7 = (O, p) eine modale Basis und VAR
eine nichtleere Menge von Variablen.
FEin T-Rahmen ist ein Tupel F = (W,{Rp, | &; € O}), wobei

o W ist die nichtleere Menge der Welten von F,
o R, ist eine (n+ 1)-stellige Relation auf W, wobei n = p(L\;).

Ein T-Modell ist ein Tupel M = (F,V), wobei F ein T-Rahmen und V eine
Abbildung ist, die jede Variable p € VAR auf die Menge der Welten W,, C W abbildet,
i denen p gilt.

Werden die Relationen bei der Angabe eines Kripke-Rahmens explizit aufgezihlt,
lassen wir die Mengenklammern der Einfachheit halber weg, z.B. schreiben wir fiir
den Kripke-Rahmen F = (W, {R}) fiir die einfache Modallogik auch F = (W, R).

Die in dieser Arbeit verwendete Definition von Erfiillbarkeit bedarf in Abgrenzung
zur einfachen Modallogik nur noch einer Ergédnzung fiir die neu eingefiihrten allge-
meineren Konnektoren. Die sonstige Terminologie, insbesondere fiir Erfiillbarkeit
etc. entspricht dem Grundstudium.

Definition 2.7. Fiir eine modale Basis 7 = (O, p) mit O = {A1,...,An} und ein
T-Modell M = (W, {Rp, | &; € O}, V), 1 € {1,...,n}, sagen wir, die Welt w € W
erfillt Ni(@1,. .-, Ppry))s geschrieben M,w = Ai(@1, ..., 0pn,), g-d-w.

H(w,vl, .. '7Up(Ai)) S RA«L mit M, vy ): D1y .- 7M7Up(Ai) ’: ¢,0(A1')'

Die Formel A(¢1,...,¢y) ist also in einer Welt w erfiillt, wenn es ein Tupel
von Nachfolgerwelten von w gibt, sodass die j-te Komponente stets die j-te an
A iibergebene Formel erfiillt.



2 Grundlagen

Beispiel 2.8

Sei 7 = ({A,0}, p) und p(A) = 2, p(0) = 3. Wir wollen mit A Dreiecke modellie-
ren und mit O Quadrate. Eine entsprechende Kripke-Struktur iiber VAR = {r} ist
im Folgenden graphisch dargestellt, wobei links nur die Kanten fiir A und rechts
nur die Kanten fiir (J eingezeichnet sind. V(r) sind alle rot eingezeichneten Wel-
ten. Es gelte (u,v,w) € Ra genau dann wenn ein einfarbiges Dreieck mit den
Eckpunkten w, v, w existiert. Rg wird analog konstruiert.

- O

O U e

Es sei T = r V —r die wahre Aussage. Die Formel r A A(r,r) — O(T, T, T) ist
nun fiir eine Welt erfiillt, falls daraus, dass sie Teil eines Dreiecks mit ausschliefllich
roten Eckpunkten ist, folgt, dass sie auch Teil eines Quadrats ist. Die Formel ist

in allen Welten aufler der Welt unten rechts erfiillt.
Dieses Beispiel ist inspiriert durch [1].

Je nach beabsichtigter Semantik konnen Einschrdnkungen wie zum Beispiel die
Einschrénkung erlaubter Rahmen sinnvoll sein. Wir betrachten dazu beispielhaft
die modale Basis TL = ({F, P}, p), p(F') = p(P) = 1, deren beabsichtigter Zweck es
ist, Aussagen iiber die Zeit zu machen, wobei F' fiir Ereignisse irgendwann in der
Zukunft und P fiir Ereignisse irgendwann in der Vergangenheit steht [1].

Als Zeitpunkte konnen natiirlich die Welten eines Kripke-Modells interpretiert
werden, allerdings mit der Einschrdnkung, dass es moglich sein muss, die Welten
in eine zeitliche Reihenfolge zu bringen, um die eindimensionale Zeit entsprechend
abzubilden.

In der Modallogik, die wir bisher definiert haben, kénnen ohne Einschrinkung der
Rahmen keine Aussagen der Form irgendwann in der Zukunft® getroffen werden,
da z.B. der nicht transitive Rahmen F = ({0, 1,2},{(0,1), (1,2)}) zulésst, dass in 2
eine Aussage stimmt, die von 0 aus nicht direkt gesehen werden kann. Eine Semantik
wie fiir F' lasst sich nicht allgemein modellunabhéngig formulieren, ohne unendliche
Formeln wie pV OpV OOpV ... zu verwenden. Wir schrinken die fiir die Auswertung
von TL-Formeln zugelassenen Rahmen daher so ein, dass sie einen linearen Zeitstrang
modellieren.

Definition 2.9. FEs sei A eine Menge und < C A x A eine Relation auf A. Wir
nennen < eine Ordnungsrelation auf A g.d.w. < transitiv, irreflexiv und zusam-
menhdngend ist, d.h. fir alle a,b € A gilt a = b oder (a,b) €< oder (b,a) €<.

Ein Rahmen F = (W, Rp, Rp) fiir die temporale Logik muss, um die oben ge-
nannten Anforderungen zu erfiillen, die folgenden Eigenschaften haben:

e Rp ist eine Ordnungsrelation auf W

e Rp={(u,v) | (v,u) € Rp}
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass wir durch diese Definition keine Verzweigun-
gen, wie man sie z.B. in Berechnungsbdumen finden kénnte, erlauben. Zudem hat
die so definierte Logik einige erhebliche Méngel, die wir im folgenden Beispiel sehen
werden.

Beispiel 2.10

Herr Meier moéchte umziehen. Eine Reihe von Gegenstdnden muss dafiir von der
alten Wohnung in ein Auto transportiert werden. Es sei W die Menge dieser Ge-
genstinde und M = (W, Rp, Rp, V). Die Gegensténde sind unterschiedlich grof§
und fiir einen Gegenstand w € W gilt w € V(p) genau dann, wenn zum Tragen
mehrere Personen benétigt werden sowie w € V(q) genau dann, wenn das Auto
nach dem Einpacken des Gegenstandes nicht mit weiteren Gegenstéinden beladen
werden kann, etwa weil der Gegenstand zerbrechlich ist oder weil es sich um den
letzten Gegenstand handelt.

Wir nehmen an, dass die Gegenstédnde in einer bestimmten Reihenfolge in das
Auto geladen werden miissen. Sei R so definiert, dass (w1, w2) € Rp fir wy,ws €
W genau dann wenn we nach w; eingepackt werden muss. Die Struktur Rp folgt
dann aus der vorherigen Einschrénkung fiir TL-Rahmen.

Ein Ausschnitt aus dem entstehenden Modell kénnte folgendermaflen aussehen:

{r} {p,q} 0 {a}

Herr Meier interessiert sich nun dafiir, ob er zukiinftig nochmal die Hilfe eines
Freundes beim Umziehen benttigt und kann das durch das Auswerten der Formel
Fp herausfinden. Mit der Formel P(p A q) kann z.B. herausgefunden werden, ob
schon ein Gegenstand transportiert wurde, der so grofl war, dass ein Helfer bené6tigt
wurde und er das ganze Auto verstopft hat, wihrend —P(—q) gilt, falls bisher mit
jeder Fahrt nur ein Gegenstand transportiert wurde.

Dieses Modell hat einige Grenzen: Leider kann Herr Meier nicht herausfinden,
ob er fiir den ndchsten Gegenstand einen Helfer benotigt. Ebenfalls gibt es keine
Formel, die ihm sagt, ob er bis zum n#chsten Losfahren noch Hilfe benttigt, d.h.
ob bis zum néchsten Auftreten von ¢ die Formel —p gilt.

AuBlerdem sieht man, dass bereits fiir diesen kleinen Ausschnitt durch die Tran-
sitivitédt ein sehr uniibersichtlicher Graph entsteht, obwohl wir auch allein durch
die Kanten der Form (w;, w;;+1) die Reihenfolge, in der die Gegensténde eingeladen
werden miissen, eindeutig festlegen konnten.

Sollte die Liste der Gegenstéinde nicht enden, etwa weil Herr Meier schneller
einkauft als er Gegensténde in die neue Wohnung transportieren kann, finden wir
dann allerdings keine endliche Formel, die dquivalent zu F'¢ fiir ein ¢ € TL ist.

Im Folgenden sind die genannten Modallogik-Varianten und jeweils die dazu-
gehorige modale Basis zusammengefasst:
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Variante modale Basis 7
Einfache Modallogik ML := ({0}, p), p(0) =1

Multi-Modallogik {01,---,0n}, ), p(0i)
Temporale Logik TL:= ({F, P}, p), p(F)

1Vie{l,...,n}
p(P)=1

Tabelle 2.1: Ausgewihlte Modallogik-Varianten

2.3 Computation Tree Logic

Um die Aussagekraft der temporalen Logik von Einschrankungen fiir Modelle in die
Definition der Logik selbst zu verlagern, bedient sich ein grofles Teilgebiet der tem-
poralen Logik, die Familie der Computation Tree Logics, zusatzlich zur bereits ein-
gefithrten Auswertung von Formeln abhéngig von Nachfolgerwelten der Moglichkeit,
Formeln iiber ganze Pfade auszuwerten.

Fiir eine Relation R C W x W heifit x = zg,z1,... ein Pfad, falls w; € W und
(w;,wi11) € R fiir alle i € N. Es bezeichne aufierdem 2! den Suffix z;, x;11, .. ..

Die folgenden Definitionen orientieren sich an [2] und [5]. Wir wollen zwei Varian-
ten einfithren, LTL und CTL. Als Vorbereitung definieren wir zunéchst Syntax und
Semantik der allgemeineren Variante CTL*, die sowohl LTL als auch CTL enthélt.
Mit CTL* kénnen durch die nun zugelassenen Verzweigungen schliefilich auch Be-
rechnungsbaume analysiert werden.

Definition 2.11 (CTL*). Es sei VAR eine endliche Menge von Variablen. FORMcp+-
Formeln lassen sich unterteilen in Zustandsformeln und Pfadformeln. Wir definieren
FORMct+ rekursiv wie folgt:

e Fiir alle p € VAR ist p eine Zustandsformel.

o Fiir Zustandsformeln ¢, € FORMct+ und Pfadformeln w,x gilt:
1. =, (¢ N) und Ay sind Zustandsformeln.
2. ¢,=x, (X A7), X,y und [x until 7] sind Pfadformeln.
CTL*-Formeln werden auf Kripke-Strukturen fiir die einfache Modallogik ausge-
wertet. Die Semantik fiir CTL* ist wie folgt definiert:
Seien M = (W,R,V),p € VAR und w € W sowie ¢,v Zustandsformeln und

X, ™ Pfadformeln. Formeln kinnen entweder auf Pfaden oder in Welten ausgewertet
werden. In Welten konnen die folgenden Formeln ausgewertet werden:

e M,w = p genau dann, wenn w € V(p)
e M,w E ¢ genau dann, wenn M,w [~ ¢
e M,wkE ¢ ANy genau dann, wenn M,w = ¢ und M,w =

o M,w = A, genau dann, wenn fir alle in w beginnenden Pfade v = xg, x1, ...

gilt: M,z = x

Im Folgenden sei x = (xg,x1,...) ein Pfad. Die Giiltigkeit von Pfadformeln ist
definiert durch:
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e M,x |= ¢ genau dann, wenn x in einer Welt w = xy beginnt, sodass M,w = ¢
o M,z | —x genau dann, wenn M,x [~ x
e M,z =7 A x genau dann, wenn M,z =7 und M,z |= x

e M,z =[x until 7| genau dann, wenn M, z* |= m fiir ein k > 0 und M, 27 |= x
fir alle 0 < j <k

o M,z |= X, genau dann, wenn M,z |= x gilt.

Der Operator X erinnert dabei an die Box aus der bereits eingefiihrten Modallogik,
kann jedoch nicht in Welten ausgewertet werden, wihrend AX,, < Uy gilt. Auch ein
Aquivalent zum Diamanten lisst sich finden: Analog zur einfachen Modallogik fithren
wir dazu B, := ~A-, ein. Dann gilt EX, < Op. Zudem lésst sich der F-Operator
der einfachen temporalen Logik imitieren durch [true until ¢|. Fiir ¢ € FORMc*
schreiben wir G¢ als Abkiirzung fiir —=F—.

2.3.1 CTL

In der Regel interessiert man sich vor allem fiir die Giiltigkeit von Formeln in be-
stimmten Zustdnden der Berechnung, sodass in der Praxis in der Regel nicht die
Logik CTL* verwendet wird, sondern z.B. die Logik CTL, die eine Teilmenge von
CTL* ist. Ebenfalls fithren wir die lineare temporale Logik LTL ein, die ebenfalls
eine Teilmenge von CTL* ist. Die Definitionen fiir die Giiltigkeit einer Formel auf
einem Pfad werden in CTL nicht mehr explizit benétigt, sondern in der Semantik
der erlaubten Operatoren versteckt.

Definition 2.12 (CTL). Es sei VAR eine endliche Menge von Variablen. Dann ist
FORMcTL folgendermafien definiert:

e p € FORMcTL fiir alle p € VAR
e Fiir ¢,p € FORMcTL gilt:

(1) ~¢ € FORMcTL

(2) ¢ AN € FORMcTL

(3) AX¢ € FORMctL

(4) Al¢ until )] € FORMcTL

Dabei ist A[¢ until ¢] bei Auswertung in einer Welt w zu lesen als , Fiir alle von
w ausgehenden Pfade gilt solange ¢, bis ¥ gilt“ und AX¢ als ,,In allen direkten
Nachfolgerwelten von w gilt ¢“.

Beispiel 2.13

Wir betrachten ein zugbasiertes Strategiespiel, in dem der Spieler eine gewisse
Abfolge von Aktionen ausfithren muss, um zum Erfolg zu kommen, und eine Va-
riablenmenge VAR = {success, init, mission}. Fiir einen Zustand des Spiels gelte

e success, falls die Herausforderung erfolgreich abgeschlossen wurde,
e init, falls es sich um den Ausgangszustand handelt,

e mission, falls eine Zwischenmission bereits erledigt wurde.




2 Grundlagen

Es sei nun M = (W, R, V) ein Modell, wobei W die Menge der moglichen Spiel-
situationen ist und (w;,w2) € R genau dann, wenn der Spieler die Situation we
durch eine einzelne Aktion in w; herbeifithren kann. Die folgenden Anforderungen
an das Spiel konnen mittels CTL formuliert werden:

e 1 := init — EF'success (Das Spiel soll losbar sein, d.h. vom Startzustand
aus soll eine Aktionenfolge existieren, die zum Erfolg fiihrt.)

e o := E[—-mission until success A mission] (Es gibt einen Weg, das Spiel zu
gewinnen, bei dem erst im letzten Zug die Zwischenmission erledigt wird.)

e 3 := AFmission (Die Zwischenmission ist nach einer endlichen Anzahl an
Schritten erfolgreich abgeschlossen, egal wie der Spieler spielt.)

Aus technischen Griinden fiithren wir eine weitere Struktur ein, auf der CTL-
Formeln ausgewertet werden konnen, sogenannte Hintikka-Strukturen. Der wesent-
liche Unterschied ist, dass die Funktion V', die jeder Variablen die Welten zuordnet,
in denen sie gilt, durch eine Funktion L ersetzt wird, die eine Welt auf in ihr gel-
tende Formeln abbildet. Um eine Analogie zu den bereits eingefithrten Modellen zu
erhalten, fithren wir eine Reihe von Axiomen ein, die die Konsistenz der Funktion
L gewiéhrleisten sollen.

Definition 2.14 (Hintikka-Struktur). Eine Hintikka-Struktur ist ein Tupel M =
(W, R, L), sodass L fiir allew € W und ¢,1¢ € FORMcT_ die folgenden Eigenschaften
erfillt:

(H1) ~¢ € L(w) = ¢ & L(w)

(H2) ~—¢ € L(w) = ¢ € L(w)

(H3) ¢ A € L(w) = ¢ € L(w), € L(w)

(H) ~(6 A) € L(w) = ~¢ € L(w) oder v € L(w)

(H5) Alp until ] € L(w) = ¢ € L(w) oder ¢, AX Al until ) € L(w)

(H6) —Al¢ until ] € L(w) = —¢, ~b € L(w) oder —, ~AX Al until )] € L(w)
(H7) AX¢ € L(w) = fiir alle v mit (w,v) € R gilt ¢ € L(v).

(HS) ~AX¢ € L(w) = es existiert ein v mit (w,v) € R und ~¢ € L(v).

(H9) Alp until Y] € L(w) = fir alle Pfade x = xzg,x1,x2,..., die in w = xg
beginnen, gibt es ein i > 0, sodass v € L(z;) und ¢ € L(x;) fir 0 < j <i.

Man beachte, dass sich durch die Definition von E¢ und F¢ als Abkiirzungen
fiir ~A—p bzw. [true until ¢| das Axiomensystem im Vergleich zu [2] deutlich ver-
einfacht. (H9) beinhaltet zudem das Axiom (Hb5), allerdings werden wir spéter die
strikte Trennung benétigen. Dass Hintikka-Strukturen konsistent mit den vorher
eingefithrten Modellen sind, beweist das folgende Lemma:

Lemma 2.15. Jede Hintikka-Struktur (W, R, L) kann zu einem Modell M = (W, R, V')

erweitert werden, sodass

(x) ¢ € L(w) = M,w = ¢ fiir alle w € W.

10



2.3 Computation Tree Logic

Fiir jedes Modell M = (W, R, V) ist (W,R,w — {p € FORMctL | M,w E ¢})
eine Hintikka-Struktur. Wir nennen M’ auch die kanonische Hintikka-Struktur von

M.

Beweis. Die zweite Aussage ist offensichtlich, da die Giiltigkeit der Axiome direkt
aus der Definition der Semantik von CTL folgt. Wir zeigen daher nur den ersten Teil.

Sei VAR eine Variablenmenge. Wir setzen V(p) := {w € W |p € L(w)} fiir alle
p € VAR. Wir zeigen nun durch eine Induktion iiber ¢, dass fir M = (W, R, V)
bereits (x) erfiillt ist. Aus technischen Grunden miissen wir zusétzlich fiir alle ¢ die
folgende Aussage zeigen:

(xx) = € L(w) = M,w = —p fiir alle w € W.

(ILA.) Nach Konstruktion von V gilt fiir alle p € VAR: p € L(w) & w € V(p) &
M, w = p.

Ebenfalls gilt =p € L(w) @) pé Llw) e wdgV(p) & MwEp M wl=-p.

(I.S.) Es gelte (x) und (xx) fiir ¢, 9 € FORMc7 und deren Teilformeln (Induktions-
voraussetzung). Wir zeigen (*) und (xx) fiir die folgenden Formeln:

(1) ¢
Die Giiltigkeit von (x) folgt direkt nach Induktionsvoraussetzung. Wir
nehmen also an, dass ——¢ € L(w). Mit (H2) folgt ¢ € L(w) und mit
Anwendung der Induktionsvoraussetzung M, w | ¢ < M,w E ——¢.

(2) oAV
Zeige zunéchst (x): Mit (H3) folgt ¢ € L(w) und ¢ € L(w). Nach In-
duktionsvoraussetzung gilt dann M, w = ¢ und M, w = ¢ und folglich
M,w = ¢ N
Fiir =(¢ A ) € L(w) folgt mit (H4), dass —¢ € L(w) oder =) € L(w).
Wendet man die Induktionsvoraussetzung an, erhélt man M,w E —¢
oder M,w = —. Es gilt also in jedem Fall M, w [~ ¢ oder M,w = ¢
und damit M, w E oA < M,w = (o AY).

(3) Al¢ until ]
Aus A[¢ until ¢] € L(w) folgt mit (H9), dass fiir alle Pfade x = zq, z1, .. .,
die in w = ¢ beginnen, fiir ein ¢ > 0 gilt: ) € L(z;) und ¢ € L(x;) fiir
0 < j < i. Mit der Induktionsvoraussetzung gilt dann M, z; &= 1 und
M, z; = ¢ fiir alle Pfade z von w. Nach Definition folgt damit direkt
M, w = Al¢ until ).
Fiir (xx) gelte —A[¢ until ¢] € L(w). (H6) liefert, dass entweder
-, ) € L(w) oder =, ~AX A[¢p until ¥] € L(w).
Wir zeigen, dass es einen Pfad vg,v1,... von w = vy gibt, sodass ent-
weder =) € L(v;) fiir alle i oder ein j existiert, sodass —¢ € L(v;) und

—p € L(vy) fiir alle k& < j. Dalfiir fithren wir eine Induktion iiber die Lénge
dieses Pfades durch.

(ILA.) Mit (H6) folgt in jedem Fall -y € L(w) = L(vyp), sodass der Pfad vy
die Kriterien erfiillt.

11



2 Grundlagen

(I.S.) Sei vy, ...,v; ein Pfad der gewiinschten Form. Wir zeigen nun, dass
dann auch ein Pfad vg, v1, ..., vk dieser Form existiert.

Falls =¢ € L(v;) fiir ein i < k, sind wir fertig. Ansonsten gilt insbeson-
dere =¢ & L(vy), woraus mit (H6) folgt: ~AX A[¢ until ¢| € L(vg).
Dann existiert durch (H8) eine Welt vgyq mit (vg,vgp+1) € R und
—A[¢p until ¢| € L(vg41). SchlieBlich liefert (H6), dass —1p € L(vg41),
woraus die Aussage folgt.

Falls es fiir v, v1,... nun ein @ gibt mit M,v; = 1, dann muss wegen
) € L(fui)(I:\Q M,v; = = gelten: =0 € L(v;), d.h. nach obiger Be-
hauptung muss es ein j < i geben, sodass —¢, ) € L(v;) und folglich
M,vj | =d, M,vj | .
Nach der Definition von = folgt schlielich, dass M, w £~ A[¢ until ¢] <
M, w = —Alp until 9].

(1) AXo
Aus AX ¢ € L(w) folgt mit (HT7), dass fiir alle v € W mit (w,v) € R gilt:
¢ € L(v). Mit der Induktionsvoraussetzung folgt M, v = ¢, d.h fiir alle
(w,v) € W gilt M,v = ¢. Daraus folgt M,w = AX¢ nach Definition
und damit ().

—AX¢ € L(w) B s existiert ein v mit (w,v) € Rund —¢ € L(v). Die
Induktionsvoraussetzung liefert M, v = —¢, woraus schlieflich M, v = ¢
und damit M,w = AX¢ folgt. Nach Definition folgt M,w = —AX¢,
wodurch (xx) folgt.

Nach der rekursiven Definition von FORMct gilt damit (x) fiir alle ¢ € FORMcry.
O

2.3.2 LTL

Auch in der linearen temporalen Logik interessiert man sich fiir Berechnungen von
Programmen und die Giiltigkeit von Formeln zu gewissen Zeitpunkten dieser Be-
rechnung. Der wesentliche Unterschied ist, dass LTL keine Verzweigungen in den
Berechnungen zulésst, was zu den fiir CTL namensgebenden Berechnungsbidumen
fiihren wiirde, sondern stattdessen Formeln auf einem einzelnen Berechnungspfad
auswertet.

Definition 2.16 (LTL). Es sei VAR eine endliche Menge von Variablen. Dann ist
FORM_t_ folgendermafen definiert:

e p € FORM1 fiir alle p € VAR

o Fir ¢,v € FORMy 1 gilt:
(1) =¢ € FORM 1
(2) ¢ N € FORMTL
(3) X4 € FORM 1L
(4) & until ] € FORMLL

12



2.4 Endliche Modelleigenschaft

Da sowohl die durch (3) als auch die durch (4) erzeugten Formeln nach CTL*-
Definition auf Pfaden statt auf Welten ausgewertet werden, sehen die Modelle fiir
LTL etwas anders als die fiir CTL aus. Weil Formeln sowieso nur auf einem einzelnen
Pfad ausgewertet werden, bendtigen wir keinen Kripke-Rahmen zur Auswertung,
sondern ersetzen diesen durch einen Pfad.

Fiir einen Pfad « = zg, 1, ... ist implizit

W ={x;|i € N} und R = {(w;,w;1+1) | i € N}.
LTL-Modelle sind somit der Form
T = (x,V),

wobei V': VAR — P(W) wie gewohnt definiert ist. Wir schreiben fiir ¢ € FORM 1
nun '
7,4 = ¢ genau dann wenn (2, V) = ¢.

2.4 Endliche Modelleigenschaft

Abschlielend soll in diesem Kapitel definiert werden, was es fiir eine Modallogik-
Variante heift, die endliche Modelleigenschaft zu besitzen.

Beispiel 2.17

Wir betrachten die modallogische Formel ¢ = Op, die fiir eine Welt priift, ob sie
eine Nachfolgerwelt besitzt, in der p gilt sowie das Modell M = (W, R, V'), wobei

W = {wi | 1€ N},R = {(wi,wiﬂ) | 1€ N},V(p) =W.

@ @ wo w3
NN
{r} {r} {r} {r}

Offenbar gilt M = ¢, da jede Welt eine Nachfolgerwelt besitzt, in der p gilt.
Dieses Modell besitzt unendlich viele Welten, die fiir die Erfiilllung der Formel
jedoch keineswegs nétig sind, denn ein kleineres Modell, in dem jede Welt einen
Nachfolger hat, wére z.B. das folgende:

{r}

M = ({wo}, {(wo, wo)}, V'), wobei V'(p) = {wo}.
Offenbar gilt auch M’ wy = ¢, jedoch kommt das Modell nun mit einer endli-
chen Anzahl von Welten aus; es geniigt sogar eine einzige Welt.

13



2 Grundlagen

Dieses und ahnliche Beispiele motivieren die Frage, ob eine solche Vereinfachung
fiir beliebige Formeln moglich ist. Dadurch, dass mit den Operatoren [J und ¢ bei
endlich hiufiger Anwendung auch nur endlich weit geschaut werden kann, ist die
Intuition, dass endlich viele Welten fiir die Erfiillung einer modallogischen Formel
stets ausreichen sollten, sofern sie iiberhaupt erfiillbar ist. Diese Eigenschaft, dass
jede erfiillbare Formel bereits mit einem endlichen Modell erfiillt werden kann, heifit
endliche Modelleigenschaft. In Kapitel 3 werden wir zeigen, dass die einfache Mo-
dallogik tatséichlich die endliche Modelleigenschaft besitzt. Zunéchst miissen wir
allerdings prézisieren, was damit gemeint ist:

Definition 2.18 (Endliche Modelleigenschaft). Es sei T eine modale Basis. T besitzt
die endliche Modelleigenschaft, falls alle erfiillbaren ¢ € FORM;, auch auf einem
endlichen Modell erfiillbar sind.

Auf LTL kann diese Definition iibertragen werden, indem man fordert, dass jede
erfiillbare Formel auch auf einem endlichen Pfad erfiillbar sein muss, wihrend die
Definition fiir CTL exakt der Definition gleicht.

In diesem Kontext fithren wir auch den Begriff der modalen Tiefe ein, der uns
zeigt, wie lang die Pfade, die wir von einer Welt ausgehend verfolgen miissen, um
eine Formel (einfacher Modallogik) auszuwerten, maximal sind. Tatséchlich l&sst
sich durch den endlichen Grad einer Formel auch argumentieren, dass die Anzahl
der fiir die Formel iiberhaupt relevanten sichtbaren Welten endlich ist. Dieses Argu-
ment wird in Kapitel 3 vertieft, wenn die Konstruktion endlicher Teilmodelle durch
Bisimulationen untersucht wird.

Definition 2.19 (Modale Tiefe). Es sei VAR eine Menge von Variablen und 7 = (O, p)
eine modale Basis. Die modale Tiefe einer Formel ¢ € FORM., geschrieben d(p) ist
rekursiv definiert durch:

e d(p) =0 fiir alle p € VAR

o d(—yp) = d(p)

o d(¢ AY) = max{d(¢),d(v)}

o d(A(¢1y...y0n)) =1+ max{d(¢1),...,d(¢n)} fir alle A € O mit p(A) =
Beispiel 2.20

Die Formel ¢ := O0p A Op hat eine modale Tiefe von 2; es gilt d(p) =

d=max{2,1}=2

Soll die Formel in w; des Modells aus Beispiel 2.4 ausgewertet werden, sind die
Welten wy, ws usw. nicht sichtbar, weil der kiirzeste von wy zu ihnen fithrende Pfad
eine Linge von 3 > d(¢) hat. Die Existenz dieser Welten beeinflusst die Giiltigkeit
von ¢ in wp somit nicht.
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3 Einfache Modallogik

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass die Modallogik fiir beliebige modale Basen
die endliche Modelleigenschaft besitzt. Wir werden dafiir zunéchst die Methode der
Filtrierung wie in [1] einfithren und sie nutzen, um endliche Quotientenmodelle zu
erzeugen, die bestimmte Strukturen, fiir die wir uns interessieren, beibehalten. An-
schlieffend werden wir zeigen, dass die Filtrierung alle Anforderungen erfiillt, die wir
zum Nachweis der endlichen Modelleigenschaft einfacher modaler Logik benétigen.

Diese Ergebnisse aus [1] verallgemeinern wir im zweiten Teil fiir alle modalen
Basen, die nur unére Konnektoren einfithren (Multi-Modallogik). Dafiir ist nur eine
kleine Anpassung der Filtrierung notwendig und die Argumentation funktioniert
analog zur einfachen Modallogik.

Natiirlich beeinflusst die endliche Modelleigenschaft auch Erfiillbarkeitsprobleme
fir die Modallogik. Wir werden die konkrete obere Schranke fiir die Grofle eines
minimalen Modells fiir eine gegebene Formel ausnutzen, um einen naiven Brute-
Force-Algorithmus zu konstruieren, der die einfache Modallogik entscheidet. Das
Erfiillbarkeitsproblem formulieren wir durch die folgende Definition.

Definition 3.1. Die Sprache ModalSAT ist die Menge
{¢ € FORMy |3 M = (W, R, V) sodass fir ein w e W gilt: M, w = ¢}
aller erfillbaren modallogischen Formeln.

Fiir die Modallogik lassen sich verschiedene Rahmenklassen wie in [4] einfithren
(wir verzichten auf eine formale Definition), mit denen sich die Menge der moglichen
Modelle einschrinken ldsst. Rahmenklassen haben einerseits Auswirkungen auf die
Erfiillbarkeit von Formeln (z.B. ist pA—=Op fiir reflexive Rahmen nicht erfiillbar), an-
dererseits auch auf die endliche Modelleigenschaft. Mit Fokus auf dem zweitgenann-
ten Aspekt untersuchen wir beispielorientiert und ohne Anspruch auf Vollsténdigkeit,
welche Eigenschaften die Filtrierung beibehilt.

Schlieflich betrachten wir eine Moglichkeit, die endliche Modelleigenschaft auch
fiir mehrdimensionale Konnektoren zu zeigen, die im Wesentlichen auf einer leicht
abgewandelten Version von Bisimulationen aufbaut. Die entsprechende Argumenta-
tion fiir den Fall unérer Konnektoren ist ebenfalls in [1] zu finden.

3.1 Eindimensionale Konnektoren

3.1.1 Einfache Modallogik

Das Konzept der Filtrierung ist motiviert durch die Quotientengruppen aus der
Gruppentheorie, die uns erlauben, Gruppen so zu vereinfachen, dass wir fiir uns
irrelevante Merkmale eliminieren kénnen. Die Quotientengruppe Z/2Z eliminiert
z.B. Vielfache von 2, da wir uns nur fiir den Rest interessieren. Wir erreichen das
durch die Definition von Aquivalenzklassen bzgl. eines gewissen Merkmals, hier also

a~b:=a=b mod 2.
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3 Einfache Modallogik

Insbesondere ist die Quotientengruppe selbst eine Gruppe (bestehend aus den Aqui-
valenzklassen), sie erhélt also die grundlegenden strukturellen Eigenschaften.

Die Filtrierung fithrt eine Aquivalenzrelation ein, die die Welten eines Modells da-
nach einteilt, welche Formeln einer Formelmenge ® in ihnen erfiillt sind. Die struktu-
relle Eigenschaft, an deren Beibehaltung wir interessiert sind, ist in diesem Kontext
die Giiltigkeit von Formeln aus ®.

Im einfachsten Fall, dass ® = {p} fiir eine Variable p ist, erhalten wir damit fiir
M = (W, R,V) zwei Aquivalenzklassen, némlich V(p) und W\V (p).

Ahnlich wie Normalteiler in der Gruppentheorie eine Rolle spielen, kénnen wir ein
vergleichbares Konzept fiir die Modallogik entwerfen — unter Teilformeln abgeschlos-
sene Formelmengen ermoglichen spéter eine Induktion, mit der wir zeigen, dass die
Giltigkeit von Formeln aus ® beibehalten wird.

Definition 3.2 (Abschluss unter Teilformeln). Es sei ® eine Menge von Formeln.
D heifit abgeschlossen unter Teilformeln, falls Folgendes gilt:

o pecd=0pcP
e NP EP=0peDPundyp € ®
° A(¢1,...,¢n)6¢:>¢1,...,¢n6(19

Fiir eine Formel ¢ bezeichnet sub(y) den Durchschnitt aller unter Teilformeln ab-
geschlossenen Mengen, die ¢ enthalten.

Definition 3.3 (Filtrierung). Es sei M = (W, R, V) ein Modell fir die einfa-
che Modallogik und ® abgeschlossen unter Teilformeln. Dann definieren wir die
Aquivalenzrelation ~g auf W wie folgt:

w~g v g.dw Mow = e M | e fir ale € @

Fiir w € W schreiben wir |w|e fir {v e W |v ~p w} und Wo = {|w|e |w € W}.
Ein Modell ./\/l{b = (WI, RS, V) heifit Filtrierung von M iiber ®, falls

(1) Wi=Wsg

(2) (lwls,|v|e) € RF fir alle (w,v) € R (d.h. alle Verbindungen, die zwischen
Welten im urspriinglichen Modell bestanden, miissen auch zwischen den ent-
sprechenden Aquivalenzklassen bestehen)

(3) Falls (Jw|e, |v|e) € Rf und O¢ € ®, dann gilt M,v = ¢ = M,w = Oo.
(4) Fiir jede in ® vorkommende Variable p gilt |w|e € VI (p) g.dw. M,w = p.

Die dritte Anforderung an Filtrierungen wurde vor allem aus technischen Griinden
formuliert, sie ist allerdings nicht notwendig, wenn wir die Forderung in (2) so
verschirfen, dass fiir jede Kante (Jw|e,|v|e) € R/ auch w' € |w|e,v’ € |v]e exis-
tieren miissen mit (w’,v’) € R (d.h. es diirfen nur dann Kanten zwischen zwei
Aquivalenzklassen eingefiigt werden, wenn zumindest eine Kante zwischen beliebi-
gen Représentanten der jeweiligen Klassen besteht). Um das zu sehen, stellen wir
zunéchst fest, dass aus Q0¢p € ® auch ¢ € ¢ folgen muss. Wenn wir nun eine Kan-
te (Jwle, |vls) € RS der Form aus (3) betrachten, d.h. M,v |= ¢, dann folgt fiir
alle v/ € |v|g, dass M, v’ = ¢. Aufgrund von (|w|s, |v|e) € R/ muss dann fiir ein
w' € |w|e und ein v € |v|e gelten: (w',v') € R. Es ist leicht zu sehen, dass dann
M, w' = Q¢ gelten muss und — wegen Q¢ € ® — entsprechend auch M, w” = Q¢ fiir
alle w” € |w|s.
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3.1 FEindimensionale Konnektoren

Beispiel 3.4

Es seien ® = {p4, Ops} und M = (W, R, V) ein Modell iiber der Variablenmenge
{pr |k € N*} mit W = {w; |1 € N}, V(pr) = {wg, | n € N} fur alle £ € N* und
R = {(wi,wiﬂ) | 1€ N}

® ist offenbar unter Teilformeln abgeschlossen.

Dann gilt w ~g¢ v fiir w,v € W, falls M,w = py & M,v | ps und M,w =
Ops & M, v = Opy.

In jeder der Welten w € W gilt eine bestimmte Teilmenge der Formeln in ®. Es
gilt P(®) = {0, {pa}, {Opsa}, P}, es gibt also vier Moglichkeiten fiir jedes w, welche
Formeln aus ¢ in w gelten.

Es gilt

o M wy E ps und M, wyy ~= Opy fir alle k € N
o M, wypi3 = psund M, wypq3 = Opa fir alle k € N
o M, wypi; = ps und M, wygy; = Opy fiir alle k € N und i € {1,2}

Tatsiichlich gibt es also nur drei Aquivalenzklassen, sodass We = {|wo|e, |wi|e, |w3|e}
gilt.

Wir definieren das Modell M{ = (Wé , R/, V) und gemiB (4) der Definition
3.3 setzen wir V7 (p4) = {|wo|s}. Fiir alle anderen Variablen py ist V/ (py,) beliebig,
wir setzen also V/(py) = () fiir alle 4 # k € N*.

Zudem gilt RN = {(Jwolo, lwile), (lwile, lwile), (Jwile, [wsle), (Jwsle, lwole)},
damit M/ (2) aus der Definition erfiillt ist (die Kanten zwischen den Welten in
M iibertragen sich auf die entsprechenden Aquivalenzklassen).

Priife nun, ob (3) gilt. Da M, w = ps = |w|e = |wo|s, bleibt die Aussage nur fiir
die einzige in |wg|e eingehende Kante (|ws|s, |wo|e) zu zeigen. Fiir alle wyy, 13 € W,
n € N gilt aber (W13, Want4) € R. Da wap g = Wy(n+1), Silt aber M, wap 14 = pa,
also auch M, w443 = Ops und insbesondere M, wyp44 = ps = M, want3 = Ops
fiir alle n € N.

Damit ist Mé eine Filtrierung von M iiber ®.

{p4} 0 0
Fiir die Filtrierung aus dem letzten Beispiel kann schnell nachgepriift werden,
dass fiir alle p € ® gilt: M,w E ¢ & Mé, |lwle = . Ebenfalls haben wir im

Beispiel gesehen, dass die Kardinalitit der Potenzmenge von ® die Anzahl der
Aquivalenzklassen und damit auch die GroBe der Filtrierung beschrinkt.
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3 Einfache Modallogik

Mit den beiden folgenden Lemmata zeigen wir, dass das letzte Beispiel kein Son-
derfall ist und dass die genannten Eigenschaften stets gelten. Insbesondere existiert,
falls M, w = ¢ fiir eine Welt w des Modells M gilt, auch in jeder Filtrierung nach
® mit ¢ € ® eine entsprechende Welt, in der o erfiillt ist. Die endliche Modelleigen-
schaft folgt also direkt aus diesen beiden Eigenschaften (Satz 3.7).

Lemma 3.5. Es set M = (W, R, V) und ® abgeschlossen unter Teilformeln mit
@ € ®. Dann gilt Mé, lwle E v < M,w = ¢.

Beweis. Sei VAR die Menge der in ® vorkommenden Variablen. Wir fithren eine
Induktion iiber die modale Tiefe der Formel ¢ durch.

(LA.) d(p) =0:

Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber die Anzahl der Anwendungen
von = und A.

(ILA.) Angenommen, ¢ enthidlt weder — noch A. Aus d(p) = 0 folgt, dass
¢ € VAR. Sei also ¢ = p fiir p € VAR. Nach (4) aus der Definition von
MY gilt M,w = p g.d.w. ML, Jw|e = p fiir alle p € VAR.

(I.S.) Sei ¢ = —¢. Nach Induktionsannahme gilt M, w = ¢ genau dann, wenn

Ml ,|Jwle E ¢, da ® unter Teilformeln abgeschlossen ist und somit ¢ € ®
gilt. Wir haben also:

Mw = —¢ & M,w [~ ¢
& MY, [wle 1 o
& M, lwle ¢
Analog gilt fiir ¢ = ¢ A ¥ nach Induktionsannahme M, w | ¢ g.d.w.
Mé, lwle E ¢ und M, w E ¢ g.d.w. Mé, |lwle = 1. Es gilt also:
MuwEoANY S MwE¢und M,w =1
& M}, [wlo | ¢ und MY, s = o
& M, [wls = ¢ A

(LS.) n+— n+1: Es gelte ML, jw|e = 0 < M, w = 0 fiir alle 0 mit d(6) < n.
Dann sei ¢ = Q¢ € ®.

»=“ Es gelte M,w = Q¢. Dann hat w in M eine Nachfolgerwelt v, sodass
M, v |= ¢. Es gilt dann (w,v) € R und nach (2) der Definition von ./\/lf, dass
(Jw|e, |v|s) € RI. Nach Induktionsannahme gilt dann auch ./\/lé, lvle = ¢, da
¢ € ® wegen des Abschlusses von ® unter Teilformeln ist.

Aus (|w]s, [v]e) € R und M, [v]s | ¢ folgt MG, |w]e = O¢.

,<=“: Es gelte ./\/lé, lw|le = O¢. Dann gibt es eine Welt |v|e € W/, sodass
Mé, lv|e = ¢ und (Jw|e, [v|s) € Rf. Da ¢ € ® (s.0.), folgt nach Induktionsan-
nahme, dass M, v = ¢. SchlieBlich folgt dann aber durch (3), dass M, w = 0¢.

O]

Lemma 3.6. Es sei ® = {p1,...,p,} eine unter Teilformeln abgeschlossene For-
melmenge und M = (W, R, V') ein Modell. Dann gilt |[Wg| < 2.
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3.1 FEindimensionale Konnektoren

Beweis. Sei f: W — P(®) durch |w|e — {p € & | M,w = ¢} definiert. Fiir zwei
Welten w,v € W folgt aus f(|v|s) = f(Jw|s), dass in v und w genau die gleichen
Formeln aus @ erfiillt sind, also v ~¢ w. Es folgt also weiter |v|p = |w|p, d.h. f ist
injektiv. Daraus folgt aber mit Lemma 2.1 und 2.2 |Wg| < [P(®)| = 2%l =9n O

Die entstehenden Aquivalenzklassen (AK) koénnen auch explizit iiber die in ih-
ren Welten geltenden Formeln aus ® angegeben werden. Dadurch, dass im ge-
gebenen Modell selten alle Kombinationen abgedeckt werden, ist die Anzahl der
Aquivalenzklassen in der Regel deutlich kleiner als 27, etwa fiir den Fall, dass wie
z.B. bei 1 = Op, 2 = —Op die Formeln in ® = {¢1,..., vy} widerspriichlich sind.

AK erfiillte Formeln
0 Q1 ... TWPp—1 TPn
1 YL e TPYp—1 Pn
2 | . ®n—1 ¥n
2” — 1 gpl . SOn—l Qon

Tabelle 3.1: Aquivalenzklassen der Relation ~g fiir ® = {p1,..., 0}

Mithilfe dieser beiden Eigenschaften sind wir schliefflich in der Lage, zu zeigen,
dass die einfache Modallogik die endliche Modelleigenschaft besitzt.

Satz 3.7 (Endliche Modelleigenschaft der einfachen Modallogik). FEs sei ¢ eine
modallogische Formel. Falls es ein Modell gibt, das ¢ erfillt, dann gibt es auch ein
endliches Modell, das o erfiillt.

Beweis. Es sei M = (W, R, V) ein Modell, sodass M, w [= ¢ fiir ein w € W. Setze
® := sub(p), wobei sub(p) die Menge der Teilformeln von ¢ bezeichnet. Insbesondere
gilt v € sub(yp).

Konstruiere nun Mé = (WS, R/, V). Offenbar ist sub(y) endlich. Setze also
m := |sub(¢)|. Nach Lemma 3.6 gilt dann |Wg| < 2™, insbesondere ist Wy also
endlich. Daraus folgt, dass auch W/ = Wg endlich ist. Insgesamt ist Mé damit ein
endliches Modell.

Nach Voraussetzung gilt M, w = ¢. Nach Lemma 3.5 gilt somit auch /\/lé), lwle = ¢,

also ist ./\/l{‘lc> ein endliches Modell, das ¢ erfiillt. O

3.1.2 Modallogisches Erfiillbarkeitsproblem

Besondere Auswirkungen hat dieses Resultat zum Beispiel auf Entscheidungsproble-
me im Zusammenhang mit der Modallogik, sodass der Beweis der Entscheidbarkeit
von ModalSAT direkt aus der endlichen Modelleigenschaft folgt. Fiir eine gegebene
modallogische Formel ¢ kann nun eine obere Schranke fiir die Anzahl der minimal
erforderlichen Welten in einem erfiillenden Modell angegeben werden. Die zu un-
tersuchenden Modelle beschrénken sich dadurch auf eine endliche Zahl, was einen
einfachen (wenn auch ineffizienten) Entscheidungsalgorithmus liefert.

Korollar 3.8. ModalSAT ist entscheidbar.
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3 Einfache Modallogik

Beweis. Es sei ¢ € FORMpy Angenommen, ¢ ist erfiillbar. Dann gibt es ein Modell
M, das ¢ erfiillt. Dann erfiillt auch M{ub(@ die Formel ¢, d.h. es gibt ein endliches

Modell mit héchstens n = 215U Welten, das ¢ erfiillt. Es geniigt also, fiir alle
Modelle mit < n Welten zu priifen, ob sie ¢ erfiillen. Der folgende Algorithmus
leistet das Gewiinschte:
Eingabe: Modallogische Formel ¢, die 0.B.d.A. nur die Variablen p1, ..., p; enthélt.
1: n = 2lsub(¥)l
2: for all1 <i<ndo
3 Setze W = {wy, ..., w;}.
4 for all RC R x R do
5: for all V: {p1,...,pr} = P(W) do
6: Definiere M = (W, R, V).
7 for all w e W do
8 if M,w = ¢ then return ,erfiillbar*
9: return ,unerfiillbar”
Es gibt [P(W x W)| = 2W>xWI = 2lWI* mggliche Relationen auf W. Die Anzahl
moglicher Funktionen V ist durch [P(W)|* beschrinkt, also ebenfalls endlich.
FEine Formel kann schliefllich durch sukzessives Auswerten aller Teilformeln in
endlicher Zeit ausgewertet werden.
Der Algorithmus arbeitet damit nur auf endlichen Strukturen und alle Schleifen
werden endlich oft ausgefiihrt, sodass das Ausprobieren aller moglichen Modelle in
endlicher Zeit erfolgen kann. Insbesondere sind alle Schritte berechenbar. O

3.2 Verallgemeinerungen

3.2.1 Multi-Modallogik

Um zu zeigen, dass die Filtrierung sich nicht nur fiir den Nachweis der endlichen
Modelleigenschaft einfacher Modallogik eignet, nehmen wir nachfolgend eine kleine
Anpassung an der Definition vor, sodass sich die gesamte Argumentation auch fiir die
Multi-Modallogik durchfiihren lésst. In dieser neuen Variante der Filtrierung fordern
wir dabei fiir jeden Konnektor dieselben Eigenschaften wie im eindimensionalen Fall.

Definition 3.9. Es sei M = (W, Ry, ..., Ry, V) ein Modell fiir eine Multi-Modallogik
und ® eine unter Teilformeln abgeschlossene Formelmenge von multi-modallogischen
Formeln.

Ein Modell Mé, = (W4, R{, e ,Rfl, V) heift Filtrierung von M iiber ®, falls

(1) Wi =Wg
(2) (|wle,|v|e) € sz fir alle (w,v) € R, 1 <i<n.

(3) Falls (|w|s, |v]e) € sz und O;¢ € ®, dann gilt M,v = ¢ = M,w = Q¢ fir
allel <4 <n.

(4) Fiir jede in ® vorkommende Variable p gilt |w|e € V/(p) g.dw. M,w = p.

Anschlieend gelten dieselben Resultate wie auch schon fiir die einfache Mo-
dallogik. Dass endliche Mengen ® zu endlichen Filtrierungen fiithren, funktioniert
vollsténdig analog. Auch die endliche Modelleigenschaft folgt aus der Eigenschaft

M,w):gca(:)/\/lé,|w\q> ):90
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3.2 Verallgemeinerungen

fiir alle ¢ € ® genauso wie bei der einfachen Modallogik. Daher beschranken wir uns
hier auf den Beweis der soeben genannten Eigenschaft.

Lemma 3.10. Es sei M = (W, Ry,..., Ry, V) ein multi-modallogisches Modell und
® abgeschlossen unter Teilformeln mit ¢ € ®. Dann gilt

M Jwls | o & Mw = ¢,
Beweis. Analog zu Lemma 3.5 fiithren wir eine Induktion iiber d(y) durch.

(LA.) d(¢) =0:

Wie im Beweis von Lemma 3.5.

(LS.) n.— n+1: Es gelte M}, |wle |= 0 < M, w = 6 fiir alle § mit d(6) < n.
Dann sei ¢ = Q¢ fiir ein k mit 1 < k < n und d(¢) = n.

,=“: Es gelte M,w | Or¢. Dann existiert ein v € W mit (w,v) € Ry und
M, v = ¢. Es folgt mit (2) aus der Definition von MZ, dass (Jw|e, [v]e) € Ri.
Nach Induktionsannahme gilt dann auch Mé, lvle = ¢, da ¢ € @ wegen des
Abschlusses unter Teilformeln gilt und d(¢) < n.

Es folgt aus (|w|e, [v|e) € R£ und Mé, [v|e = ¢, dass Mé, lwle = Oro gilt.

,<=“: Es gelte ML |w|o = Orp. Dann gibt es eine Welt |v|e € W/, sodass
M{;,|v|¢, E ¢ und (Jw|s, |v]e) € R};. Da ¢ € ® (s.0.), folgt nach Induk-
tionsannahme, dass M,v = ¢. Schliefllich folgt dann aber durch (3), dass

O]

Satz 3.11 (Endliche Modelleigenschaft der Multi-Modallogik). Es sei ¢ eine multi-
modallogische Formel. Falls es ein Modell gibt, das @ erfillt, dann gibt es auch ein
endliches Modell, das ¢ erfillt.

Beweis. Analog zur endlichen Modell-Eigenschaft bei einfacher modaler Logik folgt
die Behauptung aus Lemma 3.10 und der Endlichkeit von W bei endlichem ®. []

3.2.2 Rahmeneigenschaften

Bisher haben wir fiir die einfache Modallogik stets betrachtet, ob fiir eine Formel, die
auf einem beliebigen Rahmen erfiillbar ist, ein beliebiger endlicher Rahmen existiert,
auf dem die Formel erfiillbar ist. Wir wollen die Untersuchung eindimensionaler
Konnektoren nun damit abschlieffen, zu untersuchen, welche Rahmeneigenschaften
Filtrierungen im Allgemeinen beibehalten und welche nicht.

Informell kénnen wir Rahmenklassen als eine Teilmenge aller Kripke-Rahmen
auffassen, sodass die Graphen aller zur Teilmenge gehoérenden Rahmen bestimm-
te strukturelle Eigenschaften (z.B. Transitivitit) erfiillen. Moglich ist formal z.B.
eine axiomatische Einfithrung wie in [4] (im Falle von transitiven Rahmen muss
dann stets Oy — OO erfiillt sein). Die nachfolgend abgebildete Tabelle enthélt ei-
ne Auswahl moglicher Rahmenklassen, von denen wir hier allerdings nur einen Teil
abdecken werden.

Fiir eine Rahmenklasse A und ein Modell M = (F, V') mit einem Rahmen F € A
schreiben wir auch M € A.
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3 Einfache Modallogik

Rahmenklasse Eigenschaft
K alle Rahmen
T reflexive Rahmen
K4 transitive Rahmen
B symmetrische Rahmen
S4 transitive und reflexive Rahmen
S5 Aquivalenzrelationen

Tabelle 3.2: Einige Rahmenklassen fiir Kripke-Modelle

Es schliet sich fiir Rahmeneigenschaften, die von der Filtrierung nicht beibehalten
werden, das Problem an, dass wir fiir die entsprechenden Rahmenklassen die endliche
Modelleigenschaft nicht mehr wie bisher gesehen nachweisen kénnen. Tatséichlich
gibt es sogar Rahmenklassen, die die endliche Modelleigenschaft gar nicht besitzen.

Zunichst schauen wir uns an, welche Eigenschaften die Filtrierung beibehilt. Es
ist offensichtlich, dass die Filtrierung die Reflexivitdt eines Modells beibehilt, da
fiir alle M = (W, R,V) mit w € W aus (w,w) € R stets (|w|g, |w|e) € R/ fiir alle
Formelmengen ® und Filtrierungen /\/lé = (WS, Rf, V1) folgt.

Auch symmetrische Rahmen bleiben bei der Filtrierung erhalten, weil fiir
(|w|e, |v|e) € R/ mit der Bemerkung auf Seite 16 folgt, dass es w’ € |w|e, v’ € |v]e
geben muss, sodass (w’,v’) € R. Mit der Symmetrie von R folgt (v/,w’) € R. Die
Filtrierung ist dann wegen (2) aus Definition 3.3 auch symmetrisch.

Transitivitat wird jedoch nicht beibehalten, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.12

Wir betrachten das folgende Kripke-Modell M = (F,V) mit F wie abgebildet
und V(p) = {wi1,ws} sowie die Formelmenge ® = {p, Op}.

= &=

Offenbar ist der M zugrunde liegende Rahmen transitiv, allerdings lésst sich
Mé mithilfe der Aquivalenzklassen

hd ”LU()’(I) mit M’wo I;ép und Mawo ’: pr
e |wi|e = |w2|e mit der geltenden Formel p und

o |ws|e mit M, wy = p und M, wy = Op

konstruieren wie folgt:

{r}
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3.2 Verallgemeinerungen

Nun ist ./\/lé aber nicht mehr transitiv, da (jwols, |wi|e) € R und (jwi|s, |ws|s) € R/,
aber (Jwols, |ws|e) & RY.
Tatsédchlich besitzt die einfache Modallogik, wenn man sie auf die Rahmenklasse
K4 einschrankt und zusétzlich Irreflexivitéat fordert, die endliche Modelleigenschaft
nicht.

Satz 3.13. Fiir die modale Basis ML der einfachen modalen Logik gilt:

1. ML besitzt die endliche Modelleigenschaft bzgl. der Rahmenklassen T und B.

2. ML besitzt nicht die endliche Modelleigenschaft bzgl. der Rahmenklasse aller
transitiven, irreflexiven Rahmen

Beweis. (1) folgt direkt daraus, dass die Filtrierung die entsprechenden Rahmenei-
genschaften beibehélt.

Fiir den Beweis von (2) konstruieren wir ein Gegenbeispiel mithilfe der Formel
¢ = Op AOOp. Fiir M = (N, <, V) und V(p) = N gilt M,1 = ¢, d.h. ¢ ist auf
einem transitiven, irreflexiven Modell erfiillbar.

Gleichzeitig sei nun M’ = (W', R', V') ein beliebiges transitives und irreflexives
Modell, wy € W/ und M’, wy = ¢. Wir zeigen nun durch Induktion, dass M einen
unendlich langen Pfad der Form wo, w1, wo, ... mit w; # w; fiir alle ¢ # j enthalten
muss.

(ILA.) Da M, wq = Op gelten muss und M irreflexiv ist, muss es eine Welt w; € W’
mit wy # wy und (wp,w1) € R’ und wy € V'(p) geben.

(L.S.) Es sei wp,...,w, € W/ mit (w;,w;+1) € R’ fiir alle 0 < i < n. Dann gilt
wegen der Transitivitit von R’ auch (wg,w,) € R'. Wegen M’ wy = OOp
muss dann M’ w,, E Op gelten. Es muss also eine Welt w’ € W’ existieren
mit (wp,w’) € R und w’' € V'(p). Zusitzlich gilt v’ # w;, da ansonsten die
Kanten (w;, w’) und (w’,w;) in R enthalten sein miissen und das Modell dann
nicht mehr irreflexiv wire.

Folglich impliziert die Giiltigkeit von ¢ in einer Welt eines Modells die Existenz
eines unendlichen einfachen Pfades. Wenn M’ nun aber einen unendlich langen Pfad
enthalten muss, ist M’ selbst unendlich und ¢ damit nicht auf einem endlichen
Modell erfiillbar. O

Es scheint etwas willkiirlich, sich auf transitive, irreflexive Rahmen einzuschrénken,
doch diese Einschrankung haben wir bereits im zweiten Kapitel bei der Einfithrung
der einfachen temporalen Logik gesehen. Auflerdem wird im vierten Kapitel im Zu-
sammenhang mit LTL ein vergleichbares Argument herangezogen.

Korollar 3.14. Die einfache temporale Logik besitzt die endliche Modelleigenschaft
nicht.

Beweis. In der einfachen temporalen Logik sind nur transitive, irreflexive Rahmen
zugelassen. O
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3 Einfache Modallogik

3.3 Mehrdimensionale Konnektoren

Um das Kapitel iiber die modale Logik abzuschlielen, lassen wir in diesem Abschnitt
nun auch mehrdimensionale Konnektoren zu. Das présentierte Vorgehen ist fiir den
Fall unérer Konnektoren eine Alternative zur Filtrierung, allerdings mit dem grofien
Nachteil, dass deutlich weniger strukturerhaltende Eigenschaften existieren.

Die Idee fiir die hier prisentierte Argumentation ist schon aus dem zweiten Ka-
pitel bekannt und basiert darauf, dass Formeln weder unendlich viele verschiedene
Aussagen bis zu einer festen maximalen modalen Tiefe ausdriicken kénnen noch un-
endlich weit blicken kénnen (d.h. nur Welten, die durch entsprechend kurze Pfade
erreichbar sind, sind iiberhaupt sichtbar — vgl. Beispiel 2.20). Bisher haben wir noch
keine der beiden Behauptungen formal gezeigt. Wir beginnen daher damit, die erste
Behauptung im folgenden Lemma zu beweisen.

Lemma 3.15. Sei 7 eine endliche modale Basis. Dann ist die Anzahl der (bis
auf logische Aquivalenz) verschiedenen Formeln ¢ € FORM, dber einer endlichen
Variablenmenge mit d(yp) < n fir jedes n € N endlich.

Bewets. Wir fithren eine Induktion iiber n durch.

(LLA.) Sei ¢ € FORM, mit d(¢) = 0. Ob ¢ in einer Welt w erfiillt ist, hingt nun
ausschlielich von den in der Welt geltenden Variablen ab. Sei nun |[VAR| = k.
Dann gibt es genau 92" Moglichkeiten (fiir jede der 2% Belegungen kann die
Formel entweder wahr oder falsch sein), die in w geltenden Variablen auf
einen Wahrheitswert abzubilden, also (bis auf Aquivalenz) nur endlich viele
7-Formeln von modaler Tiefe 0.

(I.S.) Die Aussage gelte fiir 1,...,n. Sei also ¥,, := {11,..., 9%} so gewihlt, dass
fiir alle v» € FORM, mit d(v)) < n gilt: ¥ < 1), fiir ein ¢; € ¥,,. U, existiert
nach Induktionsvoraussetzung. Fiir alle A € O definiere

5 = {A(¢1,...,0pn)) | $i € Uy und d(¢;) < m fiir alle 1 < i < p(A)}

Da es fiir alle ¢; nur endlich viele Moglichkeiten gibt, gibt es entsprechend
auch nur endlich viele Kombinationsmdoglichkeiten, sodass &% endlich ist. Nun
ist zudem ®,, := {‘I’ﬁ | A € O} wegen der Endlichkeit von O eine endliche
Vereinigung endlicher Mengen und damit selbst endlich.

Wenn wir nun ®,, als Variablenmenge fiir Formeln mit modaler Tiefe n + 1
auffassen, erhalten wir genau den Fall aus dem Induktionsanfang. Folglich ist
auch {¢ € FORM; | d(¢) < n+ 1} endlich.

O]

Um die zweite Behauptung zu zeigen, benutzen wir n-Bisimulationen. Bisimula-
tionen im Allgemeinen sind Relationen zwischen den Welten zweier Modelle, sodass
immer genau solche Welten in Relation zueinander stehen, fiir die die gleichen Va-
riablen gelten und von denen aus vergleichbare Welten erreichbar sind.

Der hier betrachtete Sonderfall schréinkt die Forderung so ein, dass wir die er-
reichten Welten nur bis zu einer maximalen Pfadldnge iiberpriifen. Weil die Formeln
ohnehin nur endlich weit blicken konnen, ist die Intuition, dass das ausreicht.

24



3.3 Mehrdimensionale Konnektoren

Definition 3.16 (n-Bisimulation). Es seienn € N, 7 = (O, p) eine endliche modale
Basis, VAR eine endliche Variablenmenge und M = (W,{Ra | & € O},V) sowie
M = (W' {R, | & € O}, V') 7-Modelle mit x € M,z’ € M'. Fiir eine Folge von
Relationen Z, C Z,_1 C -+ C Zy C W x W' heifst Z,, eine n-Bisimulation zwischen
x und ', falls

(1) (z,2') € Z,
(2) (w,w') € Zy = V(w) =V'(w')

(8) Firalle0 <i <nundA € O: Falls (w,w') € Zi11 und (w,v1,...,v,)) € Ra,

dann existieren v; mit (vj,v;) € Z; und (w’,vi,...,v;(A)) € R, fir alle
1<j<p(D).

(4) Fiiralle0 <i <nund A € O: Falls (w,w') € Zipq und (w',v,. .. ,v'p(A)) €R,,
dann ezistieren v; mit (vj,v;) € Z; und (w,v1,...,vy)) € Ra fir alle
1 <75 <p(D).

Falls zwischen x und x’ eine n-Bisimulation existiert, schreiben wir auch x =, x’.

Die strukturerhaltende Eigenschaft von mn-Bismulationen, die wir intuitiv auch
herbeifiihren wollten, ist, dass in zwei Welten w,w’ in zwei Modellen M, M’ mit
w =, w' die gleichen modallogischen Formeln mit modaler Tiefe < n erfiillt sind.

Lemma 3.17. Sei 1 eine endliche modale Basis, VAR eine endliche Variablenmenge
und M, M’ T-Modelle. Dann sind fir alle Welten w aus M und w' aus M’ die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) w2, w'
(2) Fiir alle p € FORM, mit d(p) < n gilt M,w E ¢ & M v E .
Beweis. ,,=*“: Wir fiithren eine Induktion iiber n durch.

(ILA.) Falls w 2( w’, dann gilt nach Definition V(w) = V(w’). Da alle modallogi-
schen Formeln mit der modalen Tiefe 0 aussschlielich von den in der Welt,
in der sie ausgewertet werden, geltenden Variablen abhéngen, folgt daraus die
Behauptung.

(I.S.) Es gelte (1) = (2) fiir alle m < n.

Sei A € O beliebig und p(A) = k. Dann seien ¢1,...,¢, € FORM; mit
d(¢;) <nfirallel <i<kund we=, w'.

M, w = A(¢r, .-, )
< vy, € W mit (w,vg,...,08) € Ra,Movi =@ Vi1 <i<k
= Jv), ..., v, € Womit (w',0],...,0,) € Ra,v; 2,0 Vi1 <i<k
= Jv), ..., v, € Womit (w',v],...,v) € Ra, M vl E ¢ Vi1 <i<k
& M, = A, ., )

Die dritte Zeile folgt mit w =,41 w’ aus Bedingung (2) der Definition 3.16
und die vierte Zeile aus der Induktionsvoraussetzung mit d(¢;) < n fiir alle 1.
Die Riickrichtung von M’ nach M kann exakt analog gezeigt werden.
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3 Einfache Modallogik

s=“Sei M= (W,R, V) und M" = (W' R, V'"). Wir zeigen, dass
Zr = {(v,v") e WxW'|M,v | ¢ & M' v |= o fiir alle o € FORM, mit d(¢) < k}

mit 0 < k < n eine n-Bisimulation ist. Fiir w € W und w’ € W’ gelte dafiir (2). Es
ldsst sich nun nachpriifen, dass dann (1) bis (4) aus Definition 3.16 erfiillt sind.

(1) und (2) gelten offensichtlich nach Voraussetzung. Wihle (w,w’) € Zj, fiir ein
1 < k < n. Wir nehmen nun an, dass ein v € W existiert, das Bedingung (3)
verletzt, d.h. fiir ein A € O gibt es eine Kante (w, v1,...,v,a)) € Ra, fiir die keine
vi,...,v’p(A) € W' existieren mit (w’,vi,...,v’p(A)) € R\ und (v;,v)) € Zj_; fir
alle 1 <1i < p(A).

Sei also S’ = {(U’l,...,v;(m) e W x - x W | (w’,vi,...,v;(A)) € RL\}
die Menge aller Nachfolgertupel von w’ in M’. S’ ist nichtleer, da ansonsten
M w' E-A(T, ..., T), aber M,w |= A(T, ..., T), weil w Nachfolger v1,...,v,)
hat (und dann wire (w,w’) € Zy).

Nun muss es fiir alle (v’l,...,v,’o(A)) € S"ein 1 < i < p(A) und eine Formel
¢ mit d(¢) < k — 1 geben, sodass M’ v = ¢, aber M,v; = ¢. Setze fiir jedes
solche ¢ f(¢) = i. Da nach Lemma 3.15 nur endlich viele logisch nicht dquivalente
Formeln mit modaler Tiefe < k — 1 existieren, ldsst sich eine endliche Liste solcher
Formeln ¢1, ..., ¢, finden, sodass fiir alle (v],..., v;) ( A)) wie oben ein ¢ existiert mit
M ) = ¢ und M, v; = ¢, fiir ein ¢; mit f(¢;) = i. Es folgt dann aber fiir

@ = A( /\ ¢ja /\ ¢j7"'7 /\ ¢])7
{1fe)=1}r {7l f(¢;)=2} {71 f(95)=p(2)}

dass M, w = ¢ und M’ w' = . Well fir alle ¢; gilt: d(¢;) < k—1, muss d(p) < k
gelten. Dann folgt aber (w,w’) € Zj im Widerspruch zur Annahme. Damit muss (3)
aus der Definition der Bisimulation erfiillt sein. (4) folgt analog. O

Definition 3.18. Sei 7 = (O,p) und M = (W, {Ra | A € O},V) ein 7-Modell.

Falls es einen Konnektor /\ mit Stelligkeit n und eine Kante (w,vy,...,v,) € Ra
gibt, nennen wir vy,...,v, die Nachfolger von w und schreiben suc(w,v;) fir alle
1<t <n.

Falls M die Eigenschaft besitzt, dass ein w € W ezistiert, sodass

e zu jeder Welt v € W mit w # v ein eindeutiger Pfad von w nach v (d.h. eine

Folge w = vy, v1,...,v, = v, sodass suc(vy,viy1) fir alle 0 < i < n) existiert
und

e feine Zyklen, also Folgen vi,...,vx = v1 mit suc(v;, vi11) fir alle 0 < i < k,
existieren,

heifst M verwurzelt in w bzw. baumartig. In diesem Fall heif$t w die Wurzel von M.
Fiir alle Welten in w € W definieren wir deren Héohe h(w) wie folgt:

o h(w) =0 fir die Wurzel von M.

o Fir alle Welten w mit Hohe n und alle v mit suc(w,v) setze h(v) :=n + 1,
falls v keine kleinere Hohe als n + 1 zugewiesen wurde.

Die Hohe eines Modells ist max{h(v)|v € W}.

Fir k € N definieren wir (M | k) == (WFARK | A € 0O},VF*), wobei
Wk ={weW|h(w) <k}, RE = Wk x ... x WEN Rx fiir alle A € O und
VE(p) = V(p) "N W* fiir alle p € VAR.
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Als Néchstes nutzen wir die in Lemma 3.17 gezeigte Eigenschaft aus, um Welten
zu eliminieren, die fiir eine Formel nicht sichtbar sind. Wir transformieren die Mo-
delle dafiir zu baumartigen Modellen und schneiden alle Pfade bei entsprechender
Entfernung zur Wurzel (in der wir unsere Formel auswerten) ab. Lemma 3.19 und
3.20 weisen formal nach, dass wir diese beiden Operationen so durchfithren kénnen,
dass unsere Formel dabei auf jeden Fall erfiillt bleibt.

Lemma 3.19. Sei T = (O, p) eine modale Basis. Jede erfiillbare Formel ¢ € FORM,
ist auf einem baumartigen Modell erfillbar.

Beweis. Sei M = (W, {Ra | &A € O}, V) ein Modell, sodass M,w = ¢ fiir ein
w € W. Wir konstruieren M’ = (W', {R\ | A € O},V’), indem wir W’ minimal
wihlen, sodass fiir alle A € O und R/, = Ra NW' x --- x W' gilt:

e Falls w € W und (w,v1,...,v,n)) € Ra, dann gilt auch vy,...,v,0) € W’
Wir setzen V'(w) = V(w) N W fiir alle w € W.

Behauptung 1: M’ w | ¢.
Beweis. Wir fiithren eine Induktion {iber ¢ durch, bei der wir die rekursive
Definition von FORM, ausnutzen, um zu zeigen, dass M,w E ¢ &M’ w = ¢
fiir alle ¢ € FORM, und w € W".

(ILA.) Fiir alle Variablen p gilt w € V(p) & w € V/(p) fir alle w € W'.
Folglich gilt M,w Ep < w e V(p) & we V/(p) & M w k= p.

(I.S.) Es gelte die Aussage fiir ¢,1) € FORM, und es sei w € W'.

- MuwE ¢ MuwllE s MwlE e M wE ¢ Die
erste und dritte Aquivalenz folgt aus der Definition der Erfiilltheit
von Formeln, die zweite aus der Induktionsvoraussetzung.

- MwEANY & MuwE ¢ und M,w = ¢ & M w = ¢ und
MowEpe M wkE oA

—Sei A € p mit p(A) = k. Dann gelte die Aussage fiir
®1,...,0r € FORM,. Es folgt M w = A(d1,...,¢r) & es exis-
tiert eine Kante (w,v1,...,v;) € Ra, sodass M, v; = ¢; fiir alle
1 < i < k. Weil w € W', miissen nach Konstruktion von W’
auch vy,..., v, € W und (w,vi,...,v5) € R\ sein und nach
Induktionsvoraussetzung gilt M’ v; = ¢. Das ist fiquivalent zu
M w = A, ..., 0r). Die Gegenrichtung gilt analog.

Behauptung 1 [J

Schlielich definieren wir My = (W, {Rar | A € O}, Vr) folgendermafien:

e Wr besteht aus allen endlichen Folgen (vg, v1, ..., vy) von Welten aus W', fiir
die v9 = w und suc(v;, viy1) fiir alle 0 < i < m gilt.

o Fiir v; = (vi1,vi2,..,Viq;) € Wr gilt (vo,v1,...,v,)) € Rar genau dann,
wenn a; = az = - -+ = apa) = ap + 1 und (vo,49, V1ay;- - - 7Up(A),ap(A)) € R\.

e Fiir alle Variablen p setze Vr(p) = {(vo,...,vx) € Wr | v € V'(p)}.
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3 Einfache Modallogik

Behauptung 2: Fiir alle n € N gilt: M, w =, My, (w)
Beweis. Definiere dafiir Z = {(v, (vo, ...,vx)) € W X Wr|v = vg}. Setzt man
Zyn = Z fiir alle n, erhélt man die gewiinschte n-Bisimulation. Wir priifen nun
die Voraussetzungen aus 3.16:

(2) Nach Konstruktion von Vi gilt v € V'(p) g.d.w. (vo,...,v;) € Vp(p).

(3) Sei w € W und v = (vp,...,vx) € Wy, sodass (w,v) € Z. Fiir ein
A € O gelte zudem (w,wy, ..., wyp)) € R/, . Dann gibt es auch Folgen
a; = (vo,...,vk,w;) € Wy fiir alle 1 < j < p(A) und nach Definition
von Z ist (wj,a;) € Z. SchlieBlich ist Ra 7 so definiert, dass nun auch
(v,a1,... 7aP(A)) € Ra 1 gilt.

(4) Seiw € W' und v = (v, ...,vx) € Wy, sodass (w,v) € Z. Fiirein A € O
gelte zudem (v,v1,...,v,)) € Ra . Dann muss fiir alle 1 < j < p(A)
vj = (vg,..., v w;) fir ein w; € W’ sein. Wiederum nach Definition
von Ra 7 muss auch (vg,w1,...,wyn)) € Rar gelten. AuBerdem gilt
natiirlich (wj, (vo, ..., v, w;)) € Z fiir alle j.

Die Folge Z,, C Z,,_1 C --- C Zy mit Z; = Z fiir alle 0 < ¢ < n erfiillt also
alle Voraussetzungen fiir eine n-Bisimulation. Behauptung 2 [

Sei nun d(¢) = k. Dann gilt insbesondere M, w & My, (w) und damit M, w =
v < Mrp, (w) E ¢ (Lemma 3.17). M7 ist nach Konstruktion azyklisch und damit
baumartig mit Wurzel (w) (die in 3.18 geforderten Pfade existieren nach Konstrukti-

on von M), sodass insgesamt folgt, dass ¢ auf einem baumartigen Modell erfiillbar
ist. ]

Lemma 3.20. Sei 7 = (O, p) eine modale Basis und M ein 7-Modell, das in einer
Welt w verwurzelt ist. Dann gilt fir jede Welt in (M [ k): (M | k),w =, M,w fir
n==k— h(w).

Beweis. Sei k beliebig und w eine Welt aus M = (W, {RA|A € O}, V) mit h(w) < k.
Wir zeigen mit Induktion iiber i: Fiir Z; := {(w,w) € W x W¥* | h(w) < k — i} ist
Z; C .-+ C Zy eine i-Bisimulation fiir alle 0 < i < k.

(ILA.) Fiir alle w € W* gelten nach Konstruktion von (M [ k) die gleichen Variablen
wie in der gleichnamigen Welt in W. Damit erfiillt Zy die Voraussetzungen.

(I.S.) Sei m < k. Wir nehmen an, dass Z; fiir alle 0 < ¢ < m die Voraussetzungen
erfiillt.

Wir zeigen nun, dass fiir alle (v, v) € Z,,+1 die Voraussetzungen erfiillt sind. Sei

dafiir (v,v1,v2,...,0,4)) € Ra fiir ein A € O. Da h(v) < k —m (nach Kon-

struktion von Z,,+1), muss fiir alle v; (1 < i < p(A)) gelten: h(v;) < k—m, d.h.

alle v; sind auch Welten in (M [ k). Es muss also auch (v, v1,v2,...,v,n)) € R
gelten. Ebenfalls gilt dann (v, v;) € Zp,. Damit gilt (3) aus der Definition der

Bisimulation. Die Giiltigkeit von (4) folgt analog.

Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass alle Z; die Voraussetzungen fiir eine i-

Bisimulation erfiillen. Sei nun n = k — h(w). Dann gilt (w,w) € Z,, woraus direkt
die Aussage (M [ k), w =, M, w folgt. O
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Schliefllich kénnen wir die beiden letzten Ergebnisse nutzen, um ein gegebenes
Modell zunéchst zu einem Baum endlicher Hohe zu vereinfachen und anschlieend
in einem weiteren Schritt aus den Nachfolgern der iibrigen Knoten jeweils endlich
viele auswéhlen, um ein endliches Modell zu erhalten. Daraus folgt anschlieflend die
endliche Modelleigenschaft.

Satz 3.21 (Endliche Modelleigenschaft fiir mehrdimensionale Konnektoren). Sei
T = (O, p) eine modale Basis. Dann kann jede erfiillbare T-Formel auch auf einem
endlichen Modell erfillt werden.

Beweis. Sei ¢ € FORM; und d(¢) = k. Wir definieren VAR als die Menge der in ¢
vorkommenden Variablen und 7" = (0’, p’), sodass O’ nur die in ¢ vorkommenden
modalen Konnektoren enthilt und p'(A) = p(A) fiir alle A € O'.

Sei nun My, w; so gewihlt, dass M, w; = ¢. Mit Lemma 3.19 folgt, dass ein
in wy verwurzeltes Modell My existiert, sodass Ma, w2 = ¢. Wir definieren nun
Ms = (W, {Ra|A € O'},V) := (Ma | k). Mit Lemma 3.20 folgt Mo, wy =) M3z, wo
und wegen d(p) = k folgt mit Lemma 3.17, dass M3, wy = .

Da es Welten in M3 mit unendlich vielen Nachfolgern geben kann, wéihlen wir im
néchsten Schritt jeweils endlich viele dieser Nachfolger aus, um ein endliches Modell
M, zu erhalten.

Sei dazu Wy = {ws}. Wir definieren nun W,,;1 induktiv: Sei w € W,. Dann
konnen alle nicht-dquivalenten Formeln mit modaler Tiefe < k — n nach Lemma
3.15 in einer endlichen Liste ¢1, ..., ¢y, aufgeschrieben werden.

Fiir alle 1 < i < m: Falls M3, w = ¢; und ¢; der Form A(¢1,...,9,a)) fiir ein
A € O' ist, dann existiert eine Kante (w,v1,...,vya)) € Ra mit M3, v; |= 9 fiir
alle 1 < j < p(A). Setze Wy 1 (w) := {v1,...,v,)} filr eine beliebige solche Kante.

Wir setzen nun

Wit (w) := U Wi (w) und Wipqq = U W1 (w).

1<i<m weWny

Schliefllich definieren wir My = (W' {R\ | A € O'},V’) mit den Welten
W':=WyU---UWy, indem wir die Relationen und die Auswertungsfunktion fiir
Variablen aus M3 auf W’ einschrinken. W’ ist endlich, da alle W;,1 < ¢ < k endlich
sind.

Wir kénnen auflerdem mit Induktion zeigen, dass fiir alle ¢ € FORM, mit d(¢) < n
gilt: My, w | ¢ & Ms,w |= ¢ fiir alle w € W’ mit h(w) < k —n.

(ILA.) Da die Auswertungsfunktion von My der aus M3 entspricht, ist die Aussage
fir alle ¢ mit d(¢) = 0 trivial wahr.

(I.S.) Es gelte nun M3, w | ¢ & My,w = ¢ fir alle ¢ € FORM,,w € W’ mit
d(¢) <nund h(w) <k —n.

Wir withlen eine Welt v € W’ mit h(v) < k—n—1.Sei A € O, p(A) = k und
¢ der Form A(¢q,...,¢x) fir d(¢;)) <n firi=1,... k.

,=: Es gelte M3, w = ¢. Dann gibt es v1,...,v, € W, sodass Ms,v; = ¢;
fir alle 1 <4 <k und (w,v1,...,v,) € Ra. Nun muss es nach Konstruktion
von W’ auch Welten v{,...,v;, € W’ geben mit (w,v],...,v}) € R, und
M3, v = ¢, also nach Induktionsvoraussetzung auch My, v, = ¢;. Es gilt
folglich My, w |= ¢.
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3 Einfache Modallogik

»,<=*: Umgekehrt gelte nun My, w = ¢. Dann gibt es vy, ..., v, € W', sodass
My, v; = ¢; fir alle 1 < i < k und (w,v1,...,v;) € R\. Wegen W/ C W
existieren solche Welten und die entsprechende Kante auch in M3 und nach
Induktionsvoraussetzung gilt M3, v; = ¢, also gilt M3, w = ¢.

Aus der gezeigten Aussage folgt mit h(w2) = 0,d(¢) < k und Mz, wy = ¢

insbesondere auch My, ws = ¢, sodass My das gewiinschte endliche Modell fiir ¢
ist. O
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In diesem Kapitel untersuchen wir die beiden CTL*-Varianten LTL und CTL hin-
sichtlich der endlichen Modelleigenschaft. Da sich fiir LTL schnell ein Gegenbeispiel
finden ldsst, widmet sich der Grofiteil dieses Kapitels CTL und weist die endliche
Modelleigenschaft wie in [2] nach.

4.1 CTL

In einfacher Modallogik hat die modale Tiefe einer Formel stets die Anzahl der
sichtbaren Welten auf eine endliche Anzahl beschrankt. Durch dieses sowie durch
das gezeigte Quotientenstruktur-Argument konnte schliefflich die endliche Modellei-
genschaft nachgewiesen werden.

Fiir CTL existiert keine so intuitive Erkldrung, weil durch die eingefiithrten Pfad-
formeln keine direkte Einschréinkung dafiir existiert, welche Welten fiir eine Formel
iiberhaupt sichtbar sind. Dennoch kann ein dhnliches Argument hinsichtlich Quo-
tientenstrukturen wie bereits im vorherigen Kapitel genutzt werden, um zu zeigen,
dass eine erfiillbare CTL-Formel bereits auf einem endlichen Modell erfiillt werden
kann und CTL somit die endliche Modelleigenschaft besitzt.

Im Folgenden ist, soweit nicht anders erwdhnt, mit Modell stets ein Modell fiir
CTL gemeint sowie mit Formelmenge stets eine Formelmenge, bestehend aus CTL-
Formeln.

Fiir eine Formelmenge ® und ein Modell M = (W, R, V') defninieren wir ~g eben-
so wie in Kapitel 3 und kénnen so erneut eine Quotientenstruktur defninieren. Durch
die Endlichkeit von P(®) folgt natiirlich wieder die Endlichkeit des entstehenden
Quotienten-Modells. Wir werden aber im Folgenden sehen, dass das Modell leider
nicht notwendigerweise die Giiltigkeit aller Formeln aus ® beibehélt. Weil die nach-
folgende Argumentation einen Umweg iiber Hintikka-Strukturen nimmt, definieren
wir Quotientenstrukturen fiir Modelle in diesem Kapitel direkt iiber deren kanoni-
sche Hintikka-Struktur (Lemma 2.15). Die Schreibweise fiir Aquivalenzklassen und
Ws werden aus dem dritten Kapitel iibernommen.

Definition 4.1. Es sei ® eine Formelmenge sowie M = (W, R, L) eine Hintikka-
Struktur und ~¢ gegeben durch w ~¢ v = L(w)N® = L(v) N ¢ fir w,v € W.
Dann heifit
My = (Wa {(|wls, |v]a) | (w,0) € R}, L)
die Quotientenstruktur von M durch ®, wobei L' (|w|g) = L(w)N® fiir alle w € W.
Fiir ein Modell M mit kanonischer Hintikka-Struktur M’ setzen wir Mé = ./\/lg.

In Kapitel 3 haben wir den Abschluss einer Formelmenge unter Teilformeln defi-
niert. Wir verwenden hier eine vergleichbare Definition, die uns eine Art Normaltei-
ler liefert. An dieser Stelle gehen wir jedoch von einer einzelnen Formel ¢ aus und
definieren ein Pendant zu sub(¢), genannt Fischer-Ladner-Abschluss von ¢:

Definition 4.2 (Fischer-Ladner-Abschluss). Sei ¢ € FORMctL. Dann sei H(p) der
Durchschnitt aller Mengen H mit
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(1) p€ H

(2) e H=vyecH

(3) oNYe H= ¢,p € H

(4) Al¢ until ) € H = 6,4, AX Al¢ until ] € H
(5) AXpe H=¢pc H

Es sei —~H = {=¢ | ¢ € H}. Dann heifit FL(y) := H(p) U —H(p) der Fischer-
Ladner-Abschluss von .

Wenn spéter iiber die Endlichkeit der Formelmenge ®, mit deren Hilfe die Quoti-
entenstruktur konstruiert wird, argumentiert werden soll, ist es natiirlich notwendig,
dass diese Definition keine unendlichen Formelmengen erschafft. Das nachfolgende
Lemma zeigt, dass das auch nicht der Fall ist.

Lemma 4.3. Sei ¢ € FORMctL. Dann ist FL(y) endlich.

Beweis. Mithilfe von Induktion iiber die Struktur von ¢ zeigen wir zunéchst, dass
H(yp) fiir alle ¢ € FORMcTL endlich ist.

(ILA.) Fiir alle ¢ € VAR gilt H(y) = {¢}.

(I.S.) Es seien H(¢), H(¢) endlich. Dann gilt:

— Fiir o = ¢ ist ¢ € H(p) und mit (2) ¢ € H(p). Alle Formeln, die wegen
¢ € H(p) in H(p) enthalten sein miissen, sind bereits in H(¢) enthalten.
Es gilt also H(y¢) = {¢} U H(¢). Da nach Induktionsvoraussetzung H(¢)
endlich ist, muss auch H(y) endlich sein.

— Fir p = ¢A9 ist ¢ € H(p) und mit (3) ¢,1 € H(p). Analog zum letzten
Fall folgt nun H(¢) = {¢}UH (¢) U H (¢) und nach Induktionsvorausset-
zung folgt, dass H () endlich ist.

— Fiir ¢ = A[¢ until ¥] ist ¢ € H(p) und mit (4) folgt ¢, v, AX ¢ € H(yp).
Durch AX¢ € H(yp) folgt mit (5) lediglich wieder ¢ € H(yp), sodass
insgesamt H () = {¢, AXp}UH(¢) U H(¢) gilt. Mit der Induktionsvor-
aussetzung ist H(p) endlich.

— Fir oy = AX¢ ist ¢ € H(p) und mit (5) ¢ € H(p). Wieder folgt analog
mit H(p) = {p} U H(¢) die Aussage.

Da offensichtlich |FL(p)| < 2|H(y)], folgt die Aussage. O

Speziell kann die Quotienten-Konstruktion die Giiltigkeit von until-Formeln, z.B.
der Formel AFp (wobei p eine Variable ist), nicht beibehalten, da ggf. neue Zyklen
eingefithrt werden, sodass Pfade entstehen konnen, die an Welten, die vorher auf
jedem Pfad lagen, vorbeifithren. Ein solcher Zyklus entsteht bei der Konstruktion
des Quotientenmodells im folgenden Beispiel.

Beispiel 4.4

Es sei ¢ := AFp. Das nachfolgend abgebildete Modell M hat offenbar die Eigen-
schaft, dass M, w; |= ¢ fur alle ¢ > 0.
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wo Y { w1 Y s Y5 Y ...
{r} K@J k@j Q

Wir betrachten nun ® = FL(p). Da ® endlich ist, ist auch Wg endlich (vgl.
Lemma 3.6). Es folgt also die Existenz von ¢ > j > 0, sodass |w;|¢ = |w;|e. Dann
gibt es in Mé einen Pfad von |w;|e nach |w;|e, der offenbar nicht |wo|e enthilt.
Da aber |w;|¢ = |wj|s, handelt es sich bei diesem Pfad um einen Zyklus.

Folglich existiert ein (unendlich langer) Pfad

= \wi]¢,...,|wj\q> = ‘wz“q,,. . .,]’u)j|¢> = ]wi|¢),...,

der von |w;|e ausgeht und der |wp|e nicht enthilt, also auch keine Welt, in der p
gilt, d.h. M{;,W K~ F'p. Daraus folgt aber Mé, |lwile = AFp — im Gegensatz zu
M, w; = AFp.

Wir sind also nicht in der Lage, Eigenschaften wie in Lemma 3.5 fiir das Quoti-
entenmodell nachzuweisen. Stattdessen werden wir im Folgenden einige schwichere
Eigenschaften nachweisen und schlielich aus dem Quotientenmodell durch geeig-
nete Modifikationen, die die Endlichkeit des Modells beibehalten, ein Modell kon-
struieren, das die Giiltigkeit ausgewéahlter Formeln aus dem urspriinglichen Modell
gewahrleistet.

Wie in Beispiel 4.4 gezeigt wurde, gilt (H9) in Quotientenstrukturen im Allgemei-
nen nicht. Der Grund dafiir waren neu entstehende Zyklen im Quotientenmodell.
Eine naheliegende Uberlegung ist daher, aus der Quotientenstruktur die verant-
wortlichen Kanten zu entfernen, um die stérenden Zyklen zu eliminieren.

Gleichzeitig soll die Struktur, die durch das Entfernen von Kanten entsteht, im
Quotientenmodell enthalten sein, das heifit, es sollen weder neue Kanten noch neue
Welten hinzugefiigt werden, sondern lediglich selbige entfernt werden. Wir erhalten
die folgende Definition:

Definition 4.5. In einem gerichteten, azyklischen Graphen ist ein innerer Kno-
ten ein Knoten, der mindestens einen Nachfolger hat, wihrend ein Randknoten ein
Knoten ohne Nachfolger ist. Im Zusammenhang mit Rahmen verwenden wir auch
die Terminologie innere Welt bzw. Randwelt.

FEine Struktur M = (W, R, L), deren Rahmen ein gerichteter, azyklischer Graph
ist, heifst Fragment, falls (H1)-(H8) in allen inneren Welten von M gilt und (H1)-
(H6) in allen Randwelten von M gilt.

My = (W1, Ry, L) heifst enthalten in My = (Wa, Ra, Ls), geschrieben My C Mo,
falls W1 C Wy, Ri € Ry und Ly (w) = Lg(w) fdr alle w € Wj.

My heif§it eingebettet in M, in Zeichen M1 < Ma, falls My C Mo und fiir jede
Kante (w,v) € Re N (W1 x Wo\W1) gilt: w ist eine Randwelt in M.

Mit anderen Worten heifit der letzte Teil der Definition, dass jede Kante, die aus
dem eingebetteten Modell herausfiihrt, in einer Randwelt des eingebetteten Modells
beginnen muss. Damit wird erzwungen, dass jeder Pfad von einer Welt in My zu
einer nicht zu My gehorigen Welt durch eine Randwelt von My fithren muss.
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Lemma 4.6. Es seien M = (W, R, L) eine Hintikka-Struktur fir ¢ € FORMctL
und w € W. Sei aufferdem M' = (W', R', L") mit M' := Mé fir ® = FL(p). Falls
Al until ] € L(lwle), dann ezistiert ein Fragment N C M’ mit Wurzel |w|g,
sodass ¢ € L(v) fir alle Grenzwelten v von N gilt und ¢ € L(u) fiir alle inneren
Knoten u von N.

Beweis. Wir definieren L(w) = L(w) N ® fiir alle w € W.

Behauptung 1: Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass alle Welten in W nur endlich
viele Nachfolger haben.

Beweis. Falls es eine oder mehrere Welten mit unendlich vielen Nachfolgern
gibt, konstruieren wir ein endliches Modell M, fiir das wir die nachfolgende
Konstruktion durchfithren kénnen, folgendermaflen:

Sei v ein Knoten mit unendlich vielen Nachfolgern. Fiir alle ¢ der Form
—A¢ in L(v) wihle eine Kante (v,v') € R, sodass ¢ € L(v'). Eliminiere alle
nicht gewdhlten Kanten und die dann nicht mehr erreichbaren Welten. Nach
endlich vielen Schritten haben alle Welten nur noch endlich viele Nachfolger
(da wegen (H9) keine unendlich langen Pfade existieren konnen und fiir jeden
Knoten der Prozess nur fiir endlich viele Nachfolger wiederholt werden muss).

Die Giiltigkeit von (H9) ist durch diese Modifikation unberiihrt, da keine
der Bedingung widersprechenden Pfade hinzugefiigt werden.

Behauptung 1 UJ

Es sei w € |w|e. Da A[¢p until ¢] € L(w) gelten muss, gibt es mit (H9) fiir jeden
Pfad = zg,x1,..., der von w ausgeht, ein ¢ > 0, sodass ¢ € L(x;) und ¢ € L(x;)
fir 0 < j < i. Wir konstruieren My = (Wpy, Ry, Lo), indem wir fordern, dass Wy
minimal ist, sodass fiir jeden solchen Pfad gilt, dass zg,...,z; € Wy. Zudem gelte
fir jeden solchen Pfad (zx, z+1) € Rp fiir alle 0 < k < 4, falls x; # x; fur alle j # 1
mit 7,1 < i. Setze Lo(t) = L(t) fiir alle t € Wp.

Wir beobachten:

e My ist azyklisch, da alle Welten, in denen ¢ erfiillt ist, nach Konstruktion
keinen Nachfolger haben. Wenn My nun einen Zyklus enthélt, dann ist dieser
auch schon in M enthalten gewesen und er enthélt insbesondere keine Welt,
in der ¢ gilt. Entgegen der Voraussetzung gibt es dann aber einen unendlichen
Pfad, der keine Welt enthilt, in der v erfiillt ist.

e My ist endlich, da nach Voraussetzung alle Knoten in Wy nur endlich viele
Nachfolger haben und nach dem Lemma von Kénig (Lemma 2.3) ein unendlich
langer Pfad in M existieren wiirde, falls My unendlich wire. Das stiinde jedoch
im Widerspruch zu (H9).

Damit ist My ein Fragment.

Behauptung 2: Wir kénnen aus My in endlich vielen Schritten ein Fragment
My, = (Wi, Ry, L) konstruieren, sodass fiir alle v,w € Wy gilt: w = v oder
Li(w) # Li(v).
Beweis. Falls bereits w = v oder Lo(w) # Lo(v) fiir alle w,v € Wy gilt, ist
nichts zu zeigen.
Anderenfalls gibt es w # v € W; (0.B.d.A. sei d(v) < d(w)), sodass
L;(w) = L;j(v) und wir konstruieren M;1 = (Wiy1, Riy1, Liv1) aus M; wie
folgt:
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e Setze Wiy := W; und R;y1 := R;.

e Fiir alle w € W; mit (u,v) € R; ersetze (u,v) durch (u,w) in R;y.
Entferne v aus Wj41.

e Entferne alle von der Wurzel aus nicht mehr erreichbaren Welten aus
Wit1.

o Setze L;y1(w) := L;(w) fir alle w € Wi4.

Dann gilt |[W;y1| < |[W;|. Nach endlich vielen Schritten (aufgrund der End-
lichkeit von Mj) erhalten wir so M. Die Eigenschaften von My bzgl. der
Giiltigkeit von ¢ und 1 wurden offensichtlich beibehalten.

Behauptung 2 [J

Dann kénnen wir M; = (W[,Rj,L;) mit W, = {lwle | w € Wy},
R, = {(Jw|s, |v|o) | (w,v) € R} und L) (jw|e) = Li(w) fir alle w € W, definie-
ren und dafiir nachweisen, dass M, C M":

Es gilt L (lw|s) = L(w) = L(w)N® = L'(|w|e) fir alle w € Wy. AuBerdem
gilt (jwls, |vle) € R, = (w,v) € Ry = (w,v) € R = (|lw|e,|v|e) € R, woraus
R). C R’ folgt. Da auch offenbar W, C W’ gilt, folgt M, C M’. Aufgrund von
w # v = Li(w) # Li(v) = |wle # |v|e ist M}, zudem weiterhin ein Fragment (mit
der Wurzel |w|g) und damit insgesamt von der gewiinschten Form.

O

Schliellich kénnen wir mit Hilfe der vorherigen Aussagen prézisieren, welche Ei-
genschaften die Quotientenkonstruktion beibehélt. Die entstehende Struktur halten
wir mit der folgenden Definition fest.

Definition 4.7 (Pseudo-Hintikka-Struktur). Eine Pseudo-Hintikka-Struktur ist ein
Tripel M = (W, R, L), sodass fiir allew € W die Aziome (H1) bis (H8) gelten sowie

(H9’) Al untilyp] € L(w) = es existiert ein Fragment N C M mit Wurzel w, sodass
¥ € L(v) fiir alle Randwelten v von N gilt sowie ¢ € L(u) fir alle inneren
Welten in N.

In einer Pseudo-Hintikka-Struktur (W, R,L) heifit eine Formel ¢ der Form
Alp until ] in einer Welt w € W konsistent, falls ¢ € L(w) und (H9) fir ¢
m w erfullt ist.

Satz 4.8. Es sei M eine Hintikka-Struktur, ¢ € FORMctL und ® = FL(yp). Dann
1st Mé eine Pseudo-Hintikka-Struktur.

Beweis. Wir weisen die Giiltigkeit der Axiome (H1)-(HS8) sowie (H9’) in Mé nach.
Sei dafiir M = (W, R, L) und M’ = M{ = (W', R, L).

(%) Falls fiir ein w’ € W’ ¢, € L'(w') gilt, gibt es ein w € W, sodass ¢, € L(w),
da sowohl ¢, € ® durch die Definition L'(jw|g) = ® N L(w) folgt.

Im Folgenden gilt w’ € W'.

(H1) Es gelte ¢ € L'(w'). Daraus folgt nach Definition von M’, dass ¢, —¢ € @, weil
® ein Fischer-Ladner-Abschluss ist. Angenommen, es gilt nun —¢ € L'(w'),
dann gibt es nach (x) ein w € W, sodass ¢, ¢ € L(w), allerdings verletzt M
dann (H1). Es folgt also —¢ & L'(w’).
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(H2)-(H6) Wir zeigen nur die Giiltigkeit von (H2), da die Giiltigkeit der anderen Axiome
analog gezeigt werden kann. Es gelte =—¢ € L'(w’). Dann gilt =—¢ € L(w) fiir
ein w € W und mit (H2) gilt ¢ € L(w). Es gilt nun =—¢ € & = ¢ € &, sodass
¢ € L'(w') folgt.

(H7) Es gelte AX¢ € L'(w'). Fiir alle v/ € W/ mit (w’,v') € R’ gibt es nach
Konstruktion von R’ ein v € W, sodass (w,v) € R fiirein w € W mit ¢ € L(w).
Fiir jede solche Kante folgt mit (H7) dann ¢ € L(v) und schlielich wegen
¢ € ®, dass ¢ € L(v') und damit die Giiltigkeit von (H7) in M’.

(H8) Es gelte ~AX¢ € L'(w'). Dann gibt es ein w € W mit “AX¢ € L(w).
Mit (H8) folgt, dass es ein v € W mit (w,v) € R und ¢ € L(v) gibt. Da
—¢ € & gelten muss, folgt: ~¢ € L'(Jv]e) und aus der Konstruktion von R’
folgt (v, |v|s) € R'.

(H9’) Folgt direkt aus dem vorherigen Lemma.

O

Durch Satz 4.8 erfahren wir, dass wir fiir das Quotientenmodell nur eine zusétzliche
Eigenschaft benotigen, um zu zeigen, dass die Giiltigkeit aller Formeln aus @ in ei-
nem endlichen Modell beibehalten werden kann. Wir haben gesehen, dass lediglich
until-Formeln ihre Giiltigkeit &ndern kénnen. Die folgenden Aussagen fithren uns nun
schrittweise zu einem Modell, das wir aus dem Quotientenmodell konstruieren, um
auch die Giiltigkeit von (H9) wiederherzustellen. Dabei werden wir nur einen endli-
chen Blow-Up erhalten, sodass die herbeigefithrte Behauptung geniigt, um schlielich
ein endliches Modell anzugeben, das die Giiltigkeit aller im urspriinglichen Modell
geltenden Formeln beibehilt.

Lemma 4.9. Es sei N ein Fragment, ¢ = Al¢ until ¢] fir ¢, € FORMctL und
w eine Welt in N mit ¢ € L(w). Dann gilt fir jeden Pfad x = x9,21,...,T, von
w = xg zu einer Randwelt t = x;, in N entweder

(1) es existiert ein 0 < i < k, sodass 1 € L(xz;),¢ € L(x;) fir alle 0 < j < i oder
(2) ¢, Alp until ] € L(x;) fir alle 0 <i < k.

Falls N < M und @ in M fiir alle Randwelten von N konsistent ist, dann ist ¢
fiir w in M konsistent.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die erste Aussage des Lemmas.
Sei m = xg,x1,...,xE ein Pfad von w = zg zu einer Randwelt v = z;. Wir zeigen
per Induktion iiber die Teilpfade xg, x1, ..., x;, dass das Lemma fiir alle i gilt.

(ILA.) Falls w eine Randwelt in N ist, so folgt die Aussage direkt aus (H5). Ande-
renfalls gilt mit (H5) wegen ¢ € L(w), dass entweder ¢ € L(w) (dann ist (1)
erfiillt) oder ¢, AX¢ € L(w). Insgesamt gilt dann aber ¢, p € L(w), wodurch
(2) erfiillt wird.

(I.S.) Es gelte (1) oder (2) fiir den Teilpfad m; = zg, 1, ..., ;. Falls (1) fur m; gilt,
dann existiert ein 0 < j < 4, sodass ¥ € L(xj),¢ € L(x;) fiir alle 0 < [ < j.
Offenbar gilt dies fiir den Pfad xg, x1, ..., x;+1 immer noch.
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Falls nicht (1), aber (2) fiir 7; gilt, dann gilt ¢, ¢ € L(z;) fiir alle 0 < j < . Ins-
besondere gilt also ¢ € L(z;) und mit (H5) auch AXy € L(z;) (da ¢ & L(z;),
weil sonst (2) erfiillt wire). Da x; eine innere Welt ist, ist (H7) erfiillt, d.h. es
gilt ¢ € L(x;41). Wiederum mit (H5) folgt dann aber entweder ¢ € L(z11),
wodurch (1) erfiillt wére, oder ¢, ¢ € L(x;41). Da bereits ¢, ¢ € L(x;) fiir alle
0 < j <1, gilt insgesamt ¢, € L(x;) fiir alle 0 < ! < i+ 1 und ;4 erfiillt

2).

Fiir den zweiten Teil der Aussage priifen wir, dass (H9) fiir ¢ in w erfiillt sein
muss. Da N < M, muss jeder von w ausgehende Pfad, der Welten aus M enthiilt,
eine Randwelt von NV enthalten. Mit dem ersten Teil des Lemmas folgt, dass auf allen
Pfaden zu Randwelten von N entweder (1) oder (2) gelten muss. Fiir alle Pfade zu
Randwelten, auf denen (1) erfiillt ist, sind die Voraussetzungen fiir (H9) bereits
erfiillt. Wir betrachten nun also Pfade zu Randwelten v, auf denen (1) nicht gilt. Da
dann (2) auf diesen Pfaden gilt, muss insbesondere auch ¢, A[¢ until ¢] € L(v) gelten.
WEeil ¢ in v nach Voraussetzung konsistent ist, muss auf jedem von v ausgehenden
Pfad v, x1, ... eini wie in (H9) existieren. Fiir jeden Pfad w, z1, ..., 1,0, g1, - . -
ist die Bedingung von (H9) dann ebenfalls erfiillt : Setze j = k + i. Dann gilt
¢ € L(xp) fiir alle 0 <1 < j und ¢ € L(z;).

Damit gilt auf allen von w ausgehenden Pfaden in M die Voraussetzung fiir (H9),
also ist ¢ in w konsistent. O

Falls fiir eine Formel auf allen Pfaden (1) des Lemmas gilt, ist das nach Definition
dquivalent dazu, dass die Formel in w konsistent ist.

Um Quotientenstrukturen im Folgenden so umbauen zu kénnen, dass im entste-
henden Modell schliellich wieder alle Formeln konsistent sind, gehen wir nun schritt-
weise vor. Zunéichst konstruieren wir im n#chsten Lemma fiir jede einzelne Welt ein
Fragment, in dessen Wurzel alle Formeln konsistent sind.

Anschlieend setzen wir diese Fragmente in Lemma 4.12 so zusammen, dass schlief3-
lich alle Formeln in allen Welten konsistent sind.

Lemma 4.10. Es sei M = (W, R, L) eine endliche Pseudo-Hintikka-Struktur mit
w € W. Dann existiert ein endliches Fragment FRAG(w) mit Wurzel w, sodass alle
Formeln der Form Al¢ until ¥] in L(w) fir w in FRAG(w) konsistent sind.

Beweis. Es seien ¢1, ..., ¢y, alle Formeln der Form A[¢ until ¢] in L(w). Wir defi-
nieren zunédchst ein Fragment My = (W, Ry, Lo) mit Wurzel w und Lo(w) = L(w).
Die Konstruktion funktioniert wie folgt:

e Fiir jede Formel der Form —AX¢ € L(w) fiige eine Welt v mit —¢ € L(v) zu
Wp hinzu, erginze die Kante (w,v) zu Ry.

e Fiir jede so hinzugefiigte Welt v stelle sicher, dass ¢ € L(v) fiir alle Formeln
der Form AX¢ € L(w).

Da |L(w)| nach Voraussetzung endlich ist, wird so nur eine endliche Anzahl an
Welten hinzugefiigt. Zudem ist My ein Fragment, da nach Konstruktion (H7) und
(H8) in w erfiillt sind. Dass (H1) bis (H6) fiir alle v € Wy erfiillt sind, kann durch
eine entsprechende Konstruktion der L(v) problemlos erreicht werden.

Wir erweitern das Fragment nun schrittweise, sodass ¢1,..., @, in w konsistent
sind. Dafiir konstruieren wir eine Folge My C M; C --- C M, = F(w), sodass
©1, ..., fiir win M; konsistent sind. Wir konstruieren M; 1 aus M; wie folgt:
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Es seien vq, . . ., v, alle Randwelten in M;, sodass ;1 € L(v;) firalle j =1,... k.
Ersetze alle v; durch ein endliches Fragment N; mit Wurzel v;, sodass ;1 fiir v;
in N; konsistent ist, um M; 1 zu erhalten.

Da M; nur endlich viele Randwelten hatte und fiir jede Randwelt nur endlich viele
Welten hinzugefiigt wurden, ist auch M;,; endlich. Weiterhin gilt nach Lemma 4.9,
dass ;11 konsistent fiir w in M; 4 ist.

Es folgt, dass M}, die gewiinschten Eigenschaften hat. O

Beispiel 4.11

Fiir eine Welt w in einer Pseudo-Hintikka-Struktur gelte p,q, —r € L(w) sowie
AXq,EXp € L(w) und AFp, Alg until —p] € L(w). Es enthalte ® genau diese
Formeln.

Wegen (H5) muss minimal AX A[g until —p] in L(w) enthalten sein. Hingegen
ist es nicht erforderlich, dass AXAFp € L(w), da p € L(w).

Im Folgenden bezeichne (V) fiir eine Formelmenge ¥ den Durchschnitt aller
Mengen, die ¥ enthalten und (H1) bis (H6) erfiillen.

Das Fragment M, aus dem vorherigen Beweis ist gegeben durch:

(=)

(@) (®1)

Dabei ist &1 = {p, ¢, A[g until —p]}. Es gibt nun zwei Formeln, deren Konsistenz
in w wir sicherstellen miissen: AFp und A[q until —p]. Wir beginnen mit AFp. Da
p € L(w), ist die Formel bereits konsistent in w, sodass wir M; = My setzen
konnen.

Fiir die Konstruktion von Ms stellen wir fest, dass es keinen von w ausgehenden
Pfad gibt, auf dem irgendwann —p gilt, d.h. die Formel ist nicht konsistent in w.
Wir ersetzen daher alle Randwelten unseres Fragments M; durch Fragmente, in
deren Wurzel A[g until —p| konsistent ist.

In unserem Fall haben wir nur w; zu ersetzen und kénnen einfach das folgende

Fragment N finden:

(1) {=p})

Durch Ersetzen von w; durch N in M; erhalten wir schliefilich das Fragment
Ms, in dem alle Formeln in w konsistent sind.

Wir starten nun mit einer Pseudo-Hintikka-Struktur fiir eine Formel ¢ und kon-
struieren mithilfe von Lemma 4.10 ein Fragment, in dessen Wurzel ¢ konsistent ist.
Die nachfolgende Konstruktion stellt die Konsistenz nun auch fiir alle weiteren Wel-
ten der entstehenden Struktur her, ohne dabei unendlich viele Welten hinzuzufiigen.
Aus dem folgenden Lemma erhalten wir deswegen sofort die endliche Modelleigen-
schaft von CTL (Satz 4.13).
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Lemma 4.12. Sei M = (W, R, L) eine endliche Pseudo-Hintikka-Struktur fir ¢.
Dann existiert eine endliche Hintikka-Struktur M’ fiir o.

Beweis. Offenbar ist auch M := (W, R, L) mit L(w) = FL(¢) N L(w) eine Pseudo-
Hintikka-Struktur. Wir konstruieren M’ induktiv wie folgt:

Sei w € W mit ¢ € L(w). Dann setze My := FRAG(w).

Sei M; = (W;, R;, L;) und seien wy, ..., wy alle Randwelten von M; (diese Liste
muss endlich sein, da M; endlich ist). Wir erhalten nun M;; aus M;, indem wir fiir
alle w;, 1 < j < k Folgendes tun:

e Falls es eine innere Welt w’ € W; gibt, sodass L;(w’) = L;(w;) und w’ die Wur-
zel eines in M; eingebetteten Fragments FL(w’) ist, dann ersetze alle Kanten
der Form (v, w;) € R; durch (v, w’) und entferne wj.

e Ansonsten ersetze w; durch FRAG(wy).
Das so entstehende Modell (W41, Rit1, Lit1) ist M.

Behauptung: Nach endlich vielen Schritten sind keine Randwelten mehr vorhanden.

Beweis. Fiir wie beschrieben konstruierte M, = (W,,R,,L,) gilt:
L,(w) C FL(yp) fiir alle w € W,, (und damit gibt es mit Lemma 4.3 nur
endlich viele verschiedene Moglichkeiten, wie L, (w) aussehen kann). Sei also
|[FL(¢)| = m. Fiir alle M, setze

A, = {X CP(FL(¢)) | Es existiert eine innere Welt v € W,, mit L, (v) = X,
die Wurzel eines Fragments FL(v) < M,, ist}.

Fiir eine Randwelt w € W, die in der Konstruktion von M, nicht durch
eine innere Welt ersetzt wird, gilt nach Konstruktion L, (w) ¢ A, (falls eine
solche Welt fiir M,, nicht existiert, besitzt M, 1 bereits keine Randwelten
mehr und wir sind fertig). Falls eine solche Ersetzung fiir die Konstruktion
von M, 41 vorgenommen werden muss, gilt 4, € A, U L(w) C A,41, also
auch |A,| < |An+1|. Da nun aber [A,| < |P(FL(y))| = 2™ fiir alle n € N gilt,
muss es ein n € N geben, sodass |A,| = |A;| fir alle x > n gilt. Daraus folgt
aber, dass M, keine Randwelten v besaf}, fiir die L(v) ¢ A, galt. Folglich
werden alle solchen v bei der Konstruktion von M, ; durch innere Welten
ersetzt und M, 41 besitzt keine Randwelten. Behauptung O

Sei also k minimal, sodass M}, keine Randwelten hat. Dann setze M’ := M. M’
ist dann die gewiinschte Hintikka-Struktur, wie wir im Folgenden nachpriifen.

Da die Konstruktion nach endlich vielen Schritten endet und in jedem Schritt nur
endlich viele endliche Fragmente hinzugefiigt werden kénnen, muss auch M’ endlich
sein.

(H1) bis (H8) sind trivial dadurch erfiillt, dass wahrend der Konstruktion nur
Fragmente zusammengesetzt werden und Randwelten immer im n&chsten Konstruk-
tionsschritt durch innere Welten ersetzt wurden, in denen nach der Definition von
Fragmenten (H7) und (H8) erfiillt ist.

Sei w € Wi, und ¢ € Li(w) eine Formel der Form A[¢ until 1]
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Nach Konstruktion von My, ist w eine Welt eines Fragments N < M} der Form
N = FRAG(v) fiir ein v € Wj. Mit Lemma 4.9 folgt, dass fiir jede Randwelt v von N,
fiir die (2) aus Lemma 4.9 nicht gilt, ¢ € Ly(v). Jedes solche v muss nun wiederum
die Wurzel eines Fragments FRAG(v) sein (weil v in der Konstruktion entweder
durch das entsprechende Fragment ersetzt wurde oder mit der Wurzel eines bereits
bestehenden Fragments FRAG(v) gleichgesetzt wurde). Daraus folgt, dass ¢ fiir v in
FRAG(v) und mit Lemma 4.9 auch in M) konsistent ist. Schliefllich folgt mit dem
selben Lemma, dass ¢ fiir w in M} konsistent sein muss. My, erfiillt also in allen
Welten (H9). O

Satz 4.13. Es sei ¢ € FORMctL erfillbar auf einem beliebigen Modell M. Dann
existiert ein endliches Modell, in dem ¢ erfiillbar ist.

Beweis. Mit Lemma 2.15 folgt, dass es eine Hintikka-Struktur Mg fiir ¢ gibt. Dann
ist M HJFCLW) eine endliche Pseudo-Hintikka-Struktur fiir ¢. Schliefflich folgt mit Lem-
ma 4.12, dass es dann auch eine endliche Hintikka-Struktur fiir ¢ gibt. Wiederum
mit Lemma 2.15 ist ¢ dann erfiillbar fiir ein endliches Model. O

4.2 LTL

In diesem Abschnitt untersuchen wir schliefilich, ob LTL die endliche Modelleigen-
schaft besitzt. Wir gehen dabei von der Erkenntnis aus dem dritten Kapitel aus, dass
die einfache Modallogik die endliche Modelleigenschaft nicht besitzt, wenn man die
Klasse der erlaubten Rahmen auf transitive, irreflexive Rahmen einschrinkt. Auf
diese Weise wurde auch gefolgert, dass die einfache temporale Logik die endliche
Modelleigenschaft nicht besitzt.

Da LTL-Formeln ausschliellich auf Pfaden x = xg, x1,... ausgewertet werden und
bei Auswertung einer Formel fiir ¢ stets alle xj mit j < ¢ unsichtbar sind, konnen
wir mit LTL keine Zyklen realisieren. Die Abwesenheit von Zyklen war im dritten
Kapitel ein wichtiges Argument fiir die Notwendigkeit unendlicher Modelle.

Auch so etwas wie Transitivitéit ldsst sich fiir die lineare temporale Logik finden.
Im Wesentlichen war hier das Argument, dass eine Welt bereits all ihre Nachfolger-
welten sieht, sodass es moglich ist, fiir ausnahmslos alle Nachfolgerwelten bestimmte
Eigenschaften zu erzwingen. Vergleichbar ist die Pfadformel A[¢ until 1], bei der be-
liebig weit in die Zukunft geblickt werden kann.

Wir geben nun ein zum dritten Kapitel analoges Beispiel an, das zeigt, dass LTL
die endliche Modelleigenschaft im Allgemeinen nicht besitzt.

Satz 4.14. LTL besitzt die endliche Modelleigenschaft nicht.

Beweis. Es sei p eine Variable. Die Formel ¢ = Xp A GXp ist auf dem folgenden
Pfad erfiillt.

Zo x1 Z2

{r} {r} {r}
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Wir zeigen nun, dass ein Pfad, der ¢ erfiillt, unendlich sein muss. Es sei also
m = (x,V) beliebig, sodass 7,i = ¢ fiir ein i. Angenommen, 7 ist endlich. Weil 7
endlich ist, muss es ein k > i geben, sodass * = xg,Z1,..., 2. Insbesondere muss
k > i gelten, da sonst 7,7 = Xp (d.h. 7 hiitte keinen Nachfolger). Wegen k > i und
7,1 = GXp muss nun aber 7w, k = Xp gelten, d.h. 7,k + 1 = p muss gelten. Da k
aber keinen Nachfolger hat, ist das ein Widerspruch zur Annahme. Folglich muss 7
unendlich sein. O
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir einen allgemeineren Begriff fiir Modallogik eingefiihrt
und gesehen, dass dieser die endliche Modelleigenschaft besitzt. Fiir den Nachweis
haben wir iiber Bisimulationen bzw. alternativ iiber die Filtrierung — ein spezielles
Quotientenmodell — argumentiert.

Mit der Konstruktion von Quotientenmodellen wurde eine elegante und méchtige
Methode, die endliche Modelleigenschaft von verschiedenen Logiken nachzuweisen,
vorgestellt. Hier konnte mit dieser Technik fiir die einfache Modallogik sowie fiir
die Computation Tree Logic CTL die endliche Modelleigenschaft nachgewiesen wer-
den, moglich ist aber z.B. auch eine Anwendung auf die dynamische Logik PDL [2].
Dariiber hinaus gibt es noch eine Vielzahl weiterer Logiken, fiir die die Anwendbar-
keit der préasentierten Methode gepriift werden kann.

Am Beispiel einfacher Modallogik konnte im dritten Kapitel ein direkter Zusam-
menhang zwischen endlicher Modelleigenschaft und Entscheidbarkeit modaler Logik
hergestellt werden. In [2] wird auflerdem gezeigt, wie auch fiir CTL ein vergleichba-
res Ergebnis herbeigefithrt werden kann. Es wurde angedeutet, dass die in Kapitel
3 formulierte obere Schranke fiir die Gréfie von Modellen relativ schlecht ist (vgl.
Seite 19), sodass es naheliegt, dass sich bessere obere Schranken finden und beweisen
lassen.

Fiir das Model Checking sind solche Ergebnisse essentiell, um die Laufzeit von
Verifikationsalgorithmen fiir Programme zu beschréinken. Die endliche Modelleigen-
schaft kann aber auch als eine Schwiche modaler Logik aufgefasst werden, da sie
nicht in der Lage ist, unendliche Modelle durch das Aufstellen entsprechender For-
meln zu erzwingen (vgl. [1]). Dadurch unterscheidet sie sich beispielsweise von der
Priadikatenlogik, durch die sich unendliche Trigermengen vergleichsweise einfach er-
zwingen lassen. Es ist insofern interessant, die Formalisierbarkeit durch verschiedene
Modallogiken zu untersuchen und z.B. mit der Pridikaten- oder Aussagenlogik zu
vergleichen.

Dariiber hinaus haben wir gesehen, dass beim Analysieren der endlichen Modellei-
genschaft die Klasse der erlaubten Rahmen eine Rolle spielt — so konnte mithilfe der
Filtrierung in Kapitel 3 z.B. kein Ergebnis fiir transitive Rahmen hergeleitet wer-
den, wohl aber fiir symmetrische bzw. reflexive Rahmen. Aus unseren Uberlegungen
ergab sich schliefflich, dass die einfache temporale Logik und analog die Linear Tem-
poral Logic LTL nicht ohne unendliche Modelle auskommen. Als hinreichende Eigen-
schaft zum Widerlegen der endlichen Modelleigenschaft haben wir an dieser Stelle
die Kombination aus Transitivitdt und Irreflexivitdt charakterisiert.
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