LEIBNIZ UNIVERSITAT HANNOVER
Institut fiur Theoretische Informatik

Bachelorarbeit

Aquivalenz von deterministischen
Kellerautomaten

vorgelegt von

Tim Ole Christian Hagen
Matrikelnummer: 10013585

Betreuer Anselm Haak, M. Sc.
Erstpriifer Prof. Dr. Heribert Vollmer
Zweitpriifer PD. Dr. Arne Meier

26. August 2020






Inhaltsverzeichnis

OU b W N

Einleitung . . . . . . .. 1
Deterministische Kellerautomaten . . . . . . . ... ... ... ....... 2
Strikt deterministische kontextfreie Grammatiken . . . . . . . . ... .. 5
Formen, rekursive Nichtterminale und Aquivalenz . . . . . .. ... ... 11
Tableaubeweiser . . . . . . . . .. . . . .. ... ... 17
5.1  Intuitive Konstruktion . . . . . . . . . . . ... ... L. 17
5.2  UNF . . . e e 17
5.3 BAL . . . e 18
5.4 CUT . . . o e e e 20
5.5  Die Tableaukonstruktion . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 21
Beispiele . . . . . . .. 27
Eine Alternative . . . . . . . . .. ... 30

Schlusswort . . . . . . . . 31






Aquivalenz von deterministischen Kellerautomaten 1

1 Einleitung

Die Aquivalenz von zwei deterministischen Kellerautomaten ist entscheidbar. 2001 ver-
offentlichte Stirling einen Beweis ([Sti01]) in dem dies bewiesen wird. Dafiir wird das
Problem auf die Aquivalenz der Sprachen von zwei Startkonfigurationen einer strikt de-
terministischen kontextfreien Grammatik nach Harrison und Havel ([HH73|) reduziert.
Der Beweis konstruiert nichtdeterministisch ein Tableau und kombinierte zwei Semient-
scheidungsalgorithmen zu einem Entscheidungsalgorithmus.

Ziel dieser Arbeit ist es, den Beweis fiir die Entscheidbarkeit der Aquivalenz von deter-
ministischen Kellerautomaten, wie er in [Sti01] beschrieben ist, nachzuvollziehen. Grund-
legende Definitionen werden dafiir von [Vol19] — in gegebenenfalls angepasster Form —
iibernommen. Weitere Erkenntnisse und Definitionen stammen maflgeblich aus Stirlings
beiden Beweisen ([Sti01] und [Sti02]).

Die grobe Beweisstruktur ist in Abbildung 1 abgebildet und wird in den folgenden
Kapiteln weiter behandelt. Abschnitte 2 und 3 enthalten grundlegende Definitionen und
beschreiben die Ubersetzung der Kellerautomaten in eine spezielle Form der kontextfrei-
en Grammatiken. Auf Basis dieser Form kénnen weitere Annahmen getroffen und neue
Definitionen in Abschnitt 4 eingefithrt werden, die schlussendlich in Abschnitt 5 verwen-
det werden, um einen Algorithmus zu beschreiben, der berechnet, ob die urspriinglichen
Kellerautomaten dieselbe Sprache entscheiden.

Zuséatzlich ist in Abschnitt 6 jeweils ein Beispiel fiir ein positives und ein negatives
Ergebnis des gesamten Entscheidungsprozesses gegeben. Abschnitt 7 umreifit abschliefflend
eine 2002 von Stirling présentierte Alternative zu dem hier nachvollzogenen Verfahren.

M, Zu KFG* Tableau- Wahr
Vereinigen . oder
Mo Zu KFG* beweis Falsch

*Kontextfreie Grammatik

Abbildung 1: Die Beweisstruktur, um zu priifen, ob die Automaten M; und Ms dquivalent
sind.
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2 Deterministische Kellerautomaten

Ein deterministischer Kellerautomat (DKA) ist ein 5-Tupel, bestehend aus einer endlichen
Menge von Zustinden Z, dem endlichen Fingabealphabet 3, dem endlichen Kelleralphabet
T, der Uberfihrungsfunktion 6: Z x I' x (S U {e}) = Z x I'* und der Startkonfiguration
KeZxTT.

Eine Konfiguration k € Z x I'* eines DKA ist eine Momentaufnahme des Automaten
und gibt seinen aktuellen Zustand und Kellerinhalt an. Das oberste Kellersymbol steht in
der Konfiguration zuerst.

Der Lesbarkeit halber wird zusétzlich eine neue Notation von [Sti01, S. 1] iibernommen,
die die Verdnderung der aktuellen Konfiguration durch eine Eingabe beschreibt.

Definition 1. Fiir einen Kellerautomaten M = (Z,%,T, 6, K) schreibe pS % s qo falls
5(p,S,a) = (¢,a) und wenn pS %y qo, dann wird auch pSB % qaf fiir beliebige
B € I'* geschrieben.

Die durch —; beschriebene Arbeitsweise ist dquivalent zu der Erlduterung in [Vol19,
S. 16] und wird zusétzlich intuitiv fiir die Eingabe von Worten erweitert. Wenn M aus
dem Zusammenhang klar ist, wird — ohne Index notiert. 6 muss zudem nicht total sein.
Wenn ein Ubergang nicht definiert ist, dann terminiert der Automat und verwirft. Da
d e-Transitionen (Transitionen ohne das Einlesen eines Eingabezeichens) erlaubt, muss
fiir Determinismus gegeben sein, dass, wenn eine e-Transition moglich ist, keine andere
Transition moglich ist:

pS S qaApS B rf = a=c¢.

Die Sprache, die eine Maschine akzeptiert, ist dann die Menge der Worte, deren Abar-
beitung in einem leeren Keller resultiert:

LIM)={weX* |3qc Z: K %y qe}.

Im Gegensatz zu Vollmers Definition der deterministischen Kellerautomaten, die anhand
von Endzusténden akzeptiert ([Voll9, S. 16]), akzeptieren die hier verwendeten DKA also
nur eine Unterklasse der deterministischen kontextfreien Sprachen, die préfixfreien deter-
ministischen kontextfreien Sprachen:

we L(M) = PveXt:wve L(M),

da, wenn w den Keller leert, keine weitere Transition moglich ist und somit jede weitere
Eingabe verworfen wird. Dies ist aber keine Einschriankung, da fir jeden DKA, der durch
Endzustinde akzeptiert, ein DKA mit Akzeptanz durch leeren Stack konstruiert werden
kann.

Lemma 2. Das Problem der Aquivalenz von DKA mit Akzeptanz durch Endzustéinde
kann auf das Problem der Aquivalenz von DKA mit Akzeptanz durch leeren Stack redu-
ziert werden.

Beweis. Sei M = (Z,%,T,6, z0,#, F) ein DKA nach [Vol19, S. 16]. Wir konstruieren wie
folgt einen DKA M’ mit Akzeptanz durch leeren Stack:
1. M= (ZU{z.},2U{$},T u{O},&, z#0)!
2. ¢ ist 6 mit den neuen Transitionen:
. pnges fir jedes p € Fund S € T U {0}
o Der Zustand z, 1scht den Keller: 2.5 < z.e

'OBdA. gilt 2. ¢ Z,$¢ 2, 0¢T
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Es gilt, dass w € L(M) < w$ € L(M'), da

a € L(M) = M ist nach Eingabe a in Zustand q € £
= M’ ist nach Eingabe a in Zustand q € E
= M’ ist nach Eingabe a$ in Zustand z. mit leerem Stack
= a$ e L(M')

a¢ L(M) = (1) M ist nach Eingabe a in Zustand ¢ ¢ E oder

(2) M liest a nicht vollstindig, da der Keller vorher geleert wird oder
(3) M liest a nicht vollstindig, da keine passende Transition existiert.

Fiir die drei Falle (1), (2) und (3) ergibt sich:
@ M’ ist nach Eingabe a in Zustand ¢ ¢ F mit nichtleerem Keller
M’ terminiert bei Eingabe a$, da ¢ fiir diese Transition nicht definiert ist

a$ ¢ L(M')

M liest das echte Prifix a’ von a und terminiert mit leerem Stack
M’ liest o’ und hat den Kellerinhalt [

M’ terminiert, da ¢’ fiir diese Transition nicht definiert ist

a$ ¢ L(M")

M terminiert, da ¢ fiir diese Transition nicht definiert ist
M’ terminiert, da ¢’ fiir diese Transition nicht definiert ist
a$ ¢ L(M")

@

®

AN

Daraus folgt direkt, dass sich Aquivalenz von DKA mit Akzeptanz durch Endzusténde auf
Aquivalenz von DKA mit Akzeptanz durch leeren Keller reduzieren lésst. O

Beispiel 3. Ein einfaches Beispiel fiir einen Kellerautomaten ist M = (Z, %, T, 0, pS) mit
Z ={p,q},¥ ={a,b}, I' ={S, A, B} und den Transitionen

5: pS SpA, pSgpAB,
pA S qge, quqs

Die Sprache L(M) ist {a,bb}.

Es wird im Folgenden angenommen, dass die DKA die Sprache {e} nicht akzeptieren
und der Automat in der Normalform ist, dass fiir jede Transition pS — ga gilt, dass o < 3
und e-Transitionen nur von dem Stack l6schen kénnen (o = ¢). Dass die behandelten
DKA die Sprache {e} nicht akzeptieren, ist ein Nebeneffekt der Ubersetzung von oben
und jeder Automat, dessen Transitionen die geforderte Normalform nicht erfiillen, kann
in einen dquivalenten Automaten iibersetzt werden, der die Normalform erfillt.

Um das zu zeigen, werden in Abbildung 2 Beispiele fiir Transitionen gegeben, die ge-
gen diese Normalform verstoflien und Moglichkeiten veranschaulicht, wie die Normalform
hergestellt werden kann.

Lemma 4. Jeder DKA M kann in einen dquivalenten DKA M’ iibersetzt werden, dessen
e-Transitionen nur vom Stack l6schen und fiir dessen Transitionen pS %, ga gilt, dass
a < 3.

Beweis nach [Sti02, S. 3]. Sei M = (Z,%,T',4,K) ein DKA, der entsprechend in einen
DKA M' = (Z,%,T",¢, K) iibersetzt wird, indem einzelne endliche Sequenzen von Kel-
lersymbolen S1.5s...S, durch ein einziges Kellersymbol [S1S5...S,] ersetzt werden, das
sich identisch zu der urspriinglichen Sequenz verhélt. Zudem werden e-Transitionen, die
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Transitionen Mogliche Losung
pS S qAA e c c pS S qe
qA S ge pS\\ qAA g4 /qu qA S qe
a_ oo a
] T pSAA pS?pSAA
pS = qAA /,/ a/1 pS —pAA
gAS pAA e c gAS pSA
pA&pS pS\—>qAA—>pAAA qupA
pAgps b\‘ pA L pS
\‘\]\\_____/,pAA pAgps
)
pS S pSA pS _c, pSA BN pSAA. .. Keine Transitionen
S =% pABC % pBC % pCAAC
v a la pS % pA[BC)|
»S % pABC pA[BC] pAAC pA % pe
DA pe v a la pB % pCAA]
pB % pCAA p[BC] 5 p[CAA|C S p[AA]|C -4 pAC pC — pe
0C % pe la p[BO] % p[CAA|IC
pC pl[AA] = pA
la p[CAA] = p[AA]
pe

Abbildung 2: Exemplarische Herstellung der Normalform

nicht nur vom Stack 16schen, durch dquivalente Transitionen ersetzt. Die Ubersetzung ist
exemplarisch in Abbildung 2 dargestellt und wird im Folgenden genauer beschrieben.

1. Es gibt 3 Arten von e-Transitionen:
a) pS 5 p1S1Q 5005 ppe: die Transition pS LN p1S1aq wird durch pS N Pn€
ersetzt.
b) pS 5 p1S1Q 5005 PrSpa, und fir p,S, gibt es keine e-Transition: dann

wird pS = p1Sia ersetzt durch pS % ¢fa,, fiir alle Transitionen p,S, — ¢B.
c) pS 5 p1S1Q = ...: die Transition pS N p1S1c1 kann entfernt werden, da sie
nie akzeptiert.
2. Fiir jede Transition pS % ¢S1S5...S, mit n > 3:
o Fiige das Kellersymbol [Ss...S,] hinzu
« Modifiziere die Transition, sodass pS — ¢S1[Sa ... Sy]
3. Fiige neue Transitionen (und ggf. Stacksymbole) hinzu, sodass wenn pS; = ga in &
fiir alle Nichtterminale [S1/] gilt, dass ¢’ eine Transition p[S13] = q[a][B] enthalt
4. Falls [S] € I und S ist ein einzelnes Kellersymbol, dann ersetze alle [S] durch S und
entferne [S] aus I'

Die Konfiguration p[S; ...S,] verhélt sich aufgrund der Konstruktion dquivalent zu der
Konfiguration pSi ... .Sy, sodass sich die Sprache des Automaten nicht &ndert. O
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3 Strikt deterministische kontextfreie Grammatiken

Harrison und Havel fithren in [HH73, S. 242] strikt deterministische kontextfreie Gram-
matiken als eine eingeschrénkte Form der deterministischen kontextfreien Grammatiken
ein.

Definition 5. Eine deterministische kontextfreie Grammatik (KFG) in 3-Greibach-Nor-
malform (3-GNF) ist ein Tupel
G=(V,%,P)

aus der endlichen Menge der Nichtterminale V', dem Terminalalphabet 3 und der Produk-
tionsmenge P C V x ¥ x V=2 mit V=" = Uo<i<n V.

Im Vergleich zu [Vol19, S. 4f.] entféllt damit die Startvariable S € V aus dem Tupel, da
der von Stirling présentierte Entscheidungsalgorithmus, ob zwei DKA dquivalent sind, das
Problem auf die Aquivalenz der Sprachen zweier Konfigurationen derselben Grammatik
reduziert und die Startvariable der Grammatik nicht verwendet. Zudem besteht die rechte
Seite jeder Produktion immer aus einem Terminalzeichen gefolgt von Nichtterminalen.
In Vollmers Definition haben die Produktionen die Form X — a mit X € V und « €
(X UV)T. Analog konnen die hier verwendeten Produktionen notiert werden als X — a«
mit X € V,a € ¥ und a € V=2,

Bemerkung 6. Stirling hat die Représentation der Automaten als strikt deterministische
Grammatiken gewéahlt, da diese dquivalent sind zu e-freien DKA, die nur einen Zustand
haben [Sti02, S. 6]. Im Folgenden erinnert die Notation daher mehr an einen Automaten
als an eine Grammatik.

Definition 7. Eine einfache Konfiguration der Grammatik G = (V, X, P) ist eine endliche
Folge von Nichtterminalen: o € V'*.

Analog zu der Definition fiir DKA wird die Notation — auch fiir KFG in 3-Greibach-
Normalform definiert.

Definition 8. Sei G = (V, %, P) eine Grammatik. Schreibe X % o falls X — aa € P
und wenn X % «, dann schreibe auch X3 ¢ of. Fiir Worte w = a; .. . an, gilt « e B
falls « a—1>G a—")g ﬂ

Definition 9. Die Sprache, die eine einfache Konfiguration o der Grammatik G = (V, %, P)
akzeptiert, ist definiert als L(a) = {w € ¥* | a =g €}.

—¢ wird auch ohne den Index G notiert, falls G aus dem Zusammenhang klar ist. Ein
Nichtterminal X, fir das L(X) die leere Menge ist, heifit redundant, da es keine Worte
akzeptiert. Die hier behandelten Grammatiken besitzen keine redundanten Nichttermina-
le?. Damit existiert fiir jedes Nichtterminal X ein kleinstes Wort w(X) € L(X). Wenn
mehrere Worte derselben Lange moglich sind, bezeichnet w(X) das lexikographisch erste.

Definition 10. Mg = max{|w(X)| | X € V} ist die mazimale Norm der Grammatik
G = (V,3,P).

Auch Mg wird ohne Index notiert, wenn G aus dem Kontext eindeutig ist.

Definition 11. Sei G = (V, 3, P). Eine Partitionierung = von V* heifit strikt falls
1. Fiir o, e V¥ gilt a = f gdw. a = S oder 36 € V*: a = 6Xa3 A S = 0Y S mit
X =Y und X #Y (X und Y sind beliebige Nichtterminale)
2. Fiir alle Paare von Produktionen X — aa und ¥ — ad mit X =Y und a € ¥ gilt:

2Dies ergibt sich direkt aus der Ubersetzungsprozedur, die folgt.
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a) a=9
b) Wenn zusitzlich a = §, dann X =Y

Punkt 1 aus der Definition fiir die Partitionierung ist nicht in Harrison und Havels ori-
ginaler Definition enthalten, da die Partitionierung dort iiber V' U ¥ definiert wurde (vgl.
[HH73, S. 242]). Harrison und Havel bezeichnen X und Y aus Punkt 1 als das ,unter-
scheidende Paar von « und g“ ([HH73, S. 244]). Punkt 1 kann &dquivalent ausgedriickt
werden als ,o = § wenn ihre Sprachen préafixfrei sind und fir das unterscheidende Paar
X, Y X =Y gilt“ Die zweite Anforderung besagt, dass unterschiedliche Produktionen aus
Nichtterminalen, die in derselben Partition von = liegen, nur auf Sequenzen von Nichtter-
minalen abbilden diirfen, die ebenfalls in derselben Partition liegen, aber nicht identisch
sind. Streng nach Stirling ist Punkt 2 die Anforderung, damit eine Partitionierung von V'
strikt ist. Punkt 1 erweitert diese Partitionierung dann auf Sequenzen von Nichttermina-
len.

Definition 12. Eine strikt deterministische kontextfreie Grammatik G = (V, X, P) ist
eine KFG, fiir die eine strikte Partitionierung = von V* existiert.

Harrison und Havel wéhlten die Bezeichnung ,strikt deterministisch® fiir diese Klasse
der kontextfreien Sprachen, da es sich um die Sprachen handelt, die von einem determi-
nistischen Kellerautomaten (entsprechend der Definition in [Vol19]) entschieden werden
kénnen und zusétzlich préafixfrei sind. Die Entscheidung, ob der Automat terminiert, wird
also eindeutig in Abhéngigkeit von der aktuellen Konfiguration gepriift und bedarf keinem
Vorgriff auf die Information, ob es ein néchstes Kellersymbol gibt (vgl. [HH73, S. 242]).

Beispiel 13. Ein Beispiel fiir eine strikt deterministische kontextfreie Grammatik ist
G = ({S,B,C},{a,b,c}, P) mit den Produktionen P:

S4B BY:
SLC CSe

Fiir = sind zwei Partitionierungen moglich: {{S,B,C}} und {{S},{B,C}}. B und C
miissen allerdings in derselben Partition sein, da S = S. Die gegebene Grammatik wére
zudem nicht strikt deterministisch wenn die Transition C' % & zu C' 2 & gedndert wiirde.

Wie in Beispiel 13 présentiert, erlaubt die Definition von strikt deterministischen Gram-
matiken Nichtdeterminismus. Eine Grammatik kann die Produktionen X % o und X =
beinhalten solange o = 8. Um die Produktionen deterministisch auszudriicken, wird eine
neue Art der Konfigurationen eingefiihrt, sodass die Produktion die Form X % a + 8
annimmt.

Definition 14. Eine zusammengesetzte Konfiguration E ist eine endliche Menge von ein-
fachen Konfigurationen und wird notiert wie folgt: £ = {a1,...,an} = a1 + -+ + .

Definition 15. Eine zusammengesetzte Konfiguration o + - -+ + «, heiflt zuldssig, falls
fir alle ¢ und j gilt, dass o; = «;.

Die Sprache einer zusammengesetzten Konfiguration ist die Vereinigung der Sprachen
der einfachen Konfigurationen, die die zusammengesetzte Konfiguration bilden: L(aq +
<o+ an) = Ui<i<y L(ag). Die Lénge einer zusammengesetzten Konfiguration E ist die
Lénge der langsten einfachen Konfiguration in E: |a; + -+ + a,| = max{|ay| | 1 <i < n}
und |@| := 0. Die Notation —¢ wird fiir zusammengesetzte Konfigurationen erweitert,
sodass a1 + -+ ay ¢ { | @i g a',1 <i < n}. Wenn es also keine Produktionen

. w / o . . w .
gibt, sodass a —¢ o/ moglich ist, kann o —¢ () geschrieben werden.
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Aufgrund von Punkt 2 in Definition 11 ist die rechte Seite jeder Produktion einer strikt
deterministischen KFG zuléssig.

Harrison und Havel zeigen, dass DKA mit Akzeptanz durch leeren Stack dquivalent sind
zu strikt deterministischen KFG, indem sie Prozeduren zur Ubersetzung zwischen beiden
beschreiben. Sei M ein DKA. Berechne Gy und ihre Startkonfiguration Sy, wie folgt (Gs
heifit die kanonische Grammatik von M):

1. Nichtterminale sind Tripel [pSq] aus p,q € Z und S € T’

2. Transitionen werden wie folgt iibersetzt? (a # ¢)

o Ubersetze pS % ge zu [pSq] % ¢
o Ubersetze pS % ¢T zu [pSr] = [qTr] fiir alle r € Z
o Ubersetze pS % ¢TU zu [pSr| = [qTp'][p'Ur] fiir alle r,p' € Z

3. e-Nichtterminale ([pSq] mit pS <+ ge) werden von der rechten Seite jeder Produktion

entfernt

4. Alle Transitionen, die redundante Nichtterminale enthalten, werden entfernt

5. Die Startkonfiguration pSi ... S, wird iibersetzt zu

Su= Y., [pS1p1][P1S2p2]. - - [Pn—1Snpa]
D,P1ye-Pn€Z

o Entferne alle einfach Konfigurationen, die redundante Nichtterminale enthalten
o Entferne alle e-Nichtterminale
6. Wenn eine Transition mehrfach vorkommt, werden ihre rechten Seiten zu einer zu-
sammengesetzten Konfiguration vereinigt

Lemma 16. Fiir jeden DKA M gilt, dass Gy strikt deterministisch ist und Sp; ist
zuldssig.

Beweis angelehnt an [HH73, S. 260]. Definieren die Partitionierung = mit X = Y gdw.
X = [pSp’] und Y = [pSp”] und erweitere diese Partitionierung geméf Definition 11.1 fiir
%

Seien [pSr] % a und [pSr’] % § zwei Transitionen. Offenbar ist [pSr] = [pSr’]. Entspre-
chend der Konstruktion von Gj; miissen diese Transition aus derselben Regel pS = gao/
iibersetzt worden sein. Es kénnen die 3 Félle unterschieden werden:

e Wenn |o/| = 0: dann gilt @« = § = £ und [pSr| = [pSr’] = [pSq]

e Wenn |o/| = 1: a und ¢ kénnten ungleich € sein mit a = [qTr| und § = [qTr/] und

damit ist a = 4. Falls zusétzlich » = »’ gilt, dann ist @ = [qTr] = [qTr] = § und
[pSr] = [pSr/]. Ansonsten konnte o = ¢ oder § = ¢ gelten (0.B.d.A. sei a = &),
wenn « urspriinglich ein entferntes e-Nichtterminal [qTr| gewesen wire, da M eine
Transition ¢I' < re enthielt. Aufgrund des Determinismus von M sind also alle
Transitionen, die [qTr'] mit r # 7’ enthielten, gestrichen worden, da [qTr’] redundant
war. Somit gilt & = § = € und [pSr] = [pSr/].

e Wenn |o/| = 2: Sei |a| = 0] = 2, dann ist a = [qTq’][q'Ur] und ¢ = [qTq"][q"Ur’].

Somit gilt wieder & = § und wenn o = §, dann ist r = 7/, sodass wieder [pSr] = [pSt'].

Fiir den Fall, dass o oder  mindestens ein e-Nichtterminal beinhaltet haben, gilt

eine analoge Argumentation wie im Fall |o/| = 1.
Die Partitionierung = ist per Definition 11 also strikt. Damit existiert eine strikte Partitio-
nierung von V* fiir Gy ergo ist Gy strikt deterministisch. Es gilt zuletzt zu zeigen, dass
S zuldssig ist. Aufgrund der Konstruktion von Sy; enthalten zwei verschiedene einfache
Konfigurationen in Sy, jeweils mindestens ein Nichtterminalpaar [pSq] und [pSq'], dass sie
unterscheidet (¢ # ¢'), aber in derselben Partition liegt ([pSq] = [pSq’] gilt per Definition
von =). O

3Die Ubersetzung zielt darauf ab, dass [pSq] s e gdw. pS = ge
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Lemma 17. Fir jeden DKA M gilt, dass L(M) = L(Sy)

Beweis. Definiere

H:={a e V" |a=pSipi][p182p2] . .- [Pa—1Snpn] fiir n > 0}
NV ={[pSq] € N |p ==}
Ny ={[pSq] € N | ¢ =z}

f+ H—T" mit f([pS1p1][p1S2p2] - - - [Pn—1SnPa]) = S152... 5,

Bevor e-Nichtterminale entfernt werden, gilt, dass fiir beliebige w € >*:

[pPSq] = a gdw entweder o = € und pS > qe
oder pS = p'f(a) und a € »NHNHN,

Der Beweis dieser Aussage erfolgt durch Induktion iiber die Wortlidnge angefangen bei
[pSql % a mit a € ¥. Aufgrund der gewihlten Normalform gibt es fiir o nur die drei
Moglichkeiten: €, [rTq] und [rTp'][p'Uq]. Fiir alle drei Moglichkeiten ist schnell zu sehen,
dass die Aussage aufgrund der Konstruktion gilt, solange keine e-Nichtterminale entfernt
wurden. Im Induktionsschritt gilt es zu zeigen, dass die Aussage fiir [pSq] — o % «a
gilt, wenn sie fiir [pSq] — o’ gilt. Offenbar ist o/ # . Aufgrund der Induktionsannahme
gilt pS = p'f(o/) mit of € o INH N HNy. Fir das Resultat der Anwendung von dem
Eingabesymbol a sind 2 Félle zu unterscheiden:

o Wenn a = e: o/ ist also ein einfaches Nichtterminal [p’Xq] und entsprechend muss es
eine Produktion [p'Xq] = ¢ geben. Die gibt es genau dann, wenn der Automat eine
Transition p’X % ge hat. Entsprechend gilt: pS =% g <= [pSq] —> .

e Wenn « € ,NHNHN,: Es gilt, dass ' = ¢. Wenn «’ ein einzelnes Nichtterminal ist,
begriindet es sich in den Transitionen, da die rechte Seite von Produktionen eines
Nichtterminals in /N, immer auf ein Nichtterminal in N, endet. Fiir den Fall, dass
o/ aus mehreren Nichtterminalen besteht gilt es, da nur das vorderste Nichtterminal
durch eine Produktion gedindert wird. Es gilt also: [pSq] —% a <= pS =% rf(a).
Die rechte Seite, 7 f(«), ist durch die Ubersetzung gewihrleistet.

Die Sprache bleibt zudem gleich wenn e-Nichtterminale durch e ersetzt werden, da e-
Nichtterminale keine Eingabe lesen und direkt auf ¢ abbilden. Dass L(M) = L(Sy) folgt
dann direkt aus der Beobachtung von oben. O

Beispiel 18. Die Ubersetzung wird an dem Kellerautomaten aus Beispiel 3 préasentiert.
Das Ergebnis der Ubersetzung der Transitionen (mit redundanten Nichtterminalen und
e-Nichtterminalen) ist:

[pSp] = [PAp] [pSq] = [pAq]
[pSp] = [pAp][pBp]  [pSp] > [pAd][aBp] [pSa] > [pAp][pBa] [pSq] - [pAq][qBd]
[qBq] > ¢
Im néchsten Schritt werden alle e-Nichtterminale ([pAq]) durch e ersetzt.
[pSp] = [PAp] [pSq] = e
[pSp] = [pAp][pBp] [pSp] = [aBp] [pSal > [pAp][pBa] [pSal > [qBq]
[qBa] > ¢

Zuletzt gilt es, Transitionen zu entfernen, die redundante Nichtterminale enthalten (ledig-
lich [pSq] und [gBq] sind produktiv):
b b
[pSal “+ ¢ [pSq) = [aBa] [qBq] ¢

Die Startkonfiguration wird dann tibersetzt zu [pSp|] + [pSq]. Da [pSp] redundant ist, ist
Sy = [pSq). Es ist an dieser Stelle leicht zu sehen, dass L([pSq]) = {a, bb}.
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Nachdem die grundlegenden Begriffe eingefiihrt wurden, folgen ein paar wichtige Er-
kenntnisse, die fiir die weiteren Beweise bendtigt werden.

Lemma 19.

1.
2.
3.

4.
5.

Falls a =B und a = o/ und = 3/, dann o/ = 3.

Falls a = 8 und o = v und 8 = ~, dann a = .

Sei iy + -+ = ah 4+ - +al,. Wenn o + - - - + o, zuliissig ist, dann ist auch
af + -+ + o, zuléssig.

LE)=0 < E=0.

a=f <<= da=4§p.

6. a=pFANa# = ay=p0.
Beweis.
1. Sei a = 3, dann gilt der Satz fiir « = 8, da o/ = f’. Der Beweis fiir a # 3 erfolgt

<)

durch Induktion iiber die Wortldnge.

Fiir den Induktionsanfang w = e gilt die Aussage, da o = « und 8’ = 3. Wenn
also o = 3, dann auch o/ = . Im Induktionsschritt sei angenommen, dass w = av
flir a € V und v € V* und die Aussage gilt fiir v. Da o« = § und a # § gibt es
0,a1,01 € VX, X,Y € V, sodass a = 0 Xay und S = Y 51. Nun koénnen zwei Félle
unterschieden werden:

e §=c: Es gilt, dass Xa; — X'ay = o’ und Y3 5 Y’/ = (. Da = strikt
ist, gilt X’ = Y’, und somit ist per Definition X’a; = Y’$; und nach der
Induktionsannahme ist damit o/ = 5'.

e 0 #e: Esgilt, dass 6Xa; = ¢ Xa; = o und 6Y B % 6'Y B = B'. Per Defini-
tion ist ¢’ Xaq = §'Y 81 und nach der Induktionsannahme ist damit o/ = 3'.

. Der Beweis erfolgt wieder durch Induktion iiber die Wortlénge. Fiir den Induktions-

anfang w = ¢ gilt die Aussage, da v = o und v = § also a = . Im Induktionsschritt

sei angenommen, dass w = av fir a € V und v € V* und die Aussage gilt fir v. Es

gilt also, dass @ = o/ 5 vy und 8 % B’ 2 4. Nach 1 ist, da a = 3, also o/ = ' und

somit gemiB der Induktionsannahme o’ = 3. Es gilt also, dass a@ — 4/ = ~ und

85+ 5 ~. Wie in dem Beweis zu 1 gilt wieder o = § X a1 und 8 = 6Y 51 mit den
beiden Féllen:

e d==¢c: Aus Xoy 5 4/ und Y31 = +/ folgt, dass a; = B und per Definition

von — gelten Xa; % v"a; und Yoy % +”ay. Da = strikt ist, gilt also, dass

X =Y. Damit ist « = 3, da a = Xaj und § =Y ) mit ¢y = ;1 und X =Y.

o §#¢e Aus 6Xoq = 4 und §Y B = +' folgt, dass v/ = 6’ Xaq und 7/ = 'Y By

mit & = ¢’. Also muss gelten, dass X =Y und o = 1 und damit o = .

. Folgt direkt aus 1.
. Offensichtlich gilt L(0) = 0. L(E) =0 = E = ) gilt, da es keine redundanten

Nichtterminale gibt.

. Folgt direkt aus Definition 11.1.
. Sei @ = S und « # . Per Definition gibt es ein A € V*, sodass a« = AXa; und

B = AY 3. Einsetzen in oy und 36 liefert AXaqy und AY $16. Per Definition gilt
also ay = 89, da dieses A laut Annahme existiert. O

Lemma 19.3 erlaubt es, im Folgenden weitestgehend von Zuldssigkeit auszugehen, da
die Startkonfigurationen zuléssig sind und das Anwenden von Worten auf diesen Konfigu-
rationen die Zuléssigkeit erhilt. Im Verlauf des Beweises, dass die Aquivalenz zweier DKA
berechenbar ist, ist neben der Erkenntnis, dass die behandelten Konfigurationen inhérent
zuldssig sind, die dadurch implizierte Eigenschaft wichtig, dass die Sprachen L(«a) und
L(pB) fir a = 8 préafixdisjunkt sind — kein Wort der einen Sprache ist Préfix eines Wortes
der anderen — (und disjunkt wenn « # f3).
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Lemma 20. o = und w € L(«a), dann gilt fir jedes u € ¥7, dass wu ¢ L(3).

Beweis. Sei a = 8 und w € L(a) und u € X7 beliebig. Sei w € L(a), dann gilt o = ¢.
Sei % v, dann gilt nach Lemma 19.1, dass v = €. Das gilt nur fiir v = ¢.

e Sei a = B: Fiir die Konfiguration € ist keine Produktion definiert, da eine Produktion

mindestens ein Nichtterminal voraussetzt, sodass  — ¢ - () und damit wu ¢ L(f).

e Sei @ # B: Daa = e und B = ~ und damit B = ¢ gilt, muss nach Lemma 19.2

a = f3 gelten. Das ist ein Widerspruch in der Annahme. Es gilt also, dass 8 — 0 = ()

und damit wu ¢ L(f). O

Daraus folgt, dass, wenn eine Konfiguration aq + - - - + a, zuléssig ist und das Wort w
akzeptiert, fiir genau ein «a; gilt, dass o; — ¢ und fiir alle j # i gilt o 0.

Bemerkung 21. Nach der Ubersetzung der Automaten in strikt deterministische KFG
handelt es sich noch immer um zwei separate KFG. Fiir den weiteren Beweis ist es aber
notwendig, dass es sich um eine einzige Grammatik handelt. Daher miissen die beiden
Grammatiken in einem zusédtzlichen Schritt disjunkt vereinigt werden. Wenn die Men-
gen der Nichtterminalzeichen oder der Terminalzeichen nicht disjunkt sind, kénnen die
betroffenen Zeichen umbenannt werden, sodass eine Vereinigung immer moglich ist.
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4 Formen, rekursive Nichtterminale und Aquivalenz

Stirlings Beweis, dass die Aquivalenz von DKA berechenbar ist, begriindet sich in der
Existenz eines Beweisbaumes (Tableau), der die Aquivalenz zeigt oder widerlegt. Um die-
sen Beweisbaum und seine Ableitungsregeln beschreiben zu kénnen, ist zuvor notwendig,
Operationen zu definieren, die auf zuléssigen Konfigurationen angewendet werden kénnen,
wie auch den Begriff der Aquivalenz formal zu definieren. Fiir die Regel CUT wird insbe-
sondere eine neue Form von Nichtterminalen benétigt, die kanonische Familie rekursiver
Nichtterminale, die verwendet werden kann, um die Grofle von Konfigurationen zu kiirzen.

Die folgenden Operationen auf zuldssigen Konfigurationen erlauben es, diese auf ver-
schiedene Weise (in verschiedenen Formen) zu notieren.

Definition 22.
1. E+F=FEUF.
2. EF ={af|a € E,f € F}.

Lemma 23. Sei Fj + --- + E, eine zuldssige Konfiguration und die F; sind paarweise
disjunkt und nicht ¢

1. Dann ist £1Gy + - - - + E,G,, zuldssig falls alle G; zuléssig sind.

2. Falls E1G1 + - - + E,G,, zuldssig ist und E; # 0, dann ist G; ebenfalls zulassig.

Beweis.
1. Angenommen alle G; sind zulédssig und a € E;G;, o € E;G;. Dann gilt per Defini-
tion, dass o = By und o’ = '+ fir g € Ej,v € G;, 5’ € Ej,7' € Gj mit § # ¢ und
B’ # e. Dann gibt es zwei Fille:
e Wenn = 3 und 8 # [, dann ist nach Lemma 19.6 8y = 4/ und somit
a=d.
e Wenn 8 =/, dann ist ¢ = j und somit auch v =+ nach Lemma 19.5 gilt also
B~y = B+ und somit o = .
2. Sei 7,7 € G; und B € E;. Da E\Gy + --- + E,G,, zulissig ist, ist Sy = 7/ und
somit gilt nach Lemma 19.5 v = +/. O

Dadurch kann dieselbe Konfiguration in verschiedenen Formen dargestellt werden. Wenn
des Weiteren F + F' geschrieben wird, wird angenommen, dass F + F' zuléssig ist.

Beispiel 24. Sei AB + ACD eine zuldssige Konfiguration, dann bezeichnet A(B + CD)
dieselbe zulassige Konfiguration und da A zuléssig ist, muss auch B + C'D zuléssig sein.

Wie einleitend beschrieben, benétigt CUT eine neue Form von Nichtterminalen, die
verwendet werden konnen, um zuldssige Konfigurationen zu ersetzen aber Aquivalenz bei-
zubehalten.

Definition 25. (V1,...,V,,) ist eine Familie rekursiver Nichtterminale und fiir alle 1 <
1 < n gilt:

1. entweder Vid:ef\/}- flir ein j <1

2. oder WOl:elevl +---+H,V, mit Hi+---+ H, ist zuldssig und die Hj sind paarweise
disjunkt und nicht e.

Die Lénge eines rekursiven Nichtterminals V', |[V], ist per Definition 1 und ein rekursi-

ves Nichtterminal V; mit Vid:eri heilt terminierendes Nichtterminal. Die Verwendung von
rekursiven Nichtterminalen ist zudem sehr beschriankt. Sie diirfen nur als letztes Symbol
einer Konfiguration auftreten, und wenn eine Konfiguration einer zuléssigen Konfiguration
auf ein rekursives Nichtterminal endet, dann miissen alle Konfigurationen auf ein rekur-
sives Nichtterminal derselben Familie enden. Eine Konfiguration ist also zuléssig falls sie
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{oa,...,an} oder {anVi,..., 0, Vp} ist mit o = a; und o; # . Zudem wird fiir den
weiteren Beweis eine neue Notation eingefiihrt: E - u (gelesen ,,E nach u®).

Definition 26. Falls £ = F und F ist kein rekursives Nichtterminal, dann ist E-u = F.
Wenn F' ein rekursives Nichtterminal ist mit Fd:efH ,ist B-u=H.

Offenbar ist das rekursive Nichtterminal V; also terminierend, falls £ -« = V;. Zudem ist
ein Korrolar der Definition von — fiir Worte und der Definition von -, dass E-uv = (E-u)-v.

Definition 27. Eine zuléssige Konfiguration £ = a1 G1+- - -+ oGy, ist in n-Head Normal
Form (n-HNF) fir n > 1, wenn gilt:
¢ Die «; sind paarweise verschieden und kein «; ist e.
o ay+ -+ oy ist zulassig.
o Falls F keine rekursiven Nichtterminale enthélt, gilt entweder |a;] = n oder |a;| <
nANG; =e.
o Falls E rekursive Nichtterminale enthilt, gilt entweder |a;| = n A |G;| > 0 oder
lai] < m A G; ist ein einzelnes rekursives Nichtterminal.

Lemma 28. Sei £ = 31G1 + - - - + G in n-HNF, dann gilt:
1. Falls w € L(f;), dann ist E = G;.
2. Wenn 5; - w weder € noch () ist, dann ist £ -w = (81 - w)Gy + -+ - + (B - w) G-

Beweis. 1. und 2. folgen direkt aus Lemma 20. O

Weiterfithrend sind zuldssige Konfigurationen E1G1 + - -- + E,G,, in Head Tail Form:
Die FE; sind die Heads und die G; die Tails. E1 + --- + E, ist zuldssig und die F; sind
paarweise disjunkt. Kein Tail ist () und kein Head enthilt rekursive Nichtterminale oder
ist das leere Wort. Wenn des Weiteren V; geschrieben wird, ist ein beliebiges rekursives
Nichtterminal gemeint.

Zwei Konfigurationen heiflen dquivalent (geschrieben E ~ F') genau dann, wenn sie
dieselbe Sprache akzeptieren und (falls sie rekursive Nichtterminale enthalten) beziiglich
des terminierenden Nichtterminals {ibereinstimmen.

Lemma 29. E ~ F genau dann, wenn fiir alle Worte w € ¥*:
e Frw=0)<+= F-w=10
e und F-w=V, << F-w=YV,

Beweis. Sei E ~ F und E-w = () aber F-w = F’' # (). Laut Lemma 19.4 gibt es also
mindestens ein v sodass F' - v = ¢ oder V. Damit ist wv € F aber wv ¢ E, da E - wv = {).
Das ist ein Widerspruch in der Annahme.

Angenommen die Punkte gelten aber £ # F. O.B.d.A.ist F-w=cund F-w=F #¢
laut Annahme ist F’ weder () noch ein V;. Damit existiert ein a mit F’ - a # (). Das fiihrt
aber zu einem Widerspruch, da F - wa = (). O

Aquivalenz kann zusétzlich durch n-Aquivalenz angenéhert werden, indem lediglich das-
selbe Verwurfverhalten und Ubereinstimmung beziiglich terminierender Nichtterminale fiir
Worte maximal der Linge n gepriift wird.

Definition 30. F ~, F gdw. fiir alle Worte w € ¥* mit |w| < n gilt, dass E-w = <
F-w=0udFEF w=V, < F-w=1V,

Es kann aber nicht jede beliebige Familie rekursiver Nichtterminale verwendet werden,
um zuldssige Konfigurationen zu ersetzen und Aquivalenz beizubehalten, weswegen eine
neue Art der Familien rekursiver Nichtterminale eingefiihrt wird.
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Definition 31. Eine Familie rekursiver Nichtterminale (Vi,...,V,,) heifit kanonisch fir
die Familie Ei1Gy + -+ + E{Gp ~ FiGy + -+ + FLGy, mit 1 < i < k genau dann, wenn:
1. EEVi+ -+ EV, ~FiVi+ -+ F.V, firalle 1 <i <k

2. Falls V' BV -+ BV, dann Gy ~ HIG + - - + H, Gy,
3. Falls V; %<V, dann G, ~ G,

Fiir die Berechnung dieser kanonischen Familien ist es allerdings zuvor notwendig, das
Konzept der Verfeinerung von Familien rekursiver Nichtterminale zu erldutern. Die Familie
(V{,..., V) verfeinert die Familie (Vi,...,V,,) genau dann, wenn:

Wenn VY H VL 4+ H Vi dann VS BV £ Y
Wenn V%'V, und vV H  dann v/ '

Die Verfeinerung behélt allerdings n-Aquivalenz — und damit auch Aquivalenz — bei.

Lemma 32. Sei EnVi + -+ + EpVy ~, F1Vi + -+ + FiVi, und (V{,...,V)) verfeinert
(Viy...\ Vi), dann ist ByVY + - + BV ~op F\V] + -+ FLV/.

Beweis. Sei E = EVi+---+ Eka,F =M+ + Fka,El = E1V1’ —+ -+ EkaI und
F' = V{4 -+ F;V/. Angenommen E ~,, F aber es gibt ein w mit |w| < nund E'-w = ()
und F’ - w # (. Dann gibt es ein lingstes Prafix w’ von w, fiir das F - w’ # (). Das Prifix
darf nicht gleich w sein, da sonst E - w # () gilt und gemifl der Konstruktion ist somit
E'-w # (), ein Widerspruch. Fiir diesen liangsten Préfix gilt also, dass F-w’' = E-w' =V
und V; ist terminierend (da F-w = E - w = (). Entsprechend muss F’ -w' = E' -w' = H

sein und V/ 4l 1 Das ist ein Widerspruch zu der Annahme. Wenn F’-w’ = E' - w’, dann

muss auch F/ - w = E’ - w gelten. O

Durch wiederholtes gezieltes Verfeinern der rekursiven Nichtterminalen kann dann unter
der Vorraussetzung von Aquivalenz eine kanonische Familie berechnet werden.

Lemma 33. Sei EiGy + -+ E G, ~ FiG1 + -+ F!G,, mit 1 <i <k, dann existiert
eine kanonische Familie rekursiver Nichtterminale fiir diese Konfigurationen.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch die iterative Berechnung einer kanonischen Familie fiir
gegebenen Konfigurationen und dem simultan présentierten Korrektheitsbeweis der Be-
rechnung. Sei eingehend die Familie rekursiver Nichtterminale definiert mit (Vi°,..., V%),

wobei jedes Nichtterminal terminierend ist: V,? d:erxo . Es ist leicht zu sehen, dass 2 und 3
aus der Definition fiir diese Familie zutreffen. Wenn zuletzt E{V? + -+ ELV? ~ FIV +
-+ FV0 fiir alle ¢ gilt, dann ist 1 ebenso erfiillt und (V,...,V;?) ist die gesuchte kano-
nische Familie. Sei nun Iteration j betrachtet mit E{V{ +---+ ELVI £ FiV) 4+ 4+ FLVi,
dann gibt es ein kleinstes [ und ein kleinstes k, sodass

EWV/ 4 4+ BV by FVI 4 4 FLVI

E' F’

mit dem Wort u = ay ... ag, dass die beiden Konfigurationen unterscheidet. £ bezeichnet
im Folgenden E{Gy + -+ ELG,, und F ist F{G1 + -+ F.G,,. Es ist nicht méglich, dass
entweder E' oder F' u verwirft, da £ ~ F. E' - u und F’ - u einigen sich also nicht auf
dasselbe rekursive Nichtterminal. Wir betrachten im Folgenden die Sequenzen:

Z4%=X-a1...a; mit X € {E,F,E', F'}

Wihle m (falls es existiert), sodass Zp; = H\V{} +---+ H,VJ und zpmt 2y VZJ Also ist

Vl-jd:efﬂlvlj + -+ + H,VJ und wegen Anforderunge 2 auch G; ~ H1G1 + -+ + H,G,,. Es
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gilt zudem, dass Z% = G;, da beide Sequenzen dieselben Heads haben. Die Sequenz Z%
wird nun aktualisiert zu

Zt = (HiGy + -+ Hp,Gy) -ty - - - g,

sodass die Sequenzen wieder dieselben Heads haben. Diese Schritte werden fir E’ (und
analog fiir F’) wiederholt bis kein solches m mehr existiert. Es kann nicht nur einer von
Z%, oder Z%, () sein. Angenommen, Z%, = (), dann ist auch Z% = () und damit auch
Z% =0, da E ~ F. Damit wiirde aber auch gelten, dass Z%, = () und somit E' ~ F’. Also
ist mindestens einer von Z&, und Z%, ein terminierendes Nichtterminal Vij . O.B.d.A. ist
7%, dieses Nichtterminal. Z%, ist dann entweder ein anderes terminierendes Nichtterminal
Vﬂ oder eine Konfiguration H {Vf +---+ H!VJ. Aufgrund der Sequenzen ist Z% = G; und
Z% = Gy beziehungsweise Zk = H|Gy + - -- + H!G,,. Im letzten Schritt wird die Familie
(V7,..., Vi) dann verfeinert zu (V{™',..., V1) mit der entsprechenden Fallunterschei-
dung von oben:

1. Falls Zk, = Vﬂ O.B.d.A. sei ¢/ < i. Fiir jedes t, fiir das Vf d:ef‘/;j definiere V}jﬂ def
Vﬂ 1 Ansonsten werden die Indices j lediglich durch j+1 ersetzt. Die Konstruktion
erhélt die von der Definition geforderten Eigenschaften 2 und 3 fiir die neue Familie.

2. Falls Z%, = H,V{ + --- + H,VJ: Fiir jedes t, fiir das V; def V7 definiere V™! def
H Vlj g H! VJ*+1. Ansonsten werden die Indices j lediglich durch j+1 ersetzt.
Die Konstruktion erhélt die von der Definition geforderten Eigenschaften 2 und 3
flir die neue Familie.

Jede Iteration resultiert damit in einer Familie rekursiver Nichtterminale, die die vorherige
verfeinert. Mit jeder Iteration wird dabei genau ein terminierendes Nichtterminal verfeinert
und die anderen Nichtterminale werden lediglich entsprechend angepasst. Der Algorithmus
terminiert also nach n—1 Iterationen, da dann jedes rekursive Nichtterminal entsprechend
berechnet wurde. O

Der von Stirling prisentierte Algorithmus zur Berechnung einer solchen kanonischen
Familie sieht vor, diese, angefangen bei der Familie (V{,...,V,?), in der jedes rekursive
Nichtterminal terminierend ist, schrittweise zu verfeinern bis sie die Anforderungen erfiillt.
Kanonische Familien sind damit aber nur fiir Paare von dquivalenten Konfigurationen
definiert und eignen sich daher nicht fiir einen Tableau, der ebenso mit ambivalenten
Konfigurationspaaren umgehen muss. Daher wird eine Approximation von kanonischen
Familien definiert, den so genannten m- Unifiern, die lediglich m-Aquivalenz voraussetzen.

Sei EiGl e+ EflGn ~m FfGl + o+ FﬁGn fiir jedes 7, dann ist garantiert, dass ein
m-Unifier existiert. Die Berechnung erfolgt iterativ nach dem angepassten Verfahren aus
dem Beweis zu Lemma 33:

Unterscheide iterativ — angefangen bei (V{,...,V,?) mit V, d:er;O und der ,, Tiefe“
dop = 0 — fiir die aktuelle Familie (V{,...,V;J) und Tiefe d; — zwischen den beiden
Fallen:
1. Firalle 1 <i < kist B{V{ + -+ BiVJ ~p_q, FiV{ + -+ FiV:
V7, ..., Vi) ist der gesuchte m-Unifier.
2. BV + -+ BV ppa, FIV{ + -+ + FLV fiir ein kleinstes I:
Sei u das kleinste Wort, das zwisphei den beiden Konfigurationen unterscheidet.
Da E{GY + -+ + ELGY), ~pm FIG] + -+ - + FLGJ, kann es nicht sein, dass entweder
E" oder F' u verwerfen, entweder E' - u oder F' - u ist also ein terminierendes
Nichtterminal (oder beide sind unterschiedlich). O.B.d.A. ist £’ - u = V/ und

idef
Vi<,
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a) F'-u = Vj mit ¢ # i'. O.B.d.A. sei /' < i, dann verfeiner die Familie zu

(VI V) mit VI VI i edes ¢, fir das V€Y7, und VIt =

V7 sonst. '
b) F'-u = H|V} +--- + H\VJ und kein H] ist e. Verfeiner die Familie zu
(Vi vty mit v d:efH{Vle + o+ H)VITL fiir jedes t, fiir das

V/EV und VIt = VI sonst.
Die neue Tiefe dj;1 ist dann d; + |u|. Da |u| < m — dj, ist d;j41 nie groBer als m.

Fakt 34. Wenn (Vi,...,V,) fir EiGy + -+ ELGy, ~ FiGy + - - + F!G,, kanonisch ist,
dann ist es auch fiir EiJ; + -+ E'J, ~ FiJ; + -+ + F!J, kanonisch mit 1 < i < k.

Fakt 35. Wenn E{Gy + -+ + ELG,, ~ FiGy + -+ + F.Gy, dann existiert ein m/, sodass
jeder m-Unifier der Heads (E% + ---+ E!, F{ +--- + F!) mit m > m/ kanonisch ist fiir
EiGy+ -+ E.Gp~ FiGy + -+ FiG,.

Um die Beziehung zwischen den Tails und den rekursiven Nichtterminalen kanonischer
Familien zu veranschaulichen, sei noch ein Beispiel gegeben.

Beispiel 36. Gegeben seien die Konfigurationen ¥ = E1G1+FEoGo und F = F1G1+ FoGo.
e Sei £y ~ F} und Ey ~ F5 (und damit auch E ~ F'), dann ist die Familie (V1, V3)

mit V%€, kanonisch, da By Vi + EaVh ~ Vi + FyVa.

e Sei G1 # G2 und Ey ~ Fy und Ey ~ Fy, dann ist die Familie (V7, V52) mit Vid:er;
nicht kanonisch, da E1V; + EoVo und F1Vi + FoVs sich nicht auf die rekursiven
Nichtterminale einigen. Dieser Fall veranschaulicht also, warum diese zusédtzliche
Anforderung fiir Aquivalenz gepriift werden muss.

e Sei Gi ~ Gy und Ey ~ Fy und Ey ~ F, dann ist die Familie (Vi, V5) mit V3 v

und ngzefvl kanonisch.

Bevor zuletzt der Beweisbaum und seine Konstruktion erlautert werden kénnen, werden
noch ein paar Eigenschaften von Aquivalenz und n-Aquivalenz présentiert, die fiir die
weiteren Beweise notwendig sind.

Lemma 37.

E~F — EF-w~F- -w

E~ENF~NF —= E+F~E +F
EF~GANF~F =— EF ~(G
E~,EEANF~, Fl = E+F~,E +F
E~, FANF A, G = E#,G

EF ~, GAN|E| >0ANF ~, 1 F = EF ~, G

N

Beweis.

1. Angenommen, F ~ F aber E-w o0 F-w, dann existiert ein kleinstes Wort v, fiir das
nicht gilt, dass B-w-v =0 < F-w-v=0und E-w-v=V; < F-w-w = "V;. Damit
unterscheidet das Wort wv aber auch E und F, sodass E « F, ein Widerspruch in
der Annahme.

2. Fiirw € L(E+F) beliebig sei a; € E+F die einfache Konfiguration, die w akzeptiert.
Da E + F eine zuldssige Vereinigung aus F und F' ist, ist «; ebenfalls in F oder in F
enthalten. O.B.d.A. ist o; € E. Da E ~ E’ existiert also eine Konfiguration o} € E’,
die w akzeptiert. Da E’ + F”’ eine zulissige Vereinigung von E’ und F” ist, ist dieses
o} ebenfalls in E' + F’ und somit ist w € E' + F’. Die Argumentation ist Analog,
wenn (F + F) - w ein terminierendes Nichtterminal ist, denn dann ist (E' + F”) - w
dasselbe terminierende Nichtterminal.
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3. Zuerst sei gezeigt, dass F ~ F/ = EF ~ EF’. Sei w beliebig, dann gibt es zwei
Moglichkeiten:
e Fall 1: £ - u = ¢ fiir ein Prafix u von w: Sei w = ww

EF - w=0) < F-v=10
— Fl.v=10
«— EF -uwwv=0

e Fall 2: E - u # ¢ fiir jedes Préafix u von w: Dann gilt fiir jedes u,v mit w = uw
entweder, dass F - u = () und damit direkt EF -uv = ) <= FEF' -uv = ()
oder F -u = E’ aber dann muss © = w sein und somit ist FF - w = E'F und
EF'-w = E'F’ also beide nicht () und damit EF -uv =0 <= EF' -uv =10

Analog kann gezeigt werden, dass EF -w =V; <= EF’'-w = V; und damit gilt,
dass EF ~ EF'.

Die zu zeigende Eigenschaft ist ein Korollar dieser Erkenntnis. Da F' ~ F’ gilt EF ~
EF’ und da EF und G sowie EF und EF’ beziiglich Akzeptanzverhalten dquivalent
sind und bei den terminierenden Nichtterminalen iibereinstimmen, stimmen also
auch FF’ und G tberein: EF’ ~ G.

4. Der Beweis ist komplett Analog zu 2.

5. Sei w € ¥* mit |w| < n ein beliebiges Wort, das F' und G unterscheidet. Angenom-
men F ~, F, dann gilt nach Definition 30 G-w # () < F-w=0 < EF-w=10
oder G-w #V, — F-w=YV, < FE-w =V, fir jedes terminierende
Nichtterminal V;. Damit unterscheidet w auch F und G, sodass E ¢, G.

6. Der Beweis erfolgt weitestgehend analog zu Lemma 37.3. Zuerst wird allgemeiner
gezeigt, dass F ~,,_1 F'A|E| >0 = EF ~,, EF. Dafir reicht dieselbe Fallunter-
scheidung (wobei fiir die Préfixe u gilt, dass |u| > 1, da |E| > 0). Die zu beweisende
Aussage folgt dann aufgrund der Transitivitit von n-Aquivalenz. O
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5 Tableaubeweiser

Um zu priifen, ob F ~ F gilt, wird ein Tableau konstruiert, das — angefangen bei dem
Goal E = F (gelesen ,gilt E ~ F?7¢) — iterativ das aktuelle Goal durch Anwendung
von Regeln auf Subgoals reduziert, bis ein inhérent wahres (,erfolgreiches”) oder inhérent
falsches (,erfolgloses“) Goal erreicht wird.

Definition 38. Regeln sind entweder einfach, oder konditional und werden wie folgt
notiert — wobei C die Kondition ist, unter der sie angewendet werden kénnen. Fiir C' wird
in dem konstruierten Tableau der Name der angewandten Regel geschrieben.

Einfache Regeln Konditionale Regeln
Goal Goaly
Subgoal,; e Subgoal,, :
Goaly,
Goal
— C
Subgoal

Eine Regel heifit complete, wenn durch ihre Anwendung auf ein wahres Goal alle Sub-
goals wahr sind. In der Gegenrichtung heiflt sie sound, falls das Goal wahr ist, wenn alle
Subgoals wahr sind.

Definition 39. Sei E #,, F', dann heiit n der Kontravalenzindex.

5.1 Intuitive Konstruktion

Stirlings Algorithmus zur Konstruktion des Tableaus basiert auf der Tatsache, dass fir
eine beliebige GroBle S > 0 die Menge der Goals E L F mit |E|,|F| < S endlich ist.
Wenn die Goals bei der Konstruktion des Tableaus immer kleiner als .S bleiben, trifft man
irgendwann auf eine erfolgreiches (wiederholtes) Goal (sieche Lemma 53). Wird hingegen
durch die Anwendung einer Regel F oder F' grofler als S, dann wird versucht, die Kon-
figuration zu kiirzen, sodass F und F wieder kleiner als S sind. Dafiir werden insgesamt
drei verschiedene Regeln benétigt: UNFold (Abschnitt 5.2) und BALance (Abschnitt 5.3)
werden angewendet, solange E und F' kleiner als S sind, und andernfalls wird versucht,
CUT (Abschnitt 5.4) anzuwenden, um die Konfigurationen zu kiirzen. Die Tableaukon-
struktion erzeugt einen endlichen Baum, den Tubleau, mit der zu prifenden Aussage an
der Wurzel und erfolgreichen beziehungsweise erfolglosen Goals als Blétter. Die Wurzel ist
wahr genau dann, wenn alle Blétter erfolgreich sind.

5.2 UNF

UNF ist eine einfache Regel, die ein Goal FE L F auf die Subgoals E - a Z F . a fir alle
a € ¥ reduziert. UNF ist complete und sound.

Lemma 40 (UNF ist complete). Falls £ ~ F, dann ist E - a ~ F' - a fir a € ¥ beliebig.
Beweis. Folgt direkt aus Lemma 37.1. O

Lemma 41 (UNF ist sound und mindert den Kontravalenzindex um 1). Falls E %, 41 F,
dann existiert ein a € ¥ sodass E - a 4, F - a.
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Beweis. Angenommen F ., 11 F und fiir jedes a € X gilt F-a ~,, F'-a. Daraus folgt, dass
Va,Vw mit |w| <m: E-aw=0 < F-aw=0AE-aw =V; <= F-aw = V. Vor jedes
Wort der Léange m jedes Terminalzeichen anzuhéngen, geniert jedes Wort der Linge m+1.
Damit gilt, dass Vw mit [w| <m+1: Fw=0 < Fw=0AEw=V, <= Fw=Y,
und somit gilt nach Definition 30, dass E ~,4+1 F, ein Widerspruch in der Annahme. [

Definition 42. Sei E' = F' ein Subgoal, das durch mehrere konsekutive Anwendungen

von UNF von E = F erreicht wird, dann heifit u das zugehorige Wort falls £/ = E -u und
F'=F-u.

UNF ({a1,...,a,} =X)

?

E-algF-al E-a,=F-a,

Abbildung 3: UNF

Beispiel 43. Seien die Produktionen A % AA + C, A LA e,B% BB,B LA e,C % e und
Y = {a,b} gegeben, dann konnte eine Applikation von UNF wie folgt aussehen:

AA+C < BB
—— UNF

AAA+CA+e~BBB A+B

5.3 BAL

Mithilfe von den BAL Regeln (dargestellt in Abbildung 4) kénnen Goals auf ,balancierte®
Subgoals reduziert werden.

Definition 44. Ein Goal der Form F1G1+- - -+ FE,,G, L FiG1+- - -+F, G, heif3t balanciert
mit dem Ungleichgewicht max{|E;|, |F;| | 1 < i < n}.

BAL(R) BAL(L)

F < x,H, + o+ X Hy X1H, b X H I
F' < BiH, +---+EpHy, E1H; + .-+ EpHy Ry
F' £ By(F-w(X))+ 4+ Ey(F-w(Xg) Ei(F-wX)+- - +Ep(F-w(Xy) = F
Konditionen:

1. Zwischen dem oberen und unteren Goal liegen exakt

max{|w(X;)| | F; # 0,1 <i <k} Anwendungen von ausschliefilich UNF (mit
dem zugehorigen Wort )

SVie{l,.. .k} Ei=X;-u

3. X\H +- -+ X.Hy ist in 1-HNF

4. Kein E; ist ¢

N

Abbildung 4: BAL(L) und BAL(R)

Lemma 45 (BAL ist complete). Falls X1 H1+ - -+ X Hy ~ Fund EyH +- -+ FEpHy ~ F',
dann Ey(F - w(X1)) + -+ Ep(F - w(Xy)) ~ F'
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Beweis. Wenn X1Hy+- -+ X Hy ~ F,dann auch (X H1+- - -+ X H) - w(X;) ~ F-w(X;)
und somit H; ~ F - w(X;). Nach Lemma 37.2 und Lemma 37.3 gilt also, dass die H; in
E\Hy + -+ ExHy ~ F' jeweils durch F - w(X;) ersetzt werden konnen: E1(F - w(X1)) +
<4 ER(F - w(Xy)) ~ F'. O

Lemma 46 (BAL ist sound und behélt den Kontravalenzindex).
Sei X1Hy + -+ + XgHy ~pym F und E1Hy + -+ + ExHy #py1 F' mit E; # ¢ und
m = max{|w(X;)| | E; # 0}, dann ist By (F - w(X1)) + -+ Ep(F - w(Xg)) #nt1 F

Beweis. Angenommen X1Hy + -+ + X Hy ~pim F und E1Hy + -+ + ExHy Apy1 F,
dann gibt es zwei Félle zu betrachten:

e Sei E; = (): offenbar ist F;(F - w(X;)) ~p+1 EiH;.

e Sei E; # (: geméB der Annahme ist also |E;| > 0 und |w(X;)| < m. Da (X1H; +
s+ XpHy) - w(X;) = H; ist F-w(X;) ~p, H;. Nach Lemma 37.6 gilt damit F;(F -
w(X;)) ~py1 EiH;.

Dadurch ist nach Lemma 37.4 By (Fi-w(X1))+- - -+ Ep(F-w(Xy)) ~pp1 ErHi+- - -+ EpHy,
und damit Ey(F - w(X1)) + -+ + Ex(F - w(Xg)) #nt1 F' (Lemma 37.5). O

Definition 47. Die Konfiguration, die bei der Anwendung von BAL F' aus Abbildung 4
entspricht, heifit die verwendete Konfiguration, die E; heifien Heads und die (F' - w(X;))
Tails. Die Anwendung von BAL hat die Grofle |F|.

Lemma 48. Das Ungleichgewicht (Definition 44) nach einer Anwendung von BAL ist
maximal 3M + 2 (M kommt aus Definition 10).

Beweis. Sei eine Applikation von BAL(R) nach Abbildung 4 gegeben mit dem zu den
Anwendungen von UNF zugehorigen Wort w. Offenbar ist |u| < M und fir alle i ist
|Eil <M +1,da E; = X; -u und |X;| = 1 und durch Anwendung von u kann der Keller
um maximal M wachsen. Sei 51G1+- - -+ ,Gy, die (M +1)-HNF von F', dann gilt aufgrund
von Lemma 28:

(i) F-u= (B u)Gi+- -+ (fn u)Gyn und

(i) F-w(Xi) = (A1 - w(Xq))Gr+ - + (Bn - w(Xi)) G
Da F' = F - u, kann das Subgoal geschrieben werden als (81 - u)G1 + -+ + (Bn - u)Gy, Z
E\(F-w(X1))+ -+ Ex(F-w(Xyg)). (ii) kann ebenso fir die F'- w(X;) eingesetzt werden.
Die resultierende Konfiguration kann also als F{Gy + --- + E/ G, dargestellt werden mit
El =FEi(Bi-w(X1))+ -+ En(8i - w(X,)). Dadurch gilt, dass

El|]< M4+1 4+ M+1 + M =3M+2
S—— S~—— ~~
|Ej|[SMA41 |B;|<M+1 w(X;)<M

und damit ist das maximale Ungleichgewicht des Subgoals unabhéngig von den Tails durch
3M + 2 beschrankt. O

Beispiel 49 ([Sti01, S. 15]). Gegeben seien die folgenden Produktionen:
ABA A% A5A
B%: B%0 B%BB
c%0 chbe cSBC+C

Damit ist w(A) = b,w(B) = a und w(C) = b. BAL(L) sieht dann wie folgt aus (um das
Beispiel klein zu halten, wird nur der c-Zweig gezeigt).

B A+ Ce B(BA+C)+ Ce Unp
BB A+ (BC+C)e <= BB(BA+ C)+(BC + C)e BAL(L)
BB(BA + C)+ (BC + C)e = BB(BA+ C) + (BC + C)e
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Die Licken sind dabei der Nachvollziehbarkeit wegen in der Darstellung so gesetzt, dass
die einzelnen Heads und Tails mitverfolgt werden kénnen.

54 CUT

UNF und BAL reichen nicht aus, um zu garantieren, dass die Konstruktion des Tableaus
endlich ist, da die Konfigurationen durch Anwendungen von UNF und BAL weiter wachsen
kénnen. CUT erlaubt hingegen, die Goals zu kiirzen, indem die gemeinsamen Tails eines
balancierten Goals durch rekursive Nichtterminale ersetzt werden.

ElGi+--+ELG, £ FiGi+- - +F1G,

EfG1+---+EFG,

L FFGy+- - +FFG,

E\Gyit o +EnGn = FiG1t+FoGo
> cuT
Konditionen:
1. Vie{l,...,k} : EiGy + -+ E\Gp ~p FiG1 + -+ + FIG,,

2. 1<k<n
3. (V4,...,V,,) ist ein m-Unifier fiir alle (B +- - -+ E!, Fi+---+F})
4. Zwischen EYGy + --- + EFG, L FFGy + -+ + FFG, und

E.G1+---+ E,G, z FiGy+---+ F,G, sind mindestens m
Anwendungen von UNF.

Abbildung 5: CUT

Lemma 50 (Wenn (V3,...,V,) kanonisch ist, iss CUT complete). Falls EiGy + --- +
E'G, ~ F{G1+---+F'G, firalle1 <i < kund E1G1+---+E,G, ~ 1G1+-- -+ F,G,,
und (V4,...,V,) ist kanonisch fiir die Pramissen, dann gilt F1Vy + --- + E,V,, ~ F;Vi +
o BV,

Beweis. Wenn (Vi,. .., V,,) kanonisch ist fiir alle EiGy +---+ E Gy, ~ FiG1+---+ Fi!G,
(1 <i<k)undfir B:G1+---+E,G, ~ F1G1+- - -+ F, Gy, dann gilt B4V +-- -+ E,V,, ~
F,Vi + -+ F,V, nach Definition 31.1. ]

Lemma 51 (CUT ist sound und behélt den Kontravalenzindex). Falls d > m und EiGy +
o+ ELGy ~g FiGL 4+ FLGy, fiir 1 < i < kund (Vi,...,V,) ist ein m-Unifier fiir die
Heads (Ei+---+E!, Fi+---+F!)und sei m < m’ < d, sodass E1G1+- - -+ EnGpn #ai1—m
G+ -+ F,Gp, dann ist E4Vi + -+ E, Vo bgr1—me FAVI+ -+ FLV,

Beweis. Der Beweis erfolgt weitestgehend analog zu dem Beweis von Lemma 33. Sei m <
m’ <dund (V4,...,V,) ist ein m-Unifier fiir die Heads (E% +---+ E!, Fi +---+ F!) und
EiGl + -+ E%Gn ~d FliGl + -+ F,’;Gn fir 1 <1 < k. Definiere

F als B1G1+---+E,G,, F als Fi1Gi1+---+F,G,,
E' als EA\Vi +---+E,V,, F'als {Vi+---+F,V,.

Angenommen, E g1y F aber E' ~g.1_ v F'. Sei u = ay ... q; das kiirzeste Wort, dass
zwischen E und I unterscheidet. Offenbar gilt, dass E-a1 ... a; %q41—m/—; F-a1...a; und
E -a... aj ~d41—m'—j Fap... a;. Betrachte im Folgenden wieder die vier Sequenzen:

Z%: X ay...a5 fir X € {E,F,E',F'}.
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Sei i (falls es existiert), sodass ng, = Vi +---+ H,V, und ZZ;ETl SN Vj. Also ist

de:eleV1+- A Hp Vi, Zi = Gy und G ~a_py HiG1+ -+ Hp Gy aber G dbay1—mi—i Zpe

gemdB der Annahme, dass E %41y F und damit H1Gy + - -+ + H,Gr g1 —m/—; Z}}.
Die Sequenz Z§, wird nun aktualisiert zu

Zp=HG1+ -+ H,Gp) - ait1 - as

fiir s > i und das Verfahren wiederholt bis s = I’. Analog wird die Sequenz Z% mithilfe
von Z}, aktualisiert. Seien ZE und Z}‘} nun die finalen Sequenzen, dann entweder Zg
oder Z}. die leere Menge oder ein G. Entsprechend ist im ersten Fall aber auch nur eine
der korrespondierenden Sequenzen ZE, oder leg, die leere Menge. Dies ist allerdings ein
Widerspruch in der Annahme, dass E' und F’ (d + 1 — m/)-dquivalent sind. Im zweiten
Fall gilt, dass (0.B.d.A. ist Z§ = G;) Z%, ein terminierendes Nichtterminal V; ist. Damit
ist auch ZI’?, V; und somit ist F' ebenfalls G, ein Widerspruch zu der Annahme, dass
E '7éd+1—m’ F. O

Completeness fiir CUT ist nicht fiir jede Anwendung garantiert, sondern nur, wenn
(V1,...,V,) kanonisch ist. Die Tableaukonstruktion muss daher das m, fir das der m-
Unifier kanonisch ist, nichtdeterministisch raten. Dieses m existiert nach Fakt 35.

Beispiel 52. Seien die Produktionen A % A4,A LA e,B% BB,B LA gegeben, dann
sieht das Tableau ohne CUT wie folgt aus (zur Ubersicht wird nur der ,,a-Zweig“ von UNF
dargestellt):

2
AA ? BB UNF
AAA f BBB BAL(R)
AAA ? BBA UNF
AAAA f BBBA BAL(R)
AAAA = BBAA

UNF

Offenbar wachsen die Konfigurationen weiter und der Zweig ist unendlich lang. Durch die
Einfiihrung von CUT séhe derselbe Zweig wie folgt aus:

AA % BB np
AAAZ BBB gy g,
AANZ BBA_ oy
AAV; ? BBV o

AAAV; f BBBVi p;
AAAV, £ BBAV,
AAV, £ BBW;

Fiir das rekursiven Nichtterminal gilt, dass V) d:ef Vi. (V1) ist ein O-Unifier der Heads

(AA, BB) und wird zwei Mal eingefiihrt.

(R)

CcuT

5.5 Die Tableaukonstruktion

Die Tableaukonstruktion ist ein zentraler Teil des Beweises, da es nicht ausreicht, in jedem
Schritt eine arbitrére Regel anzuwenden. Die Konstruktion muss endlich und berechenbar
sein. Bevor konkret auf die Konstruktion eingegangen werden kann, ist es daher sinnvoll,
zu erkennen, wann ein Goal erfolgreich oder erfolglos ist, und damit ein Blatt des Tableaus
darstellt.
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Lemma 53. Ein Goal ist erfolgreich, falls es die Form F Z E hat oder eine Wiederholung
eines zuvor im Zweig aufgetretenen Goals ist mit mindestens einer Anwendung von UNF
dazwischen ().

Beweis von (x). Angenommen das Goal E L F ist falsch, dann existiert ein minimales m,
fir das E ., F. Wiederholt sich das Goal nach k > 1 Anwendungen von UNF, gilt nach
Lemma 41 E #,,_ F. Das fiihrt zu einem Widerspruch in der Annahme, dass m minimal
ist. 0

Lemma 54. Ein Goal F = F ist erfolglos, falls entweder E = () oder F' = ().

Beweis. Sei E = ) ein Goal mit E # 0. E 4 0, da L(0) = 0 aber L(E) enthilt mindestens
ein Wort, da es keine unproduktiven Nichtterminale gibt. Analog fiir () L Fund F #0. O

Um die Konstruktion des Tableaus zu erldutern und zu zeigen, dass die Konstruktion
endlich ist, werden eingangs neue Definitionen eingefiihrt und niitzliche Beobachtungen
angestellt. Der Beweis dieser Beobachtungen folgt spéter.

Definition 55. Sei F eine Konfiguration mit rekursiven Nichtterminalen aus der Familie

(Vi,..., V), dann bezeichnet rec(F) = max{|H]| | V;d:efH} die Lange der langsten Defini-

tion in dieser Familie. Wenn F' keine rekursiven Nichtterminale enthélt, ist rec(F) = 0.
Definition 56. Sei G eine Grammatik, dann definiere S = MZ +4M¢g + 1.
Definition 57. Eine Konfiguration E heifit klein, falls |E| < rec(E) + S.

Lemma 58.
1. Fiir jedes m > 0 ist die Anzahl von Konfigurationen F und F' mit |E|, |F| < m und
E und F haben rekursive Nichtterminale aus (V1,...,V,) begrenzt.
2. |E - a] < max{rec(E),|E| + 1} fiir beliebige a € X.
3. Wenn E' = F' das Resultat einer Anwendung der GroBle m von BAL ist, dann gilt
|E'|,|F'| <2M + 1 + max{m,rec(E’)}.

Definition 59. Ein Block an balancierten Goals ist eine Folge von Subblocks. Subblocks
bestehen aus Anwendungen immer derselben BAL-Regel und — falls diese nicht mé&glich
ist — UNF.

Ein Block wird initiiert durch eine Anwendung von BAL auf die Root Konfiguration F
der Grofie m. Das aus der Anwendung von BAL resultierende Subgoal heifit das Root Goal
des Blockes. Der Wechsel zwischen Subblocks ist nur beschrankt moéglich und wird spéter
néher beschrieben.

Lemma 60. Sei 7 ein Pfad in einem Block mit der Root Konfiguration F der Grofie m,
dann gilt:
1. Wenn BAL nicht angewendet werden kann, ist nach maximal M?+ M Anwendungen
von UNF ein Tail exposed.
2. Fiir jede Konfiguration G, die von einer Applikation von BAL in 7 verwendet wird,
gibt es ein Wort u, sodass G = F - u und fiir alle Préfixe v von w gilt: |F - v| >
m — (M? + 3M).
3. Das Ergebnis jeder Anwendung von BAL in 7 hat die Form E1Gy + --- 4+ E,G,, .
FiGy+ -+ F,G, wobei die (G; die Tails von F' in S-HNF sind.
4. Wenn die F' wahr ist, kann CUT irgendwann mit einer kanonischen Familie ange-
wendet werden.
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Auf Basis dieser Beobachtungen, kann letztendlich die letzte wichtige Beobachtung an-
gestellt werden.

Lemma 61. Sei 7 ein Pfad mit unendlich vielen Anwendungen von CUT, dann enthalt
7 wiederholte Goals.

Die von Stirling beschriebene Strategie zur Konstruktion eines Tableaus kann grob zwei-

geteilt werden (E L F ist das aktuelle Goal):
1. Solange E und F klein sind: wende sofern méglich eine BAL-Regel an und andernfalls
UNF
2. Wenn eine Applikation von BAL eine groflie Konfiguration verwendet, baue einen
Block auf
e Wenn der Tail einer BAL-Applikation offengelegt wird (siehe Abbildung 6),
kann ein neuer Subblock mit dem Pendant der aktuellen BAL-Regel aufgebaut

werden, darf aber kein Goal vor Gy, ~ F’ verwenden.
e Wenn eine Applikation von BAL innerhalb des Blockes kleiner als m wird. ..
— ...und die Konfigurationen wieder klein sind, wird 1 wieder angewendet.
— ... und die Konfigurationen nicht klein sind, wird ein neuer Block mit klei-
nerer Root Konfiguration begonnen.
e Wihle m’ = 0 und wende CUT mit dem m/-Unifier an. Wenn sich fiir das
daraus gebildete Subgoal ein erfolgloses Tableau ergibt, erhéhe m’ um 1 und
wiederhole.

E = F
: BAL(L)
EiGi+ -+ E,Gy = FGi+--+ FGy
: Nur UNFs

G, = F

Abbildung 6: Offenlegung eines Tails in einem BAL(L) Block

Theorem 62. Wenn ein Tableau existiert, das E -y beweist, dann gilt £ ~ F.

Beweis. Gilt induktiv, da jede Regel sound ist. ]

Theorem 63. Wenn E ~ F, dann ist ein Tableau berechenbar, das L Fauf erfolgreiche
Blatter ableitet.

Beweis. Sei E ~ F', dann wird entsprechend der oben beschriebenen Prozedur das Tableau

angefangen bei E LF aufgebaut. Eine unendliche Folge von Goals in diesem Tableau
beinhaltet entweder unendlich viele Applikationen von CUT und damit nach Lemma 61
erfolgreiche Goals oder unendlich viele kleine Goals mit rekursiven Nichtterminalen der-
selben Familie (oder keinen rekursiven Nichterminalen) und damit erfolgreiche Goals nach
Lemma 58.1. O

Dadurch ist Berechenbarkeit aber noch nicht gegeben, da der Tableau nur semi-entschei-
det, ob E ~ F' gilt. Wenn das beschriebene Verfahren ein erfolgloses Tableau konstruiert,
koénnten die m/-Unifier der Anwendungen von CUT falsch* gewéhlt worden sein, sodass
sie nicht kanonisch sind. Da CUT nicht fiir jede Anwendung complete ist (UNF und BAL
schon), kann E «# F nur aus einem Tableau geschlossen werden, in dem ein erfolgloses
Goal lediglich durch Anwendungen von UNF und BAL von der Wurzel abgeleitet wird.
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Theorem 64. Wenn E ¢ F| dann berechnet dasselbe Verfahren ein erfolgloses Tableau,
das in einem widerlegenden Zweig nur Anwendungen von UNF und BAL enthélt.

Beweis. Das Verfahren wéahlt immer weiter wachsende m’ fiir die m’-Unifier. Geméaf der
Anforderungen fiir CUT miissen also immer mehr Anwendungen von UNF und BAL vor
der Anwendung von CUT kommen. Mit jeder Anwendung von UNF mindert sich der Kon-
travalenzindex, sodass nach einer begrenzten Anzahl an Applikationen ein verwerfendes
Goal erreicht wird ohne, dass CUT angewendet werden konnte. O

Beweis von Lemma 58.
1. Da I' endlich ist, ist die Anzahl Ng verschiedener einfacher Konfigurationen der
Lange < m endlich. Wenn die einfachen Konfigurationen auf rekursive Nichttermi-
nale der Familie (Vi,...,V,,) enden, dann ist k = n, sonst ist k = 1.

‘F‘m—i-l 1

NE—Z|F|Z ||71k

Die Anzahl der verschiedenen zuldssigen Konfigurationen ist dann nach oben be-
schrankt durch die Anzahl verschiedener zusammengesetzter Konfigurationen N.
Sei K die Menge einfacher Konfigurationen (mit |K| = Ng), dann entspricht die
Anzahl verschiedener zusammengesetzter Konfigurationen der Anzahl verschiedener
Teilmengen von K. Anschaulich wird fiir jedes Element von K die Entscheidung
getroffen, ob es in der Teilmenge enthalten ist oder nicht (2 Moglichkeiten). Damit
gibt es also Ny = 22 verschiedene Teilmengen.
2. Sei E % F und

e F'ist kein rekursives Nichtterminal. Dann kann per Definition der hier verwen-
deten KFG eine Transition das aktuelle oberste Stacksymbol durch maximal 2
Symbole ersetzen: |F| < |E| + 1.

e F ist ein rekursives Nichtterminal. Dann wird F' durch seine Definition H er-
setzt, die per Definition kleiner oder gleich rec(F') ist. Offenbar gilt rec(F') =
rec(E), da E und F rekursive Nichtterminale derselben Familie haben und
damit: |E - a| = |H| < rec(E).

3. Der Beweis wird fiir BAL(L) gezeigt und gilt aufgrund der Symmetrie auch fir
BAL(R). Sei eine Applikation von BAL(L) gegeben, dann sieht der entsprechende
Teil des Tableaus wie folgt aus:

X1Hy + -+ X Hy, = F

By (F - w(X1)+ - +Ep(F - w(Xg)) = F'

Durch wiederholte Argumentation mit Punkt 2 und, da X; — und damit auch F; —
keine rekursiven Nichtterminale enthalten, ist |E;| < M + 1, da zwischen X; und E;
maximal M Applikationen von UNF liegen. Die Linge der Tails F' - w(X;) und die
Linge von F’ kann analog abgeschitzt werden. Fiir die Gesamtlinge von E’ (der
linken Seite des Subgoals) kann dann entsprechend abgeschétzt werden mit

|E'| < M + 1+ M + max{m,rec(F)} = 2M + 1 + max{|F|,rec(F)}.

>|Ei >|Fw(X;)|

Fir F’ ergibt sich
|F'| < M + max{rec(F) — 1,|F|} < 2M + 1 + max{|F|,rec(F)}.

Es gilt, dass rec(E’) = rec(F), da die Konfigurationen (wenn iiberhaupt) rekursive
Nichtterminale derselben Familie besitzen. O
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F
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= G E, = F| <IBAL(L) E; =F; BAL(L)
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E, = F| < BAL(L) ..o = G F'-w(X;) =
; ; ;
... =F ... =F E, = F;
v Loy ] v 2o ] 2 ]
£, =F BAL(L) E, =F BAL(L) B = F BAL(R)
(a) Fall 1 (b) Fall 2 (c) Wechsel von Subblocks

Abbildung 7: Die Fallunterscheidung fiir Lemma 60.2

Beweis von Lemma 60.

1. Die Erlauterung erfolgt an BAL(L) und gilt analog fur BAL(R). Sei E1G1 + -+ - +
E,G,, = F das Ergebnis einer Applikation von BAL(L). Es gilt, dass E; < M + 1.
Sei X1H1+---+X;H; die 1-HNF von E7. Wenn innerhalb von M Anwendungen von
UNF BAL nicht angewendet werden kann, dann muss ein Tail H; offengelegt worden
sein. Dieses Argument kann dann fiir H; in 1-HNF wiederholt werden, sodass nach
insgesamt M - (M + 1) = M? + M Anwendungen ein Tail G; freigelegt sein muss.

2. Die Aussage gilt fiir die Root Konfiguration, da F' = F-¢ und |F| = m > m— (M?+
3M). Fiir die weiteren Fille sei im Folgenden von BAL(L) ausgegangen. Aufgrund
der Symmetrie von BAL(L) und BAL(R) ist der Beweis aber direkt iibertragbar. Sei
F eine Konfiguration, die in einer Applikation von BAL verwendet wird. F” folgt aus
F durch UNF (F' = F - u mit dem zu UNF zugehorigen Wort ) und ggf. BAL(L)
(hier gilt die Aussage induktiv: F = F - u) und G = F - v (fiir ein beliebiges Préfix
v von u) ist eine Konfiguration zwischen F' und F’. Angenommen, die Aussage gilt
nicht und |G| < m — (M? + 3M). Dann gilt es, zwei Fille zu unterscheiden:

Fall 1: G liegt zwischen einer Anwendung von BAL(L) und dessen verwendeten
Goal*. Da G selbst nicht in der Anwendung von BAL(L) verwendet wird, lie-
gen zwischen G und dem Goal, auf das BAL(L) angewendet wird, maximal M — 1
Anwendungen von UNF (Abbildung 7a). Da |G| < m — (M? + 3M) folgt aus
Lemma 58.2, dass |F1| < m — (M? +2M + 1). Da |F'| > m aufgrund der Kon-
struktion des Tableaus, liegen zwischen F; und F' also mindestens M? + 2M + 1
Anwendungen von ausschliefllich UNF, die die Konfiguration vergrofiern. Das ist
aber ein Widerspruch, da nach spéitestens M? 4+ M Anwendungen von UNF ein
Tail exposed sein muss, da BAL(L) zwischen F; und F’ nicht angewendet werden
konnte und BAL(R) somit moglich gewesen sein musste.

Fall 2: G folgt nach einer Anwendung von BAL(L) oder ist das Resultat einer An-
wendung von BAL(L) (Abbildung 7b). Laut Annahme gilt |G| < m — (M? + 3M)
und aufgrund der Konstruktion ist |F’| > m. Es muss also gelten, dass zwischen
F’ und F’ mindestens M? 4+ 3M Anwendungen von UNF liegen, die die Konfigu-
rationen vergréfern. Aus demselben Grund wie im vorherigen Fall fithrt das zu
einem Widerspruch.

Es kann also nicht gelten, dass |G| < m — (M? + 3M), da dies in jedem Fall zu

einem Widerspruch fithrt. Zuletzt gilt es zu zeigen, dass die Aussage weiterhin gilt,

40.B.d.A. liegt zwischen G und dem verwendeten Goal kein weiteres fiir BAL verwendetes Goal.
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wenn der Subblock gewechselt wird (Abbildung 7c¢). Geméfl der Annahme gibt es
ein Wort u, sodass F' = F' - u. Der offengelegte Tail F’-w(X;) kann also geschrieben
werden als F' - uww(X;). Da zwischen Ej und dem Tail nur UNF liegt, gibt es somit
ein Wort v, sodass Fy = F - uw(X;)v und aufgrund der Konstruktion des Tableaus
gilt, dass |F'|,|Ex| > m. Sei v’ ein beliebiges Prifix von w(X;)v und angenommen
|F"-v'| <m— (M?*+3M). Wenn v ein Prifix von w(X;) ist und somit |[v'| < M, ist
|F'-v'| < m—(M?+2M) und somit miissen zwischen F”-w(X;) und Ej, mindestens
M? 4+ 2M Anwendungen von UNF liegen, die die Konfigurationen vergréfiern, ohne,
dass BAL moglich ist. Wenn v kein Préfix von w(Xj;) ist, dann miissen zwischen
F" - w(X;) und Ej mindestens M2 + 3M derartige Anwendungen von UNF liegen,
ohne, dass BAL moglich ist. Dies ist aber wieder ein Widerspruch.

3. Sei f1G1 + - + B,G,, die S-HNF von F' und sei §; = i Ilﬁ B dann bezeichnet

ﬁ(] das Suffix XZ Xr 5, von ;. Falls j > |Bi], dann ist 5

Sei G eine von BAL verwendete Konfiguration in 7. Nach Lemma 60.21ist G=F-u
fiir ein u und fiir alle Priifixe v von u ist |F-v| > m—(M?+3M). Entsprechend kann
G in der Form Elﬁgbl)Ch + -+ En/Bq(v, ")Gn dargestellt werden mit b; = M? + 3M.
Das resultierende Subgoal von BAL (hier an BAL(L) gezeigt) ist

E(G-w(X1)) + -+ Bp(G - w(Xy) = G- w
fiir ein Wort w mit |w| < M. Nach Lemma 28 gilt damit auch:

G- w(Xi) = (BB - w(X)Gh + -+ (BB - w(X:)) G
Gw =@EL" w G+ EL w )G,

Durch Einsetzen dieser Formen in das resultierende Subgoal, nimmt dieses die ge-
forderte balancierte Form mit den Tails Gy, ..., G, an.

4. Solange ein Block nicht klein wird, kann BAL wiederholt angewendet werden. Sei
XiE1+ -+ X E L YiFi + -+ + Y, F, ein Goal in 1-HNF. Nach maximal M
Anwendungen von UNF wurde auf jeder Seite ein Tail freigelegt. Wenn nicht, dann
kann BAL angewendet werden. Falls BAL nicht angewendet werden kann, da die
Tails immer freigelegt werden, dann werden die Konfigurationen klein und werden
entweder erfolglos, wiederholen sich oder sind trivial wahr.

Sei f1G1+- - -+ B,Gr die S-HNF von F und ELGy+- -+ ELGy, = FLG1+- -+ F1Gy,
ist das Root Goal von dem Block, in dem BAL beliebig hiufig angewendet werden
kann. Nach Fakt 35 existiert ein minimales m' sodass der m/-Unifier (Vi,...,V,,) mit
maximal n Verfeinerungen kanonisch ist. Lemma 60.3 garantiert, dass nach k£ < n
Anwendungen von BAL, mindestens m’ weiteren Anwendungen von UNF und einer
weiteren Anwendung von BAL CUT angewendet werden kann. Wenn nicht geniigend
Anwendungen von BAL auftreten, dann wurden (wie oben beschrieben) die Goals
vorher schon klein, sodass CUT nicht notwendig war. O

Beweis von Lemma 61. Ein unendlicher Pfad enthidlt unendlich viele Root Konfigura-
tionen mit denselben Kopfen, da die Grofie der Kopfe nach oben durch S + 2M + 1

(Lemma 58.3) beschréinkt ist. Seien E1GY + -+ + E G, = FiGi + - + F,Gi und
ElG{ + o+ EnG{'1 L FlG{ + -+ FnG’J1 zwei Root Goals mit denselben Kopfen, dann
ist die Familie rekursiver Nichtterminale, die fiir E1GY + - - - + E,,G, L G+ + F,GY
kanonisch ist, nach Fakt 34 auch fiir ElG{ + -+ E,GY ~ FlG{ + -+ F,GJ kano-
nisch. Die Anwendung von CUT in den Blécken dieser Root Goals resultiert also beide

Male in demselben Goal 1V + -+ + E,V, L nvi+ .-+ F,V,. Also ist das Goal eine
Wiederholung und damit erfolgreich. O
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6 Beispiele

Zuletzt soll der komplette Entscheidungsprozess exemplarisch an den drei Automaten
My, My und M3 mit L(M;) = L(Msy) # L(Ms) vorgefithrt werden, indem gepriift wird,
ob M; und Ms beziehungsweise M; und Mz dquivalent sind. Das Alphabet, das alle
drei Automaten verwenden, ist ¥ = {a}. Die Automaten sind dann definiert wie folgt:

My = ({20, 21}, X, {#}, 01, 20, #, {20}) mit
01: zoa#—rz#  zaaH#E—z20#
My = ({20, 21, 22}, X, {#}, 02, 20, #, { 20, 22}) mit
020 zoa#H—zn#H  naHFonH# na#on#
und Ms = ({20, 21, 22}, 5, {#}, 03, 20, #, {z2}) mit
03: zoa#—rz#  aaHF—onH# naHoaH

Offenbar ist L(M;) = L(Ms) = {a®® | n € Ng} verschieden zu L(Mj3) = {a®" | n € N*}.

Schritt 1: Ubersetzung in DKA nach Stirling Damit die gegebenen DKA, die
mithilfe von Endzustédnden akzeptieren, in strikt deterministische KFG iibersetzt werden
konnen, missen sie zuerst in DKA mit Akzeptanz durch leeren Stack iibersetzt werden.
Das erweiterte Alphabet ist fiir alle Grammatiken wieder gleich: ¥/ = {a, $}. Die iibersetzte
Variante von M ist M| = ({20, 21, ze }, X', {#, 0}, 0], 20#0) mit den Transitionen

81 2o#BuH#t n#SD2H Zo#gzeff

$
2005206 zZeHzee 2edSze

Der tibersetzte Automat Ms ist M5 = ({z0, 21, 22, ze }, X, {#, 0}, 05, z0#0) mit den Tran-
sitionen
§y: zo#on# aH#HDnH# n#HIn#
zo#izes Zolji)ze& zz#izee
ngizes ze#gzes AR

Und zuletzt wird Mjs iibersetzt zu M4 = ({20, 21, 22, ze }, ', {#, O}, 05, 20#0) mit

a a

81 zo#n# aH#DnH# n#HSIn#
ZQ#iZeE szizeg Ze?'%’éi>zeE
AR

Die moglichen Konfiguration und Transitionen der einzelnen Automaten (angefangen
bei der jeweiligen Startkonfiguration) sind in Abbildung 8 als Graphen visualisiert.

Schritt 2: Ubersetzung in strikt deterministische KFG in 3-GNF Im nichsten
Schritt werden die Automaten in entsprechende deterministische KFG in 3-GNF iibersetzt.
Zuerst wird dafiir die {ibersetzte Produktionsmenge angegeben mit ausgegrauten redun-
danten Nichtterminalen und anschlieffend die Produktionsmenge ohne redundante Nicht-
terminale. Die Nichtterminale werden in der tatsdchlichen Produktionsmenge zudem um-
benannt, um Lesbarkeit zu gewéhrleisten.

Zuerst wird wieder M| nach G1 = (V1,%, P;) tbersetzt. Die e-Nichtterminale sind
[ze#2Ze] und [z.[0z.] und die Ubersetzung der Transitionen resultiert in:

[zo#zo] Se [zo0zo] e
[ 151 1 I 151 1 [Zo#2ze]l 5 [21#2]
[ 151 ] L 151 ] [z1#20] = [Zo#2Ze]
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e

oA ()

a a

(a) Transitionen von Mj (b) Transitionen von M} (c) Transitionen von M}

Abbildung 8: Die Transitionen der einzelnen Automaten als Graphen dargestellt

Die ausgegrauten Nichtterminale sind redundant. Entfernt man die entsprechenden Tran-
sitionen und benennt die Nichtterminale um, so bekommt man die Produktionen

Pi={A%e BSe A% 0 0% A)

und die entsprechenden Variablen Vi = {A, B, C'}. Die Startkonfiguration berechnet sich
als

Die durchgestrichenen einfachen Konfigurationen enthalten redundante Nichtterminale
und werden daher entfernt. Ubrig bleibt S1 = [zo#2Ze] [2e[1Ze] = [zoH#Ze] = A. [2e[0z,]
wird dabei entfernt, da es ein e-Nichtterminal ist.

Die Ubersetzung von M, nach Go = (Va, ¥/, Py) resultiert in den Transitionen

[zo#zo] e [0z S5e [2o#z.] e (2,021 e

[ 151 1 15[ 1 15[ 1 [zo#ze] 5 [z1#2e]
[ 1451 ] I 141 ] I 1% 1 [zi#ze] = [zo#2e]
[ 151 1 I 141 1 I 151 1 [zo#2e] 5 [z1#26]

Fir die Produktionsmenge P> werden wieder Transitionen mit redundanten Nichttermi-
nalen entfernt und die Nichtterminale werden umbenannt:

Py = {Ain-:, Bgs, Cis, Dis, }
ALE ESC CSE

Es ergibt sich, dass Vo = {A, B,C, D, E} und Sy = [zo#z.][2e52.] = A. Zuletzt werden
die Transitionen von M} iibersetzt:

[zoF#2Ze] S [z500z,] See

[ 1451 1 I 1% 1 I 1% 1 [zo#zel = [z1#2e]
[ 15[ 1 I 15[ 1 I 15[ 1 [zi#ze] = [zo#2e]
[ 15[ 1 I N 1 I N 1 [zo#ze] 5 [21#2e]

Py={A%e BSe 05D, D% A ASD )
Die produktiven Nichtterminale sind V3 = {A, B,C, D} und die Startkonfiguration ist
S3 = [zo#z.112zsH2z] = C.

Alle moglichen Transitionen zwischen den Konfigurationen, die von der jeweiligen Start-
konfiguration aus erreichbar sind, sind in Abbildung 9 wieder als Graphen dargestellt. Die
Graphen sind fiir diese Kellerautomaten und Grammatiken endlich, da der Keller durch
keine Transition weiter wéchst.
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(a) Transitionen von G (b) Transitionen von Go (c) Transitionen von G

Abbildung 9: Die moglichen Transitionen zwischen den einzelnen Nichtterminalen

Schritt 3: Vereinigung Im Folgenden sind die Gramatiken G2 und G 3 die zusam-
mengefithrten Grammatiken von G1 und Go beziehungsweise G und Gs.
G172 = ({A, B.C.V,W, X,Y, Z}, E,, Pl,g) mit
—_——— — ——
aus G aus Ga
Pa={A%c, B3e ASC, CHA, wnd S19=A,S,=V
Vﬂs, WEMJ, Xﬂs, Yﬂe,
V&2, 75X, X527}
G1,3 = ({A7 B7 07 I/Va X’ }/a Z}7 E,a P1,3) mit
—— ———
aus G aus G3
Pa={A3e Be A%C, C%A, wd Si3=A4,5 ;=Y
whe x4 vaz zow
W7}

Schritt 4: Tableaukonstruktion Fiir die beiden Grammatiken G2 und G 3 wird
zuletzt getestet, ob S12 ~ S 5 beziehungsweise S13 ~ 51 5 gelten, indem Tableaux ange-
fangen bei S1 2 = S5 und S13 = S 3 konstruiert werden. Bei Anwendungen von UNF ist
der linke Zweig die Anwendung von $ und der rechte Zweig die Anwendung von a.

Das Tableau fiir Sy 2 = S7 , sieht aus wie folgt:

?

A=V une
5_6%BAL(R)
c=7

Also gilt, dass S12 ~ S7, und damit sind die Automaten M; und My dquivalent, da das
Tableau nur erfolgreiche Blatter hat.
Das Tableau fiir Sy 3 = S7 3 sieht aus wie folgt:

?

A
=0

—— UNF
EIZ BAL(L)

Damit gilt, dass 51,3 % S{73 und damit sind die Automaten M; und M3 nicht dquivalent,
da das Tableau mindestens ein erfolgloses Blatt hat.
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7 Eine Alternative

In [Sti02] zeigt Stirling, dass CUT durch eine genauere Analyse der Goals komplett ersetzt
werden kann, sodass fiir die Tableautiefe eine obere Schranke berechnet werden kann.
Wihrend der Beweis zu Umfangreich ist, um ihn hier anzufiithren, seien die Anderungen,
die sich fiir den Tableau ergeben, einmal umrissen.

Definition 65. Sei £ = F1G1 +---+ E,G,. F = F1H{ + --- + F,,H,, erweitert E um
die Extension e = (K{ +---+ K}, ..., K"+ 4+ K™), falls fiir jedes 1 < i < m gilt, dass
H,=KiG;+ -+ K.

Definition 66 ([Sti02, S. 28]). Sei d(0),...,d(l) ein Zweig von Goals im Tableau. Das
Goal d(l): E1H; + --- + E,H, L PHy + -+ F,H, gehorcht dem Extension Theorem

falls gilt:
1. Es gibt g(i), h(i) € {d(0),...,d(])} fir 1 <4 < 2™ mit

9(i): B\Gi+ - +E,Gi L F\Gi+ - +F, Gl
hi): By Hi+ - +E Hi = P\ Hi+ - +F,Hi

2. d(l) = h(2™) und zwischen h(2"™ — 1) und d(l) liegt mindestens eine Anwendung von
UNF

3. Es gibt Extensions eq,...,e,, sodass fiir jedes e; und ¢ > 0

g(27i + 2771 + 1) erweitert g(275 +2/71) um e;
h(27i 42971 + 1) erweitert h(27j +2971) um e;

Geméf dem Extension Theorem ist d(l) dquivalent falls alle ¢g(7) und alle h(j) mit j < 2™
dquivalent sind. Analog zum Beweis von Lemma 53 kann gezeigt werden, dass d(l) somit
erfolgreich ist, falls es dem Extension Theorem gehorcht. Tatséchlich ist Lemma 53 ein
Sonderfall des Extension Theorems mit n = 1.

Durch diese aufwendigere Analyse wird CUT nicht mehr benétigt und damit entfallen
auch rekursive Nichtterminale und entsprechend kanonische Familien beziechungsweise m-
Unifier. Zudem wird die Konstruktion des Tableaus wesentlich vereinfacht und besteht nur
noch aus der Konstruktion von Blocken. Es ist nicht mehr notwendig, die Konfigurationen
klein zu halten, da es keinen Mechanismus gibt, sie zu kiirzen, wenn sie erst einmal grofl
werden.

Stirling war dadurch in der Lage, eine Abschéitzung fiir die maximale Tableautiefe in
Abhéngigkeit von der Grammatik und den zu priifenden Konfigurationen zu berechnen.
Ein Teil dieser Abschétzung f(n) ist die Abschéitzung, innerhalb wievieler Goals das Ex-
tension Theorem greift, fao[d, h, w](w) (vgl. [Sti02, S. 35]). Stirling definiert diese Methode
rekursiv:

fold, hyw)(0) = goal(h)
fQ[da h, w](.] + 1) :eXt(f2[da h7w]<j> ’ d7w) : f2[d7h7w](j)

Mit d = M? +2M,h = M? +5M + 2, w = width(h). goal(h) bezeichnet dabei die Anzahl
verschiedener Goals E = F mit |E|,|F| < h, width(h) ist die maximale Breite n, fur
die eine zulédssige Konfiguration f; + - - + (5, existiert mit |5;] < h und ext(d,w) ist die
Anzahl verschiedener Extensions e die nicht ldnger als d sind und eine maximale Breite
von w haben.

Die Tatsache, dass fiir zwei Konfigurationen F und F' ein Tableau existiert, dessen Tiefe
durch eine Funktion f(n) abgeschétzt werden kann, UNF den Kontravalenzindex reduziert
und BAL den Kontravalenzindex behélt, fiihrt zu einem interessanten Korollar.

Korollar 67 ([Sti02, S. 30)). Fir |E|,|F| <n gilt E~F <= B~ F

Die Abschétzung f(n) ist zwar fiir einfache Automaten schon riesig, das Korollar zeigt
allerdings, dass UNF ausreicht um Aquivalenz zu entscheiden.
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8 Schlusswort

Es wurde gezeigt, dass die Aquivalenz von deterministischen Kellerautomaten mit Akzep-
tanz durch Endzusténde, entscheidbar ist, indem das Problem auf die Entscheidbarkeit
der Aquivalenz der Sprachen von zwei Startvariablen derselben strikt deterministischen
kontextfreien Grammatik reduziert wurde. Zuletzt wurde Stirlings neueres Resultat kurz
préasentiert, mit dem die Tableaukonstruktion vereinfacht und CUT durch genauere Ana-
lyse des Tableaus ersetzt werden kann. Wahrend fiir die im Detail prasentierte Variante
mit CUT aktuell keine Schranke fiir die Laufzeit angegeben werden kann, da keine obere
Schranke fiir ein m bekannt ist, sodass der m-Unifier kanonisch ist, erlaubt die Alternative,
eine obere Schranke zu bestimmen.
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