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1 Einleitung

1.1 Motivation

Kurt Godel konnte in seiner 1931 verdffentlichten Arbeit ,,Uber formal unentscheidbare Sét-
ze der Principia Mathematica und verwandter Systeme [“ beweisen, dass es in hinreichend
ausdrucksstarken Systemen Sétze gibt, die nicht formal beweisbar oder widerlegbar sind. So
ein System heiffit unvollstindig. Es zeigt sich, dass die allgemein bekannte Arithmetik mit
der Addition und der Multiplikation, mit dem Namen ,Peano Arithmetik* genau solch ein
unvollstdndiges System ist. [G6d31, Hof17]

Bereits zwei Jahre vor diesem Resultat war es ,Mojzesz Presburger” jedoch gelungen, eine
vollstdndige Arithmetik zu finden, in der jeder Satz bewiesenermafien wahr oder falsch ist.
Zu diesem Zweck beschriankt er die Arithmetik auf die Addition, wodurch sie nach spéteren
Erkenntnissen von Goédel nicht mehr hinreichend ausdrucksstark sein kann. [Zyg91]

Auch heutzutage besteht weiterhin ein Interesse daran, die Korrektheit einer gegebenen arith-
metischen Aussage bestimmen zu kénnen. Gute Beispiele dafir sind Datenbank- und Compu-
terbeweissysteme, in denen es notig ist, Aussagen zu analysieren und zu bearbeiten. In Da-
tenbanksystemen konnten so beispielsweise bei der Bearbeitung von arithmetisch ,,falschen“
Anfragen Zeit gespart werden, bei denen sonst eventuell das Durchsuchen einer ganzen Relati-
on no6tig wird (Relation Scan). Jedoch kann nur dann tatséchlich eine kiirzere Laufzeit erreicht
werden, wenn das Analysieren der Aussage tatsichlich schneller erfolgt, als der Relation Scan.

Beispiel 1: Anfragen und Integritidtsbedingungen im Tupelkalkiil als Beispiel

Es sei GERADE eine Tabelle mit den ersten 1000 geraden Zahlen und PRIM eine Tabelle
mit den Primzahlen kleiner 1000. Beide Tabellen haben nur eine Spalte ,,Zahl“, gefiillt
mit den jeweiligen Zahlen.

1. Beispielanfrage zum Bestimmen von ,,Primzahlzwillingen“

{z:(pl,p2) | 3(P1: PRIM)3(P2: PRIM)(z.pl = P1.Zahl A
2.p2 = P2.Zahl A P2.Zahl = P1.Zahl +2)}

2. Integritdtsbedingung zum Testen der ,,Goldbachsche Vermutung*

V(g : GERADE)3(P1 : PRIM)3(P2 : PRIM)(g.Zahl = pl.Zahl + p2.Zahl A
g.Zahl > 2)

Mit der sich daraus ergebenen Motivation gab es bis 1997 diverse komplexitatstheoretische
Betrachtungen. Diese hatten zum Ziel, obere und untere Schranken fiir die benétigte Zeit zu
finden, in der es moglich ist, zu entscheiden, ob ein Satz der Presburger Arithmetik wahr ist.
Schon friih stellt sich heraus, dass dieses Problem allgemein nicht effizient gelést werden kann
[Pau78]. Durch die Einschrankung der Quantorenwahl ist es Gréadel 1989 aufbauend auf vor-
ausgegangenen Resultaten gelungen, die Komplexitéat fiir festgelegte Teilklassen zu reduzieren
[Gra88]. Ein Resultat, welches schliefilich 1997 von Schoning erweitert wurde [Sch97]. Erst 2017
gelang es Nguyen und Pak ([NP17]) durch weitere Einschrénkungen beziiglich der Lénge des



zu entscheidenden Satzes, die Komplexitat dieses Problems einen weiteren Schritt zu senken.

1.2 Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit sollen einige, der bis 1997 erschienen, Resultate vorgestellt werden, um dann im
Ausblick kurz einen neueren Sachverhalt aus 2017 zu prisentieren und damit einen Uberblick
iiber die Komplexitét der Presburger Arithmetik zu geben. Dabei lege ich besonderen Wert
auf die mathematisch vollstandige Abhandlung;:

Begonnen bei der formellen Definition der Presburger Arithmetik iiber die benétigten kom-
plexitatstheoretischen Grundlagen, bis zu zwei Erkenntnissen, die in der folgenden Arbeit als
Werkzeug dienen, stelle ich in Kapitel 3 zunéchst die Grundlagen vor. Darauffolgend zeige ich
in Kapitel 4 das von Cooper vorgestellte Verfahren, mit dem bestimmt werden kann, ob ein
Satz der Presburger Arithmetik ,wahr® ist. Anschlieflend gehe ich in Kapitel 5 durch eine Re-
duktion auf den Zusammenhang zwischen den leicht verschiedenen Strukturen der Presburger
Arithmetik ein, mit dem es spiter moglich ist, Komplexititsresultate zu iibertragen. Moti-
vierend fiir das darauffolgende Kapitel, gehe ich in Kapitel 6.1 zunéchst auf die Komplexitét
des Problems ein, zu entscheiden, ob ein beliebiger Satz der Presburger Arithmetik wahr ist.
Im folgenden Kapitel 6.2 wird die Quantorenwahl der zu entscheidenden Sédtze beschrinkt,
wodurch sich Teilklassen wahrer Sitze der Presburger Arithmetik bilden. Die Einschrankung
des Quantorenprefix sorgt fiir die Begrenzung der Komplexitiat des Entscheidungsproblems
und die komplexitatstheoretische Betrachtung dieser Teilklassen fiithrt zu der von Gréadel und
Schoning erarbeitete Hierarchie von Teilklassen, die vollstdndig fiir ihre Komplexitatsklasse
sind. Schliefllich gebe ich im Fazit ein Uberblick iiber die zusammengefassten Resultate dieser
Arbeit und ordne ein Ergebnis von Nguyen und Pak in die vorausgegangenen Resultate ein.



2 Notationen

Nachfolgend sind einige Notationen, die ich im Laufe meiner Bachelorarbeit verwenden werde,
aufgelistet:
Fiir alle ¢ € N seien

¢; Konstanten und oy, §; Konstanten > 0

x; Variablen; die Sprache der Variablen ist £ := {x}*, insofern beispielsweise x4 := zxxx,
dadurch bleibt ein Alphabet mit Variablen endlich, obwohl es unendlich viele Variablen
gibt

2] ebenfalls Variablen aus £y nur mit alternativer Nummerierung (fiir alle j € N) (Bem.:
Variablen werden niemals potenziert!)

t; Terme

Q; Quantoren d.h. Q; € {V,3} (Q! steht fiir alle ¢ € N fiir Q;, ..., Q;)
———

F; Funktionen t Mal

¢; Formeln

0; Teilformeln einer Formel ¢;

Falls es in dem gegebenen Kontext nur einen Term, eine Funktion etc. gibt, lasse ich das 7 auch
weg. Des Weiteren sei

YName das Alphabet von ,,Name“

SName die Struktur von ,Name“; Das in der Struktur enthaltende Universum, bildet die
Menge aus der die Belegungen fiir freie und gebundene Variablen gewéhlt werden kénnen.

LName die Sprache von ,Name*
OName die Signatur von ,Name*

frei eine Funktion, die fiir eine Formel ¢ der Pradikatenlogik die Menge der Variablen
zurlickgibt, die in ¢ nicht gebunden vorkommen

T falls x > 0

|z| (z eine Variable) die Betragsfunktion |z| := {
—x sonst

|w| (w ist das Wort einer Sprache oder eine Konfiguration) die Funktion, die die Léange

von w zuriickgibt

#(M) die Funktion, die bei Eingabe einer Menge M die Kardinalitdt der Menge zuriick-
gibt. Diese wird ausschliefllich in Préfixnotation verwendet: #M := #(M)

/ das Symbol fiir die Substitution (y/z ist die Substitution von y durch x)

¥* die Menge aller moglichen Worter, die aus ¥ gebildet werden kénnen (inklusiv dem
leeren Wort).

¥ das Alphabet X* ohne das leere Wort €

1 bzw. 0 (bei Benutzung als Primformel) das Symbol fiir wahr bzw. falsch



3 Grundlagen

3.1 Die Presburger Arithmetik

Die Presburger Arithmetik (PA) ist eine Prédikatenlogik erster Stufe [FR98]. Zunéchst enthélt
das Alphabet ¥pp deshalb die tiblichen Symbole der Logik d.h. Quantoren {V, 3}, Junktoren
{N,V,—, <>, =}, Klammern {(, )}, das Gleichzeichen {=} und Variablen Ly. Hinzu kommt noch
{+} als alleiniges Funktionssymbol der Signatur der Presburger Arithmetik:

OPA ‘= (+7 Oa 1)
Somit ergibt sich das Alphabet der Presburger Arithmetik:
Definition 1: Alphabet der Presburger Arithmetik

EPA = {v7 37 /\7\/7 _>7 H7_‘7>7 (7 +7:707 171‘}

Syntaktisch féllt auf, dass es sich bei opy um die Signatur der Peano Arithmetik mit einge-
schriankter Symbolwahl handelt.

Definition 2: Sprache der Presburger Arithmetik

Es sei Lpeano die Sprache der Peano Arithmetik, dann ist Lpa := {¢ € Lpeano | ¢ € Xpp }s
nur eingeschrankt durch die Wahl des Alphabets, die Sprache der Presburger Arithmetik.
Allgemeiner kann formuliert werden:

Lpa = {¢ € Lpeano | ¢ enthélt keine Zeichen, die die Multiplikation bendtigen [Pau78]}

Semantisch werden die Symbole aus diesem Grund auch genauso behandelt wie in der Peano
Arithmetik. Das Universum der Presburger Arithmetik sind die natiirlichen Zahlen N, sodass
sich die Struktur der Presburger Arithmetik ergibt:

Definition 3: Struktur der Presburger Arithmetik vgl. [FR98|

Spa = (N; +;0,1)

Das Aufschreiben von Formeln, wenn nur die Addition erlaubt ist, ist sehr umsténdlich.

Beispiel 2: Ein Ausdruck aus Lpa

Die Presburger Arithmetik kann unter anderem ausdriicken, dass es eine Variable x;
gibt, die 100 Mal zusammenaddiert, x5 ergibt:

dzy 21+ 21+ ...+ 21 = 29
100 Mal

. 7

Zur Einsparung dieses enormen Schreibaufwands wird die Skalarmultiplikation definiert:



Definition 4: Skalarmultiplikation in der Presburger Arithmetik
Es sei ¢; € N ein fester Wert. Dann sei +“ (z1) := x1 + 21 + ... + o1, fiir +°(x1) schreibe

c1 Mal

ich in Infixnotation ¢ * x7.

Die Skalarmultiplikation kann uneingeschrankt in der Presburger Arithmetik benutzt werden,
da sie mit groflerem Schreibaufwand auch nur mit Zeichen aus Ypa hétte ausgedriickt werden
kénnen. Wenn Beispiel 2 mit der Skalarmultiplikation ausgedriickt werden soll, dann ergibt
sich:

dzq 100 * 1 = 29

In der Préadikatenlogik bedeutet dieser Ausdruck aber auch, dass 100 ein Teiler von xo ist.
Tatséchlich kann in der Presburger Arithmetik auch die Teilbarkeit eingeschrankt definiert
werden:

Definition 5: Die eingeschriankte Teilbarkeitsrelation in der Presburger Arith-
metik
Es sei

C1 | I

die Abkirzung fiir dzs ¢1 * 9 = 1.

Dabei ist zu beachten, dass ein Primzahltest einer beliebigen Zahl mit dieser Relation nicht
moglich ist. Fiir diesen Zweck wiirde die Teilbarkeit einer Variable durch eine andere Variable
benotigt werden oder eine variable Anzahl an Teilbarkeitsrelationen. Beides ist nicht in der
Presburger Arithmetik ausdriickbar.

Definition 4 und 5 sind nur als Abkiirzungen fiir das Aufschreiben von Formeln zu verstehen.
Sie erweitern weder das Alphabet Ypa, noch erméglichen sie , komplexere* Ausdriicke in Lpa.

Es zeigt sich jedoch, dass eine tatsédchliche Erweiterung der Struktur Spp um das Symbol ,,<*
hilfreich ist. Zu diesem Zweck wird die um ,<* erweiterte Struktur Spa_ mit zugehdrigem
Alphabet Ypp < und Sprache Lpa < definiert.

Definition 6: Die Erweiterung der Presburger Arithmetik um ,,<* vgl. [Gra88]
Es sei:

1. EPAS = {va 37 A P e i )7 (7 +, =, 07 17 z, S}
2. EPAS = {Qb € ‘CPeano | ¢ € EI*DAS}

3. Spa. = (N;+;<50,1)

Infolgedessen kénnen auch die restlichen Ordnungsrelationen ausgedriickt werden:



Beispiel 3: Weitere Ordnungsrelationen in der Presburger Arithmetik

N XN —{0,1} mit ;1 < 22 == —(x1 < 22)

<
e >:NXxN = {0,1} mit 21 > z9 = —(z2 < 1)
>

:N XN = {0,1} mit 1 > z9 == (z2 < 1)

Um weitere Anwendungsmoglichkeiten der Presburger Arithmetik zu demonstrieren, folgt ein
weiteres niitzliches Beispiel:

Beispiel 4: Rechnen im Restklassenring Z/c,Z

Die folgenden Beispiele orientieren sich an Rechnungen in [Sch97].

1. 29 = 1 mod ¢
Ahnlich wie in Beispiel 5 kann auch der Modulo-Operator eingeschrankt iibersetzt

werden:

xo = x1mod c1 & ¢1 | (x1 — z2)
& dr3 01 % T3 = 1 — T2 | Definition 5

& drsg e ka3 + 290 = 21

2. (xrmode¢y) € M
Fiir eine Menge M C {1, ...,c;} kann iiberpriift werden, ob (z; mod ¢;) € M gilt,
indem alle moglichen Fille getestet werden.

rimodc € M & /\ —(i = x1 mod ¢1)

& /\ —(Jzg c1 * T2 + i = x1) | Anwendung von 1.
iEM
& /\ Voo —(c1 * 29 +1i = 11)
iEM
& Vo /\ —(c1 % xo + 1 =x1)
iEM

Obwohl es sich bei der Presburger Arithmetik um die Arithmetik ohne die Multiplikation auf
den natirlichen Zahlen handelt, wird in den spédteren Kapiteln auch die Presburger Arith-
metik auf den ganzen Zahlen benétigt. In dieser ist sowohl die in Definition 5 eingefiihrte
eingeschrinkte Teilbarkeit |, als auch die dazu gehorige Nichtteilbarkeit { eine atomare Relati-

on.



Definition 7: Die Erweiterung der Presburger Arithmetik auf die ganzen Zah-
len vgl. [Zyg91, CooT72]
Es sei:

1' Z:]k:)XAZ = {v7 37 /\7\/7 —>7 H7_|7)7 (7 +7 _7:707 17x7§7 ‘7"/}
2. ﬁPAZ = {d) S £Pean0 ‘ ¢ € E;AZ}

3. SPAZ = (Za +; §7 |’+7 07 1)

Auch in dieser Struktur kann < &hnlich wie in Beispiel 3 genutzt werden, um die iibrigen
iiblichen Ordnungsrelationen zu definieren.

3.2 Alternierende Turingmaschinen

Eine alternierende Turingmaschine (ATM), wie von Chandra und Stockmeyer in ,,Alternation®
[CST76] vorgestellt, ist eine Verallgemeinerung einer nicht-deterministischen Turingmaschine
(NTM). Wihrend eine NTM akzeptiert, wenn es einen Berechnungspfad gibt, der zu einer
Konfiguration mit akzeptierenden Zustand fiihrt, ist dies bei den ATMs etwas komplizierter.

Um das Tupel der ATM zu erhalten, wird das Tupel (Z,T', 6, z0, A, V') der NTM um eine weitere
Menge A D Z erweitert. Nun kann zum Zweck der Erkldrung hinter die Konfigurationen
ai, ..., ap die jeweilige Zustandsmenge des Zustands der Konfiguration geschrieben werden.
Beispielsweise wird fiir eine Konfiguration «; mit Zustand z; € A, a;(A) geschrieben. Ein
Zustand, der in keiner der im Tupel gegebenen Zustandsmengen A,V enthalten ist, sei in \/.

Mithilfe dieser Notation kann rekursiv iiber den Ablauf der Konfigurationen mit einer Funktion
f : Konfiguration — {0, 1}

bestimmt werden, ob eine Eingangskonfiguration zu einer Akzeptierenden wird.

Im Fall der NTM wird iiberpriift, ob es fir die
Konfiguration oy mit Zustand zp einen Berech-
nungspfad

al(\/) - ag(\/) FoooFay(A)

gibt und die NTM damit akzeptiert (vgl. Ab-
bildung 1). Als Funktion wére das:

1 falls X' = A Abbildung 1: Berechnungspfad einer
fla(X)) =10 falls X =V NTM mit Zustands-
Vars f(B) sonst (Fall: V) mengen

10



Im Fall der ATM werden die moglichen Zu-
standsmengen um A erweitert. Dadurch kénnen

Konfigurationen «(/\) erreicht werden, die nur (V)
dann akzeptieren, wenn alle moglichen Folge- 0
konfigurationen § mit a -  akzeptieren (vgl. (A N—A)
Abbildung 2). Das ist genau dann der Fall,

wenn fiir alle Folgekonfigurationen g f(5) = 1 (V) V) (A)

ist. 0

. Abbildung 2: Berechnungspfad einer
! falls X' =4 ATM mit Zustands-
0 falls X =V

o = mengen
T =N p s msx=p Y

Vars f(8) sonst

Die Zustdnde z € A werden universelle Zustdnde genannt. Die tibrigen Zustinde, die in Z \
(ANVNA) liegen, werden in der Menge \/ zusammengefasst und heiflen existenzielle Zusténde.
Dann kann die ,alternierende Turingmaschine“ definiert werden:

Definition 8: Alternierende Turingmaschinen Y, IT; (&hnlich der in [CS76])
Im Fall & > 1 ist eine alternierende Turingmaschine >, bzw. Il ein Tupel
(Z,T,0,20,A,V,\) (s.0.), wobei in den méoglichen Berechnungspfaden

o F oo o F a1 B o aEnde

o1 einen Zustand aus der Zustandsmenge \/ bzw. A hat. «; F* ;41 steht fiir alle
1 <i < k—1 fiir eine Konfigurationsfolge o;(X) = a;y (X) F -+ = a;, (X) F a1 (Y),
wobei X, Y € {\/, A} verschieden sind (y € NU {0}). Insgesamt gibt es demzufolge k — 1
,Zustandsmengenwechsel“ zwischen \/ und A.

Im Fall £ = 0 bezeichnet ¥y bzw. Il eine deterministische Turingmaschine, die in Poly-
nomialzeit 1duft.

Nun lésst sich der iibliche Zeitbegriff auf ATMs {ibertragen. Die Laufzeit einer ATM wird
analog zu der Laufzeit einer NTM definiert. Sie ist die Anzahl der Rechenschritte, durch die
alle moglichen Berechnungspfade der ATM begrenzt sind. Eine ATM ¥ bzw. Il arbeitet in
Zeit f : N — N falls fiir alle Eingaben w die Laufzeit von X bzw. II durch f(Jw|) beschrankt
ist. [AB09]

Dann wird ¥;-TIME bzw. II;-TIME wie folgt definiert:

Definition 9: £;-TIME bzw. II;,-TIME vgl. [AB09]

Es sei t : N — N eine Funktion. Die Komplexitétsklasse ¥p-TIME(t) bzw. IIx-TIME(t)
besteht aus allen Sprachen A, fiir die es eine ATM X bzw. II; gibt, die A entscheidet
und in Zeit O(t) arbeitet.

11



3.

3 Die Polynomialzeithierarchie

Die Polynomialzeithierarchie ist eine rekursiv definierte Komplexitatshierarchie. Sie wird defi-
niert, um weitere Probleme, zu denen keine explizite untere Schranke fiir die Laufzeit gefunden
werden kann, in groflere moglichst komplexitdtshomogene Klassen zu teilen [Sto76]. Dieser
Fall tritt schon bei Problemen aus NP auf, da nicht klar ist, ob P = NP gilt oder nicht, und
damit keine explizite untere Schranke fiir die Laufzeit dieser Probleme bekannt ist. Jedoch
erstreckt sich diese Herausforderung auf weitere Probleme. Als Beispiel dafiir bietet es sich an,
auf die Komplexitit des Entscheidungsproblems der Sprache B,, der wahren quantifizierten
aussagenlogischen Formeln einzugehen.

Definition 10: Die Sprache B,, bzw. B, vgl. [Gri88, Wra76]

B,, bzw. B, bezeichnet die Sprache der wahren quantifizierten aussagenlogischen For-
meln mit m — 1 Quantorenwechsel beginnend mit einem existenziellen bzw. universellen
Quantorenblock.

m Quantorenblocke

- — 1 1 2 2 m m 1 m
By =1 ¢ = 3ry. 3z Vai..Vop,  o-- Qaf'..Qx Fxy,...,x]))
existenzieller Quantorenblock universeller Quantorenblock aussagenlogische Formel

w—l}

bzw.
By, = {qb = Vai..Vo], 3ai..322, - Qa..Qat F(ay,...2) | ¢ = 1}
wobei
Q- d bzw. V falls m ungerade
|V bzw. 3 falls m gerade
ist und

e & := Jx¢ bedeutet, dass falls es eine Belegung mit = € {0, 1} gibt, sodass ¢ wahr
wird, dann gilt ®.

e & :=Vz¢ bedeutet, dass falls fiir alle z € {0,1} ¢ wahr ist, dann gilt ®.

B ist polynomiell-iiberpriifbar und es gilt auflerdem B; = SAT, wodurch sich die N7P-

VO

listandigkeit auf B; iibertrigt. Auch B; besitzt ein dquivalentes Problem namens TAUT.

TAUT ist jedoch ein Problem aus coNP.[AB09]

Definition 11: coN'P vgl. [AB09]
Eine Sprache L C {0,1}* ist in coN'P, falls es einen Algorithmus V' gibt, sodass fiir alle
Eingaben w gilt:

w € L & Fiir alle Zertifikate x gilt, dass V' bei Eingabe < w,x > akzeptiert

Damit ist die Komplexitit von By und B geklért, es stellt sich jedoch die Frage, wie es sich

12



mit B,, bzw. B,, mit m > 1 verhilt.

Beispiel 5: Der Fall B,

Bs ist die Menge der wahren quantifizierten aussagenlogischen Formeln der Form:

H:E%...ElmleVx%...inF(m%, s :L'le,ﬂ;‘%, e xi)
Fiir By konnte einfach die erfiillende Belegung als Zertifikat fiir die polynomielle Uber-
prifbarkeit gewédhlt werden. Das geht im Fall von Bs jedoch nicht. Ein Zertifikat miisste
zuniichst ein passende Belegung fiir die z1, ..., 1’111 liefern, dann allerdings auch enthalten,

dass fiir alle méglichen Belegungen fiir 27, ..., a:?Q F erfiillt ist. Ein Polynomialzeitalgo-
rithmus kann jedoch nicht 2?2 Belegungen testen. (Das ist kein Beweis fiir By ¢ N'P!)

J

Bei dem Versuch, die Idee hinter dem Zertifikat fiir die Inklusion in AP und die Unabhén-
gigkeit von der Eingabe im Fall von coNP zu kombinieren, ergibt sich die Definition der
Polynomialzeithierarchie:

Definition 12: Polynomialzeithierarchie vgl. [AB09]
Fiir alle £ > 1 ist eine Sprache L in Ef bzw. IIL, wenn es einen Algorithmus V und ein
Polynom ¢ gibt, sodass fiir alle Eingaben w gilt:

weE L& Ju; € {0, 1}q(|w|)VU,2 S {0, 1}q(|w|)Qkuk S {0, 1}q(|w|)v(w’ UL, Uy -ny uk) =1
bzw.
w e L < Yuy € {0,190 30, € {0,1390°D  Qruy € {0, 139DV (w, uy, ug, ...y ug) = 1

Die Laufzeit von V bei Eingabe < w,u,ua, ..., ux > ist dabei durch ein Polynom in |w|

beschrankt und es ist:
0 {3 bzw. V falls k ungerade
k pr—

V bzw. 3 falls k gerade

Im Fall von k = 1 zeigt sich durch die Definition von NP, coNP und der Polynomialzeithier-

archie, dass ¥ = NP und II{’ = coN'P gilt. By bzw. By ist demnach vollstindig fiir ¥’ bzw.

fiir 1T, Fiir By kann, wie in Definition 12 benétigt, ein Algorithmus V' entworfen werden, der
1

bei Eingabe von F sowie einer Belegung fiir x1, ..., ] . in Form eines Zertifikates u; und einer

beliebigen Belegung fiir %, ..., 37222 in Form eines weiteren Zertifikates ug nur dann 1 zuriickgibt,
falls das quantifizierte F' wahr ist.

By ist dementsprechend in ¥’ enthalten und es kann gezeigt werden, dass By auch vollstindig
fir £ ist. Im Allgemeinen fiihrt das zu folgendem Satz, der an dieser Stelle ohne Beweis

angegeben werden soll:

Satz 1: Die Komplexitit von B, bzw. B,, vgl. [Wra76]
B, bzw. B, ist ©F - vollstindig bzw. TIE - vollstindig.

Ahnlich wie fiir SAT und 3SAT gibt es ein Resultat fiir B,, und B,,. Dafiir werden die quan-
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tifizierten aussagenlogischen Formeln in 3KNF mit jeweils 3 Konjunkten pro Klausel oder
alternativ in 3DNF mit 3 Disjunkten pro Konjunkt betrachtet.

Satz 2: Die Komplexitit von B,, bzw. B,, eingeschrinkt auf Formeln in 3KNF
oder 3DNF vgl. [WraT76|

B, N 3KNF bzw. B, N 3DNF ist vollstdndig fiir ETIZ und B,,, N 3KNF bzw. B,, N 3DNF
ist vollsténdig fiir IIZ . (Hier werden 3DNF und 3KNF als Mengen von Formeln in 3DNF
bzw. 3KNF behandelt.)

Ublicherweise wird die Polynomialzeithierarchie mithilfe von Orakel Turingmaschinen definiert
(siehe Anhang 8.1). Im Kontext der Presburger Arithmetik ist jedoch die folgende zu Definiti-
on 12 dquivalente Charakterisierung der Polynomialzeithierarchie mithilfe von alternierenden
Turingmaschinen niitzlicher.

Satz 3: Die Polynomialzeithierarchie mit alternierenden Turingmaschinen vgl.
[Wra76, CS76]

Die Definition 12 ist dquivalent zu:

»P = %,-TIME (n0<1>)

17 = 11,-TIME (n0(1>)

Ef bzw. Hf ist demzufolge auch die Menge der Sprachen, die von einer ¥ bzw. II;; ATM in
Polynomialzeit entschieden werden kénnen.

3.4 Losung eines speziellen Systems von Teilbarkeiten und der chinesische
Restsatz

Im Fall des chinesischen Restsatzes wird fir ein System von Kongruenzen (zop = ¢; (mod
a;) (1 < i < n)), eine Losung zo < kgV (a1, as, ..., an) gesucht, die alle Kongruenzen gleich-
zeitig 16st. Wenn es so eine Losung gibt, dann ergibt sich gleich ein ganzer Losungsraum
Ly, ={z |z =20+ kxkgV (a1, as,...,an) mit k € Z}, sodass jedes z € L, das System von
Kongruenzen 16st.

Satz 4: Existenz einer Losung durch den Chinesische Restsatz vgl. [CLRS17]
Eine Losung z fiir ein System von Kongruenzen

x=¢ (mod o) (1 <i<n)

gibt es genau dann, wenn alle «; paarweise teilerfremd sind. (Der Algorithmus zur Be-
rechnung von z lduft in Polynomialzeit [CLRS17])
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Beispiel 6: Kodierung einer Belegung

Gegeben sei eine Belegung I(x1,x2,x3,24) = (0,1,1,0). Die ersten vier Primzahlen
lauten 2,3,5,7 und sind notwendigerweise paarweise teilerfremd. Die Belegung lésst
sich somit mittels x wie folgt kodieren:

Laut Satz 4 gibt es dann eine Losungen z = 196 (mod 210), die die Belegung kodiert.
(Weiteres zur Kodierung von Belegungen in Kapitel 6.2.3)

J

Falls es eine Losung zg gibt, kann anhand von L, gesehen werden, dass es immer ein Element
a’ € Ly, gibt, das in dem Intervall I := [i,i + kgV (m1,ma,...,my,) —1)](i € Z) liegt [CLRS17].
Die Idee ist nun, ein dhnliches Resultat fiir ein System von Teilbarkeiten zu zeigen. In Ab-
bildung 3 sind Losungen des Systems auf einem Zahlenstrahl rot eingezeichnet. Wie im Fall
des chinesischen Restsatzes gibt es unendlich viele Losungen. Diese treten im Abstand von
kgV (B1, Pa, ..., Bn) auf, sodass ein Bereich I begonnen bei i mit der Grofle kgV (51, B2, .., Bn) —1
immer eine Losung fir das System enthélt.

kgV(Bi, Bz, -1 Bn)

——H——+— —{>

Abbildung 3: Zahlenstrahl mit Lésungen des Systems in rot und eingezeichneten Intervallen

Satz 5: Losung eines Systems von Teilbarkeiten
Fir eine System von Teilbarkeiten der Form:

B1 | oz + 1t
Bo | cox + to

ﬂn | anx + ty

gilt, falls es eine Losung z fiir das System gibt, dann gibt es auch eine Losung ' fiir ein
beliebiges Intervall I == [i,i + kgV (B4, B2, ..., Bn) — 1] mit 2/ € I (i € Z).

Beweis. Angenommen das System hat eine Losung = ¢ I, aber keine Losung 2’ € I. Dann ist
x <ioder x > i+ kgV (1, B2, ..., Bn) — 1.
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Fir den ersten Fall muss * = ¢ — ¢ mit ¢; > 1 sein. Das ist aber gleichbedeutend mit
x =1i+j1—JaxkgV(B1, B2, ..., Bn), wobei 0 < ji < kgV(B1, B2, ..., Bn) — 1 und jo > 1 ist. Durch
einsetzen ergibt sich:

Bi | o x (i + g1 — Jo x kgV (B1, B2, Bn)) + 11
Ba | ag x (i + j1 — j2 * kgV (B1, B2, .., Bn)) + t2

Bn | an * (i 4+ j1 — Jo x kgV (B1, B2, ., Bn)) + tn
<~
B | ar*i+ay*j1 —ayxja*xkgV (B, B2y, Bn) + 1
B2 | ag *i4 ag x j1 — ag * jo x kgV (B1, B2, ..., Bn) + t2

B | n %1 4 % j1 — i * Go x kgV (B1, B2y -y Bn) + tn
< (da B; | kgV (51, B2y -, Bn))
Bi|onxi+arxji+t
Ba | ag i+ ag* ji +to

Bn | an *x i 4 apn * j1 + ty
-~
B1lar*(i+7j1)+t
Bo | ag x (i + j1) + to

Bn|an*(i+j1)+tn

Das bedeutet aber, dass es dann auch eine Losung 2/ = i + j; € [ gibt (0 < j; <
kgV (B1, B2, ..., Bn) — 1). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass es in dem Fall keine
Lésung in I gibt.

Fiir den zweiten Fall muss x = i + kgV (81, B2, ..., Bn) + c2 mit ¢a > 0 sein. Das ist wiederum
gleichbedeutend mit =i + kgV' (81, B2, ..., Bn) + j1 + Jo * kgV (B1, B2, .., Bn), wobei 0 < j; <
kgV (51, B2, ..., Bn) — 1 und jo > 0 ist.

Durch einsetzen ergibt sich wieder:

Br | oy x (i + kgV (B1, B2y .. Br) + J1 + Jo x kgV (B1, B2, ..., Bn)) + 1
Ba | co x (1 + kgV (B1, B2y .. Bn) + J1 + J2 x kgV (B1, B2, ..., Bn)) + t2

Bn ’ Qi * (Z + k‘gV(51,52, 7/8n) + 71+ J2* kgv(ﬂlaﬂ% >Bn)) +tn
<~

B1lar*(i+7j1)+t
B2 | ag * (i + j1) + to
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6n|an*(i+j1>+tn

Was wiederum aber bedeutet, dass es eine Losung 2/ = i + j; € [ gibt (0 < j; <
kgV (B1, B2, ..., Bn) — 1). Dies ist wiederum ein Widerspruch zur Annahme, dass es in diesem
Fall keine Lésung in I gibt.

Somit ist die Annahme falsch und es gilt: Falls es eine Losung x ¢ I gibt, dann gibt es auch
eine Losung 2’ € I. O

Das Ganze lasst sich auch auf Nichtteilbarkeitsrelationen erweitern: (8 1¢) = Vf;ll (B|t+1)
[Coo72]. Fiir die Nichtteilbarkeit muss ein System gefunden werden, in dem einer der Teilbar-
keitsrelationen auf der rechten Seite erfiillt ist. Alternativ konnte auch der linke Term durch den
Rechten ersetzt werden. In beiden Féllen bleibt das 5 gleich, sodass der obige Satz angewandt
werden kann.

Beispiel 7: Anwendung von Satz 5 mit Nichtteilbarkeiten

Es sei
(5|2z) A (3]4x) A (T1x)

ein System von Teilbarkeits- und Nichtteilbarkeitsrelationen. Es zeigt sich, dass x = 15
eine Losung dieses Systems ist. Auflerdem ist das kleinste gemeinsame Vielfache von 3,5
und 7 gleich 105. Dann besagt Satz 5, dass ein beliebiges i € Z gewéhlt werden kann,
sodass I = [i,i + kgV (3,5,7) — 1] fiir jedes gewdhlte i eine Losung fiir das gegebene
System von Teilbarkeiten enthélt.

Zum Beispiel ist fiir i = 20, I = [20,20+105—1] = [20, 124] und enthélt mit z = 120 eine
weitere Losung des Systems. Auch fiir ¢ = —200 enthélt I = [-200, —200 + 105 — 1] =
[—200, —96] mit z = —195 eine Losung des Systems.

3.5 Das Filtern von Belegung in quantifizierten Formeln

Bei der Polynomialzeitreduktion auf Formeln in der Presburger Arithmetik ist es hdufig hilf-
reich, bestimmte Belegungen von Formeln ausschlieen zu kénnen. Gegeben sei die Formel
¢ = Vr13ry 21 + x2 = 1. Dann gilt nicht Spa | ¢, da es in dem Universum N keine Zahlen
kleiner Null gibt. ¢ wére doch in einer Struktur Spy mit einem auf {0,1} eingeschrénkten
Universum wahr. Dafiir wird nur eine Moglichkeit bendtigt, das Universum N mittels einer
Erweiterung der Formel einzuschranken.

Zu diesem Zweck wird zunéchst das Symbol ~* definiert.

Definition 13: Das Symbol ~*
Fiir eine Zahl k > 1 sei ~F ein neues Symbol abhingig von der Wahl von Q:

— falls Qp =V

ko {/\ falls Qr = 3

Dann zeigt sich, dass der folgende Zusammenhang gilt:
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Satz 6: Filtern von Belegungen in quantifizierten Formeln
Es sei S eine Struktur mit Universum G und

A(z) : G — {0,1}
eine Filterfunktion. Auerdem sei S’ die Struktur S mit eingeschrianktem Universum
Gy={reG|A(x)=1}
Dann gilt fiir eine Funktion F' ohne weitere Quantoren:

S >: lel (A(‘Tl) ! (QQ‘TQ (A($2) wE (sts (A(xs) s (F(:El,l?, ,l‘s)))) o )))

&
S = Qir1Qaxa..Qsxs F(21, 12, .0y T5)

(Satz inspiriert durch das Vorgehen in [Sch97])

Beweis. Fiir den Beweis wird die gepatchte Belegung (¢ benutzt, in der a ein Element des
Universums der jeweiligen Struktur und x eine Variable ist:

a/ o falls x =y
ﬁw(y) - {B(y) sonst

AuBlerdem sei im Beweis 8(y) € G 4 fiir alle freien Variablen y. Das kann angenommen werden,
da es in der finalen Aussage keine freien Variablen gibt. Dann kann iiber den Formelaufbau
von ¢ bzw. ¢o der Satz gezeigt werden:
TIA) Es gilt

(S,8) E F(x1,19,...,15) & (S, 8) | F(z1, 22, ..., Ts)
da der Unterschied zwischen den Interpretationen nur in den Universen liegt und § die freien
Variablen jeweils nur mit Zahlen aus G4 belegt (Das war die obige Annahme).

IS) Es sei ¢ eine Formel. Dann gilt:

(S7,8%) = ¢ fur alle a € G4 und z
eine Variable

(5", 8%) E ¢ fur alle a € G, fur die
A(a) =1, und z eine Variable

(S,82) = A(z) — ¢ fur alle a € G
und z eine Variable

& (5,0) FVr (Alx) = ¢)

(8, 8) EVro &

=

und

(S',8%) E ¢ fiir ein a € G4 und z
eine Variable

(8,8) E o &
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(S7,8%) = ¢ fiir ein a € G, fiir das
A(a) =1, und z eine Variable
(S,82) = A(xz)A¢ fiir ein a € G und
x eine Variable

& (5,8) F 3z (Az) A ¢)

=

Das ist die Erfiillbarkeitsdquivalenz zwischen den einzigen, sich semantisch unterscheidenden,
Symbolen in S und S’. Fiir Sétze, in denen keine freie Variablen vorkommen koénnen, gilt

folglich die obige Aussage.

Fiir das obige Beispiel bedeutet das:

d

Beispiel 8: Anwendung von Satz 6

Wie zu Beginn des Kapitels erklért, sei:
¢1 :=Vx1dre 1+ 22 =1
Gesucht ist nun eine Filterfunktion, die das Universum von Spa auf {0, 1} einschrénkt.
Dafiir sei:
Dann besagt Satz 6, dass fiir
¢2 =Vx1 (A(z1) = Tz2 (A(22) A1 + 22 = 1))

gilt, dass
Spa = ¢2 < ({0,1};+;0,1) = é1

korrekt ist.
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4 Entscheidbarkeit

FEine Sprache £ C ¥* heifit entscheidbar, wenn es eine Turingmaschine gibt, die bei Eingabe
von w € ¥* nach endlicher Zeit zuriickgibt, ob w € L gilt oder nicht. Was bedeutet nun der
Entscheidbarkeitsbegriff im Kontext einer Arithmetik? Dafiir wird die Theorie einer Struktur
S iiber einer Sprache £ definiert.

Definition 14: Die Theorie einer Struktur S iiber einer Sprache £ (dhnlich
wie in [Gra89])

Th(S) = {¢ € L | S = ¢ A #frei(¢) = 0}

Die Theorie einer Struktur S iiber einer Sprache £ ist die Menge der Séatze aus L, die in der
Interpretation von & wahr sind. (Auf die Angabe von £ kann verzichtet werden, wenn sie aus
dem Kontext klar ist.) Da es sich dabei um eine Sprache oder anderes ausgedriickt um eine
Menge von Aussagen in der Priadikatenlogik handelt, kann der iibliche Entscheidungsbegriff
(s.0.) verwendet werden.

4.1 Ein Entscheidungsalgorithmus fiir Th(Spa,)

In diesem Kapitel soll mittels der Quantoreliminierung aus ,,Theorem proving in arithmetic
without multiplication“ [Coo72] gezeigt werden, dass es einen Algorithmus gibt, der die Menge
Th(Spa,) der ,wahren® Sétze der erweiterten Presburger Arithmetik mit Universum Z ent-
scheidet. Dabei wird eine Formel ¢g € {¢ € Lpa, | #frei(¢) = 0} (also ein Satz aus Lpa,)
innerhalb von s ,Schritten “ in eine Formel ¢, gebracht, die keine Variablen mehr enthilt (s
sei die Anzahl der gebundenen Variablen bzw. der Quantoren in ¢q (siehe Definition 21)).

Beispiel 9: Das Ziel anhand eines einfachen Beispiels

Es sei ¢p = Jrodz; (221 = 12) A (3z2 = 12) eine Formel mit Dimension 2. (Die
Skalarmultiplikation wurde schon angewandt!) Offensichtlich ist ¢9 € Lpa, und ein
Satz, da frei(¢g) = 0 ist. In Worten bedeutet ¢ aber nur, dass 2 und 3 Teiler von 12
sind.

¢ = dxodxy 201 = 12 A 3xy = 12
=
¢1 =g 2x9 = 12 A3 | 12
=
p2=2|12A3]|12

Es gab also eine Formel ¢ ohne Variablen und Quantoren, sodass Spa, = ¢o genau
dann gilt, wenn Spa, = ¢2 gilt. Es stellt sich heraus, dass es eine dhnliche Umformung
fiir alle Sdtze der Presburger Arithmetik mit Universum 7Z gibt.

7

Im Beispiel wird | als atomare Relation benétigt, weshalb die benétigten Umformungen auch
nicht in der Sprache Lpa < oder Lpa durchgefiihrt werden. Stattdessen kénnen die Sétze aus
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Th(Spa,) mit den eigenen Mitteln entschieden werden. Dabei wird genutzt, dass das Alphabet
Ypa, weitere atomare Symbole zur Verfiigung hat als ¥pa_ oder Xpa.

Die Formeln ¢1,...,¢5, die wiahrend des Algorithmus auftreten, sind in der Interpretation von
Spa,, erfiillbarkeitséquivalent zu der urspriinglich zu iiberpriifende Formel ¢g € Lpy,. In Bezug
auf Th(Spa,) bedeutet das, dass entweder fiir alle i € [0, s] gilt, dass ¢; € Th(Spa,) ist, oder
aber keines der ¢; in Th(Spa,) enthalten ist.

Der folgende Abschnitt beschreibt die nétigen Schritte des Algorithmus (Algorithm 1), der in
Pseudocode am Ende des Kapitels zu finden ist. Die verwendeten Pseudocodefunktionen werde
indirekt durch Zeilenverweise hinter den beschreibenden Schritten erkléart.

Um einen Algorithmus zu entwerfen, der eine Umformung wie im Beispiel 9 durchfiihrt, ist es
zundchst sinnvoll, die Formel ¢q in eine einheitliche Form zu bringen. Wie angekiindigt, wird
im Folgenden die Skalarmultiplikation aus Definition 4 benutzt, sodass Terme die folgende
Form bekommen:

C1*X1+ CokTy+ ...+ Cs*Tg+ Cot1 (2)
Das ist jedoch nur eine Abkiirzung, weshalb das Symbol der Skalarmultiplikation auch nicht in
den Alphabeten der Strukturen der Presburger Arithmetik auftaucht. Anschliefend werden die

redundanten Symbole {<+», —, <, >,> =} entfernt, indem die Ausdriicke auf der linken Seite
der Aquivalenzen durch die Ausdriicke auf der rechten Seite ersetzt werden (Zeile 2):

1 < P2 = (201 V P2) A (mp2 V 1)
1 = P2 = P11V @2
<ty =(ts < t)
t1 > to Eﬁ(tl Stz)
th >2tao=1t <t
t1h=to=1t1 <ta ANty <11

Schlielich wird ¢y in Pranexnormalform gebracht (Zeile 3), wodurch sie die folgende Form
bekommt:

01 ist das Ergebnis der bisherigen Umformungen
@ss -+ 10y und ohne die fithrenden Quantoren

Nun wird mit Laufvariable ¢ iiber die Anzahl s der gebundenen Variablen von innen nach
auflen iteriert (Zeile 4 und 6). In jeder Iteration wird auf eine Teilformel der Form Jx;0; die
Quantoreliminierung nach Cooper (siehe néchster Abschnitt) durchgefiihrt (Zeile 8 und 11).
Zu diesem Zweck wird, falls es sich um eine Teilformel der Form Vz;0; gehandelt hat, diese zu
—dz;—0; umgeformt (Zeile 8 und 9). SchlieBlich kann das Ergebnis der Quantoreliminierung
di+1 wieder zuriickgeschrieben werden (Zeile 9 und 12):

(5,'_,_1 falls Ql =3
—|(5¢+1 falls Qz =V

ersetzt wurde

¢; = ¢;—1 wobei @Q;x;0; durch {

Diese Prozedur wird nun solange durchgefiihrt bis ¢;+; keine Quantoren mehr enthélt. Die
so entstandene Formel ¢4 enthélt keine Variablen mehr, daher kann durch Auswerten festge-
stellt werden, ob die so erstellte erfiillbarkeitsiquivalente Formel ¢s wahr ist (Zeile 15). (Das
Vorgehen ist eine Abwandlung des Vorgehens aus [Coo72, Gra88|)
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Algorithm 1 Entscheidungsalgorithmus fiir Th(Spa,, )

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:

function MAIN(Formel ¢)

¢o < entferneRedundanteSymbole(¢py)
¢o < erzeugePrianexnormalform/(¢)
int s < anzahlDerQuantoren(¢y)
for i =1 bis s do
Teilformel §; < zugehorigeTeilformel(¢;_1)
if Q; =V then
di+1 < quantorEliminierung(3z; —9;)
¢; « einsetzen(p;_1,0;+1)
else
di+1 < quantorEliminierung(3z; ¢;)
¢; + einsetzen(p;_1,d;11)
end if
end for
return auswerten(¢;s)

16: end function

Beispiel 10: Der Ablauf des Algorithmus

Geg
von

malform. Aus diesem Grund enthélt die Funktion F' auch keine weiteren Quantoren. Der
Algorithmus lduft dann wie folgt ab:

1.

2.

10.

eben sei eine Formel ¢g = Jr3IwoVae1 F(x1, x2, x3). Sie ist das Ergebnis des Entfernen
redundanten Symbolen (Zeile 2) und dem anschliefenden Umformen in Prénexnor-

Variablenbelegung zu Beginn der for-Schleife: s =3, i =1
Zugehorige Teilformel von ¢g: 61 = F(x1, x2,x3)

. Es ist @1 = V: Wende die Quantoreliminierung auf Jx1—46; an und schreibe das
Ergebnis in ds.

. Einsetzen: ¢ = JrgIze—ds

. Zugehorige Teilformel von ¢1: 6o = =2

. Einsetzen in ¢3: ¢3 = 3

Auswerten von ¢3 liefert das Ergebnis des Algorithmus

4.2 Quantoreliminierung nach Cooper

Wie wird nun eine Teilformel 3z;6; mit §; € {A,V,—,<),(,+,—,0,1,2,],1}*, ohne weitere
Quantoren in ;, in eine erfiillbarkeitsdquivalent Formel ohne x; gebracht? Wie funktioniert die
Methode quantorEliminierung?
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Wie im vorherigem Abschnitt befindet sich am Ende des Kapitels der beschriebene Algorithmus
(Algorithm 2) in Pseudocode und ich werde wiederum hinter den beschreibenden Schritten
die zugehorigen Zeilen des Pseudocodes auffithren. (Das Vorgehen ist eine Abwandlung des
Vorgehens aus [Coo72, Gra88].)

Zunéchst muss d; mithilfe der De Morgansche Gesetzen in die Negationsnormalform gebracht
werden. Das ist nétig — obwohl ¢¢ zu Beginn in Prinexnormalform gebracht wurde — da
ein V Quantor zu einem fiihrenden Negationszeichen — in ¢; fithrt. Anschliefend werden die
Negationszeichen — mithilfe folgender Aquivalenzen in die Primformeln gezogen (Zeile 2):

=(c|t)=ctt
—(ctt)=c|t
- = ¢

St <ty)=ta+1<t

An dieser Stelle sollte der zu eliminierende 3 Quantor tber alle moglichen \/ aus vorausge-
gangenen Quantoreliminierungen gezogen werden (Jz'\/ 6 = \/ Jzd) (Zeile 3). Die Quantoreli-
minierung funktioniert auch ohne diesen Schritt, jedoch wird dadurch die Argumentation in
Kapitel 6.2.1 vereinfacht. Darauffolgend kann durch die beidseitige Addition/Subtraktion der
cj * x; dafiir gesorgt werden, dass ¢; * x; alleine auf einer Seite der < steht und ¢; > 0 ist
(J € [i,s]) (Zeile 5) (Mit ¢; * x; bzw. ¢; * ; sind die Terme dieser Form gemeint).

9/ ist als das Ergebnis der bisherigen Umformungen nur noch eine Konjunktion und Disjunktion
von Primformeln der folgenden Form (a’s sind beliebig aus N gewahlt, die ’s einer Formel
konnen mit i, ..., 8, € N wie in Satz 5 aufgezihlt werden, ¢ sind Terme wie in (2) nur mit
Variablen zj mit k£ > 4):

axx; <t (3)

t<axx; (4)

B (a*x;+t) (5)

Bt (a*mx;+t) (6)

Primformeln ohne x; werden im Folgenden ,,mitgeschleppt® (7)

Fir die folgenden Erlduterungen zur tatsdchlichen Quantoreliminierung werden die Primfor-
meln der jeweiligen Form in Mengen zusammengefasst:

Definition 15: Mengen von Primformeln

Jede Primformel, in einer durch den bisherigen Prozess umgeformten ¢;, kann einer der
Formen (3),(4),(5),(6) oder (7) zugeordnet werden. Zu jeder dieser Formen sei (i) die
zugehorige Menge (3 <@ < 7). In einer Disjunktion V(g (%) = Ve (3)(*) mit p = axx; <,
kann in % einfach auf o und ¢ zugegriffen werden. Im Algorithmus schreibe ich daher auch
p.c und p.t.

Auflerdem sei die Funktion F; wie folgt definiert:
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Definition 16: Die Funktion F;
Es sei F; : Z6~0=1) — {0,1} die Funktion Fj(z;, ..., ) := &/ nach i — 1 Quantoreliminie-
rungen.

F; hangt von z;, ..., x5 ab. Jedoch soll nur z; eliminiert werden. Da die tibrigen Variablen schon
vor x; gebunden werden, kann bei Eliminierung von x; davon ausgegangen werden, dass die
Zi+1,---, Ts schon belegt sind. Diese Belegungen seien im weiteren Verlauf der Arbeit in der
Belegungsfunktion g; gespeichert.

Definition 17: Die Belegungsfunktion p; fiir z;11,...,x; im Kontext der Quanto-
reliminierung

0; sei die Belegungsfunktion fiir die Variablen x;41, ..., zs im Kontext der Quantorelimi-
nierung bei der i-ten Ausfiihrung.

Beispiel 11: Ergebnis der bisherigen ,,Normalisierung*

Fiir eine ¢g mit s = 2 ist die Funktion
Fp:z3~C7D) 1 40,1}

mit
Fo(x2) =0VHx29 <20A30<10%xx9V2|3xxwa+1

ein mogliches Ergebnis der bisherigen ,,Normalisierung®“. Es ergeben sich die folgenden
Mengen von Primformeln:

(3) = {5 xxp <20}
(4) ={30 <10 * x2}

(5) ={2|3%x0+1}

Die grundlegende Idee der Quantoreliminierung ist zunéchst, zwischen zwei Fallen zu
unterscheiden. Entweder kann ein sehr grofles z; € 7Z gefunden werden, sodass
Fi(zi, 0i(xiy1), ..., 0i(xs)) erfilllt ist oder es gibt eine kleinste obere Schranke ¢ fiir awx; durch
eine Primformel aus (3), die den ersten Fall verhindert. In Abbildung 4 sind die méglichen
oberen und unteren Schranken dargestellt. Aulerdem sind wie in Abbildung 3 mégliche Lo-
sungen des Systems aus Teilbarkeiten in rot dargestellt. Der griin hinterlegte Bereich markiert
die moglichen Losungen im ersten Fall ohne obere Schranken, wiahrend der rote Bereich die
moglichen Loésungen im zweiten Fall hinterlegt, in dem es eine kleinste obere Schranke ¢ gibt.
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Abbildung 4: Fallunterscheidung bei der Quantoreliminierung

Der Trick ist, spater mithilfe von Satz 5 beide Félle auf endlich viele zu tiberpriifende Zahlen zu
beschranken. Obwohl es sich bei den Formeln auch um Disjunktionen von Primformeln handeln
kann, kann Satz 5 angewandt werden, da in diesem Fall mehr Zahlen als nétig getestet werden
wiirden. Das liegt daran, dass das bendtigte System der Teilbarkeiten und Nichtteilbarkeiten
in diesem enthalten ist (siehe folgendes Beispiel).

Beispiel 12: Eine Disjunktion mit Systemen fiir Satz 5

Gegeben sei die folgende Disjunktion:
(4]52) A (20 2z) V (10 | 3x)
Dann kann Satz 5 auf die Systeme:
o (4|5x) A (20| 2x)
e (10| 3x2)

angewandt werden. Das kleinste gemeinsame Vielfache von 4 und 20 sowie von 10 ist
jedoch kleiner als das kleinste gemeinsame Vielfache von 4, 20 und 10. Da das Losungs-
intervall I aus Satz 5 durch einen gréfleres kleinstes gemeinsame Vielfache nur gréfier
wird, kann in beiden Féllen auch der kgV (4,20, 10) verwendet werden.

J

Zunéichst wird fiir den ersten Fall die Funktion F,, definiert. In dieser werden durch die Wahl
einer sehr groflien Zahl alle unteren Schranken erfiillt, wodurch es aber keine obere Schranken
geben darf, die die Losung beschrankt.

F = F; wobei Primformeln aus (3) bzw. (4) durch 0 (falsch) bzw. 1 (wahr) ersetzt werden.

Formal kann fiir die Fallunterscheidung die folgende Erfiillbarkeitsiaquivalenz (vgl. [RL78])
formuliert werden:

(Spay, 0i) = i Fi(xi, Tig1, ..., Ts)
=

(Spas» 0i) | JFoo (@, it o m5) V \/ T3 (Fy (25, @it ., @)
(3)

Beweis. =: Falls #(3) > 1 gilt, ist es trivial, da dann 3x; F;(x;, 41, ..., Ts) als Disjunkt auch
rechts enthalten ist. Im Fall #(3) = 0 gibt es keine Primformel der Form (3), die in F, durch
0 ersetzt werden kénnte. Die benétigten Primformeln in (5) und (6) werden durch das gegeben
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x; erfiillt, weshalb Fio (24, 0i(zit1), ..., 0i(xs)) in diesem Fall auch von (Spa,, 0;) erfiillt werden
muss.

<: Entweder gilt (Spa,,0i) | 3ziFi(zi, i1, ..., z5) oder (Spa,, 0i) F IrFs(x, Tig1, ..., Ts).
Der erste Fall ist genau die Aussage. Der zweite Fall bedeutet, dass es eine Belegung S fiir « gibt,
sodass Foo(8(2), 0i(®it1), ..., 0i(zs)) erfiillt ist. Demnach existiert eine Losung fiir ein System
aus Teilbarkeiten aus (5) und (6). AuBerdem kénnen Primformeln aus (3) ignoriert werden, da
sie in Fo nicht zur Erfillbarkeit beitragen. Wahle nun 2’ = Y prineformeln aus (1) t, dann gibt es
laut Satz 5 ein j € [0,kgV (S aus (5) und (6)) — 1], sodass F;(2’ + j, 0i(zi+1), ..., 0i(xs)) erfillt

ist. (vgl. Abbildung 5). O
! ! .
X x +j
| p:
v ¢
[ L1 | | | | | | | |
[ T | | | I | I I [
I -
Untere Schranken kgV (B, B2 ) — 1

Abbildung 5: Erste Anwendung von Satz 5

In Beispiel 9 konnten die Quantoren eliminiert werden, indem stattdessen Teilbarkeiten benutzt
wurden. Genau dieser Ansatz soll nun weiterverfolgt werden. Der folgende Satz ist deshalb
zentral bei der Eliminierung von Quantoren.

Satz 7: Zentrale Aquivalenz der Quantoreliminierung

Es sei F;(ax;/2', zit1, ..., xs) die Funktion, die entsteht, wenn in F;(z;, 41, ..., xs) Uberall
dort wo nicht a vor z; steht, die Primformel mit o multipliziert und dann ax; durch 2’
ersetzt wird. Die Aussage des Satzes ist die folgende Aquivalenz:

Fy(am; /o', xii1, .. xs) A (a | ') & Fy(z5, i1, .y Ts)

/

Durch das Ersetzen gilt nach der Anwendung des Satzes z' := ax; bzw. x; = £

Beweis.
Fi(oxi/a' zig1, ... xs) Ao | @) & Filaz/azg, g, . xs) A (o | axg) | 2’ = axay

(a | am;) ist fur

& Flowi/azi, Tig1; - Ts) jedes x; richtig

ax;/ar; kann um
«a gekirzt und
dann z/z durch z
ersetzt werden

=4 Fz(xz, Tit+1, ...,I‘S)

O]

Durch Einsetzen der bewiesenen Aquivalenz ergibt sich:

(Spay, 0i) = i Fi(x, Tig1, ..., Ts)
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(8)

4
(Spa,, 0i) E IrFs(x, Tig1, ... xs) V \/ 32/ (Fi(ax; /2", xiq1, . xs) A (a | 7))
(3)

Zu beachten ist, dass das a nun abhéngig von der jeweiligen Primformel aus (3) ist. Um das
x; zu eliminieren, muss erreicht werden, dass es nur eine endliche Anzahl an Moglichkeiten der
Belegung fiir das z; gibt, die dann mit \/ aufgezdhlt werden kénnen. Das ist tatséchlich der
Fall:

Satz 8: Quantoreliminierung vgl. [Coo72, Gra88]|

(Spay, 0i) = i Fi(x, Tig1, ..., Ts)

&
o—1 axo—1
(Spaz 01) B\ FoolGymisn,nxs) VN (Filamift = jowigr, o s) Aa |t =)
J=0 (3) 4=0

wobei o = kgV(B1, P2, ...) ist. (Ideen zur Herleitung dieses Resultats aus [Coo72, YFC,
RL78])

Damit aus 8 die Quantoreliminierung wie in Satz 8 folgt, sind noch die folgende Punkte zu
zeigen:

1. (SPAza Ql) ): 3$FOO(£7$1+17 "'axS) <~ (SPAza Ql) ): \/?:_01 FOO(]7 Ti41, "'7x8)

Beweis. =: Es gibt eine Belegung j fiir z, sodass Fuo(5(2), 0i(%it1), ..., 0i(zs)) wahr ist.
Entweder gilt 8(x) € [0,0 — 1] oder (z) ¢ [0,0 — 1]. Im zweiten Fall gibt es aber laut
Satz 5 ein 2’ € [0,0 — 1], sodass Fo (2, 0i(2i41), ..., 0i(xs)) wahr ist.

<: Gesucht ist eine Belegung S fiir x. Die Voraussetzung liefert dafiir 5(z) = j, so-
dass Fo(B(), 0i(Tit1), ..., 0i(xs)) wahr ist. (Verdeutlichung dieses Zusammenhangs in

Abbildung 6) O
X
kgV (B, B2, ..) —1 I
— v
Ig T | ] Iil — |

Untere Schranken  kgV (B, B2, ...) — 1

Abbildung 6: Endliche Menge an zu priifenden Zahlen fiir Fall 1: Falls es ein 2/ € [0,0 — 1]
gibt, liefert Satz 5 ein beliebig grofles x, welches oberhalb der gréfiten unteren
Schranke liegt.

(Spa,, 0i) | 32/ (Fi(axi /o', xit1, ..., s) A (a | 7))
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54

axo—1

(Spaz, 0i) F \/ (Fi(ax;/t — §,Tig1, .y Ts) A (| £ = 7))
=0

(fiir eine Primformel der Form (3) (also: a* z; <t ))

Beweis. =: Es gibt eine Belegung f fiir 2/, sodass F;(ax;/f(z"), 0i(xit1), ..., 0i(xs)) A (a |
B(x")) wahr ist. Das heifit, dass das §(z’) das aus den Primformeln aus (5) und (6) ge-
gebene System losen kann. Der Fall f(2') — oo kann ausgeschlossen werden, da die
Aquivalenz nur angewandt wird, wenn es mindestens eine obere Schranke aus Primfor-
meln aus (3) gibt. Nun sei ¢ die kleinste obere Schranke fiir 5(z'). Laut Satz 5 gibt es dann
aber ein 2" € [t — (kgV (a, f1, B2, ...) — 1), t], welches auch das gegebene System aus (5)
und (6) 16st. Da es sich bei ¢ um die kleinste obere Schranke handelt, und es laut Annah-
me eine Belegung fiir 2’ gibt, die auch die Teilbarkeiten erfiillt, muss z” auch die nétigen
Primformeln ¢ < 2” aus (4) erfiillen (¢ sind die unteren Schranken aus Primformeln
aus (4)). Nun wird noch t — j := 2" substituiert, wobei j € [0,kgV (v, f1, B2, ...) — 1]
ist. Dann kann eine Losung j fur Fj(ax/t — j,0i(Tit1), .. 0i(xs)) A (e | t — j) in
[0,kgV (c, By, Pa,...) — 1] C [0, x kgV'(B1, B2, ...) — 1] gefunden werden. (vgl. Abbildung

7)
<: Gesucht ist eine Belegung f fiir 2’. Die Voraussetzung liefert dafiir f(z') =t — j,
sodass F;(ax;/B(2"), 0i(zit1), - 0i(xs)) A (a | B(2')) wahr ist. O

t —] Obere Schranken

] —— ™

Untere Schranken kgV (@, By, Bz, ) =1 t

Abbildung 7: Endliche Menge an zu priifenden Zahlen fiir Fall 2

Satz 8 kann zum Beispiel anhand eines negativ Beispiels demonstriert werden:

Beispiel 13: Ein negativ Beispiel fiir Satz 8

Es sei
po=F(1<)A(z<HAG|2) V(2| 2)A(r <3)A (3 <x))

Offensichtlich gilt ¢o ¢ Th(Spa_). Nun kann Satz 8 angewandt werden, der eine erfiill-
barkeitsdquivalente Formel ¢ ohne Variable x liefert.

kgV (2,5)—1
pr=\/ (AAOAG|HVE2|j)A0AL)
j=0
1xkgV (2,5)—1
ViV (A <4-)A(E—j S HAG [ 4—5)V(2 | 4—§)A(4—F < 3)AB < 4—5))A(L | 4—5)
j=0
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VoV

J

1xkgV (2,5)—1
(1 < 3-H)AB— < DAG | 3-)V(2] 3-1)AB—j < BIAB < 3-1))A | 3—)
=0

¢1 ist wie gefordert ebenfalls nicht erfiillbar.

J

Mithilfe von Satz 8 ergibt sich der restliche Algorithmus in den Zeilen 7 bis 21. Die Quan-
toreliminierung aus Satz 8 erzeugt eine Formel, die zu Qu;0, erfiillbarkeitsdquivalent ist. Alle
vorherigen Umformungen waren Aquivalenzumformungen. Daher sind alle ¢; (0 < i < s) er-
fullbarkeitsdquivalent. Wenn also Spa, = ¢ gilt, dann ist auch die urspriingliche Formel ¢ in
Th(Spa,) enthalten. Das ist die Entscheidbarkeit von Th(Spa,) mithilfe der Quantoreliminie-
rung.

Beispiel 14: Die Quantoreliminierung am Beispiel der Transitivitat der <-

Relation

Gegeben sei die Formel ¢g = VasVaVry (o < 23) A (23 < 21) — (22 < x1). Mithilfe der
Quantoreliminierung (Satz 8) kann nun gezeigt werden, dass ¢ € Th(Spa,) ist.
Zunéchst entfernt Algorithmus 1 in Zeile 2 redundante Symbole und bringt ¢g anschlie-
Bend in Pranexnormalform (Zeile 3).

oo < VasVraVa (—|((x2 < xg) A\ (.21?3 < xl)) V (1‘2 < .1‘1))
& VsV, (—|(a:2 < $3) V ﬂ(l‘3 < .1‘1) V (332 < $1))

Es ist
01 = ((w2 < @3) V(r3 < 201) V (12 < 1))

Da @ =V ist, wird nun Algorithmus 2 auf Jx1—4d; angewandt.

Dann ist
Fi(z1,2z2,23) = (z2 < a3) A (23 < 1) A (21 < 290 — 1))

Nun wird Satz 8 auf Jz1 Fy (21, x2, v3) angewandt und es ergibt sich im Kontext von ¢;:

1-1

o1 = V.%'gV.CEg‘\(\/ (1'2 <z3A1A 0)\/
j=0

1x(1—1)
\/ (IQng/\xgS$2—1—j/\$2—1—j§$2—1/\1:Eg—l—j))
§=0

Bei dem manuellen Durchfiihren des Algorithmus sollte an dieser Stelle gekiirzt werden:

S ¢ = ngv.ﬂjg—!(xg <xz3Nz3 < T — 1)
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Nun ist
09 :—|(a:2 < x3N\zx3 Swg—l)

Weiter ist Q2 = V, sodass Algorithmus 2 auf 9xo—d2 angewandt wird. Durch das Elimi-
nieren der Negation und dem Umformen nach Termen der Form cy * x9 ergibt sich:

Fy(zg,23) =22 <3 A3+ 1 < 29

Dann kann wieder Satz 8 auf JzoFo(x2, x3) angewendet werden:

1-1 1x(1-1)
g2 =Vaz-(\/ (OAD)V \/ (z3—j<a3)A(x3+1<a3—j))
j=0 J=0

An dieser Stelle sollte gekiirzt werden...

o2 = Vr3-((r3 < x3) A (3 + 1 < 23))
Spo =Vrg(—(xz < x3) V(23 +1 < 23))
Spo =Vr3(0V a(x3+1 < x3))
Spg =Vaz(zs+1<z3+1)
Spy =1
...sodass sich die letzte Anwendung der Quantoreliminierung gespart werden kann. Es

zeigt sich, ohne weitere Auswertung, dass ¢2 wahr ist. Somit folgt, dass ¢g € Th(Spa,)
ist.
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Algorithm 2 Entscheidungsalgorithmus fiir Th(Spa, )

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:

function QUANTORELIMINIERUNG (Teilformel 3z;d;)

Teilformel §; < eliminiereDasNegationszeichen(0;)
if 0; hat die Form \/J then return (\/ quantorEliminierung(3z;J))
end if
0/ + erzeugeEinheitlicheForm/(J;)
> ab hier kann auf Primformeln zugegriffen werden

Funktion F; < 9}
Funktion Fiegut < 0
int[] betas < extrahiereKonstantenVor|Oder{(F;) > das sind die S1, B2, ..., Bn
Funktion F < Finpus wobei Primformeln aus (3) bzw. (4) durch 0 bzw. 1 ersetzt wird
for int j = 0;j < kgV(betas);j =j+ 1 do

Fresult < Fresult \ Foo (])
end for
Primformel[] pfs <— Primformeln der Form (3) aus Finput
for all p in pfs do

for int j = 0;j < kgV(betas) xp.a;j =j+ 1 do

Funktion Fhat az; < Finput falls vor einem z; kein p.a steht multipliziere die

Primformel mit p.c

Funktion Fj <= Fiat s, €rsetze ax; durch p.t — j
Fresult < Fresult V F‘g A (p.a | p.t— j)
end for
end for

22: end function
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5 Betrachtung der verschiedenen Strukturen der Presburger
Arithmetik

Im vorausgehenden Kapitel konnte die Entscheidbarkeit fiir Th(Spa,) gezeigt werden. Doch
wie verhédlt es sich mit den anderen beschréankteren Strukturen? Muss fiir jede Struktur der
Presburger Arithmetik die Komplexitit des Entscheidungsproblems zu dieser Theorie einzeln
betrachtet werden?

Zur Beantwortung dieser Fragen ergibt sich der folgende Zusammenhang:

Satz 9: Der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Theorien der Struk-
turen der Presburger Arithmetik
Es gilt:

Th(Spa) <h Th(Spa.) <), Th(Spa,)

Beweis. Die beiden Reduktionen sollen einzeln gezeigt werden:

1. Th(SpA) Sf; Th(SpAS)
Zunéchst lasst sich feststellen, dass

Ypa C Xpa

gilt. Auch fiir die Sprachen, die die zugehorigen syntaktisch korrekten Ausdriicke definie-
ren gilt, dass
Lpa C Lpa.

ist. Da auch semantisch alle Zeichen mittels Sppy und Spa < gleich behandelt werden und
es sich um das gleiche Universum N handelt, ist offensichtlich:

Th(Spa) C Th(SpAS)

Die Reduktion erfordert, dass es eine Funktion f gibt, sodass
¢ € Th(Spa) & f(¢) € Th(Spa.)

gilt und f in Polynomialzeit berechnet werden kann. Aufgrund der obigen Teilmengen-
beziehungen reicht dafiir aber schon die Identitdtsfunktion.

2. Th(Spa.) <}, Th(Spa,)
Auch hier gilt mit gleicher Argumentation:

Ypa. C Xpa,

und
Lpa. C Lpa,

Jedoch ist in diesem Fall nicht Th(Spa.) C Th(Spa,), da z.B. Vo 0 < z in beiden
Sprachen existiert, aber nur von Spa_ erfiillt wird. Es sei

¢ = Qrx1Q2x2 - - Qss F(x1, 22, ..., T5)
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ein Satz aus Lpa_

Die fiir die Reduktion benétigte Funktion f muss also dafiir sorgen, dass in f(¢) nur
noch die Belegungen der Variablen relevant sind, die auch in N relevant wéren. Fiir eine
Variable = sind das die Belegungen mit (0 < x). Die benétigte , Filterfunktion“ wird wie
folgt definiert:

A(z) = (0 < x)

Nun sei f mithilfe des Zeichens aus Definition 13 wie folgt definiert:

F(8) = Qa1 (A(z1) ~' Qawa(A(xa) ~? - - Qus(A(ws) ~° F(w1, 22, ..., 75)) - -))
Dann liefert Satz 6 mit S = Spa,, dem Universum G = Z und dementsprechend S’ =
SPAS mit G4 = N:

Spac F ¢ & Spa, E f(¢)
Da es sich bei ¢ und f(¢) um Sétze handelt, ist das gleichbedeutend mit:

¢ € Th(Spa_) & f(¢) € Th(Spa,)

f(¢) kann in Polynomialzeit aus ¢ erstellt werden. Das ist die Polynomialzeitreduktion
von Th(Spa_) auf Th(Spa,)-

O]

Die Polynomialzeithierarchie ist die komplexitéatstheoretische Fortfiihrung von P und NP (vgl.
Kapitel 3.3). Es ist also wenig iiberraschend, dass aus A <!’ B und der XF - schwere von A
die P - schwere fiir B folgt. Auch die Inklusion iibertréigt sich wie im Fall von P und N'P.
Im Fall von A <P Bund B € XF folgt, dass A € ©F gilt. [Wra76]

Aufgrund dieser Zusammenhénge reicht es bei den folgenden Betrachtungen, jeweils nur einen
Fall zu analysieren, da sich das Ergebnis bei der richtigen Wahl auf die anderen Félle {ibertragt.
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6 Komplexitat

Im vorausgegangenen Kapitel wurde erkennbar, dass die Sétze aus Th(Spa,,) entscheidbar sind.
Es stellt sich jedoch die Frage, in welcher Zeit fiir komplexe Sétze entschieden werden kann, ob
diese wahr oder falsch sind. Dazu werde ich zunéchst auf die Komplexitit des allgemeinen Ent-
scheidungsproblems T'h(Spa) eingehen. Die Ergebnisse lassen sich dann am Ende des Kapitels
mittels Satz 9 auf die erweiterten Strukturen mit Th(Spa.) und Th(Spa,) verallgemeinern.

6.1 Die Komplexitiat des allgemeinen Entscheidungsproblems zu Th(Spa)

Der in Kapitel 4 erlduterte Entscheidungsalgorithmus scheint sehr aufwendig. In der Tat léasst
sich zeigen, dass Th(Spa) nicht schneller als in Zeit O (22") entschieden werden kann (n =
|w| mit w € Th(Spa)) [FR98|. Einfacher zu zeigen ist jedoch, dass Th(Spa) ¢ P gilt, was
bedeutet, dass auch im Fall von P = NP, Th(Spa) nicht effizient entscheidbar ist. Zu diesem
Zweck werde ich Teile des Beweises aus [Pau78] vorstellen, die zu dem gewiinschten Resultat
fithren.

Satz 10: Th(Spa) ist nicht effizient entscheidbar

Falls es einen Polynomialzeitalgorithmus gibt, der bei Eingabe einer Turingmaschine M,
die eine Sprache L € TIME (20(”)> entscheidet, und einer Eingabe v, einen Satz Sp, €
Lpa konstruiert, sodass gilt:

M halt auf v in einem akzeptierenden Zustand < S, € Th(Spa)

Dann gilt Th(Spa) ¢ P. (n = |v])

Beweis. Zunéchst gilt
1. 2. 3.
P C TIME (2") C TIME (2") C TIME (20)

Die Teilmengenbeziehungen konnen einzeln gezeigt werden:

1. P C TIME (2")
Es ist P = TIME (no(l)) = Upen TIME (nk> Nun kann bewiesen werden, dass

TIME (nk) fiir alle festen & € N in TIME (2") ist. Zu diesem Zweck wird n* € O (2")
gezeigt:

k
S lim ————— < | Anwendung des Satz von L’Hopital

& lim —————— < | Anwendung des Satz von L’Hopital
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Da fiir jedes festes £ € N gilt, dass TIME (nk) C TIME (2") ist, gilt auch fir die
Vereinigung Uyey TIME (%) C TIME (2°).

2. TIME (2") C TIME (22")
Mit dem Zeithierarchiesatz folgt aus 2" € o (255r ), dass TIME (2%) ¢ TIME (22%) gilt.
Benoétigt wird demnach:
on

w3 gz =0

14277

2" x1d (2°7) 0
n—00 22n

2" % 2n * 1d(2)
nsoo o 22n
2" % 2n % 1d(2)
n—oo  (20)2

=0

=0

& lim

Soo 1d(2) * 27 = | Anwendung des Satz von L’Hépital
n—oo 3

< lim =0

n=oo 9n—1

< 0=0

3. TIME (22") C TIME (20(")
Das stimmt, da TIME (20") = TIME (2*") fir alle ¢ > 0 gilt. Daber kann ¢ = 2
gewihlt werden, um das gewiinschte Ergebnis zu erhalten: TIME (2%") C TIME (20(”)>.
Aufgrund der daraus resultierenden echten Teilmengenbeziehung zwischen P und
TIME (20(”)> gibt es also Sprachen L € TIME (20(")), die nicht in P liegen. Nun kann

fir alle L € TIME (20(”)) gezeigt werden, dass sich L in Polynomialzeit auf Th(Spa) redu-

zieren lasst. Dafiir wird eine Instanz v € ¥* in eine Instanz Sr, € Lpa (L C ¥*) tlibersetzt.
Das geht mit dem vorausgesetzten Polynomialzeitalgorithmus und einer 2¢*"-zeitbeschrankten
Turingmaschine M7,. Diese muss es geben, da sonst L nicht in TIME (20(”)) wéare. Dann gilt:

v € L < Die Turingmaschine My, hilt auf v in einem akzeptierenden Zustand
< Der vorrausgesetzte Polynomialzeitalgorithmus liefert Sz, bei Eingabe < My, v >
& Siy € Th(SpA)

Das ist die Reduktion des Entscheidungsproblems ,v € L* auf das Problem Sy, € Th(Spa) in
Polynomialzeit.
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Angenommen Th(Spp) wére in P, dann konnten alle Sprachen L € TIME (20(”)) mit obigem
Verfahren in Polynomialzeit entschieden werden. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass es
Sprachen L € TIME (20(”)) gibt, die nicht in Polynomialzeit gelost werden konnen.

Demzufolge gilt Th(Spa) ¢ P. O

Damit aus Satz 10 Th(Spa) ¢ P folgt, wird der erwidhnte Algorithmus bendtigt, der in po-
lynomieller Zeit lauft und eine Turingmaschine M und eine Eingabe v in einen Satz in der
Presburger Arithmetik tibersetzt, der nur dann wahr ist, wenn M auf v mit akzeptierenden
Zustand hélt. Dazu sei weiterhin n = |v|.

Es sei M = (Z,%,1,6, 29,00, A, V) eine Turingmaschine, die eine Sprache L € TIME (20("))
entscheidet. Solch eine Turingmaschine benétigt maximal T := 2" Konfigurationsiibergdnge
um zu entscheiden, ob v € L ist und damit in einem akzeptierenden Zustand aus A hélt
(fiir ein ¢ > 0). Falls also tatséchlich v € L ist, gibt es eine Konfigurationsfolge, die mit ko =
O...0z,00...0 beginnt, und mit einer Endkonfiguration kp = uzay endet (u,y € I',z4 € A). In
der Konfigurationsfolge kg, k1, ..., k7—1, k7 diirfen nur Konfigurationen k;, k;41 hintereinander
stehen, fiir die es einen entsprechenden Ubergang aus § gibt, sodass k;  k; 1 fiir alle 0 < i <
T — 1 gilt. Ein Satz St in der Presburger Arithmetik muss auf Grund dieser Zusammenhénge
vereinfacht lauten:

Fuw((1) A (2) A (3)) (9)
wobei w = kg, k1, ..., k7 und
(1) = ko hat die Form O...0z,00...00
(2) =k Fkiy furalle0<i<T -1
(3) := kp hat die Form uz4y wobei (u,y € T',z4 € A)

Damit w eine Konfigurationsfolge kodieren kann, wird mindestens eine injektive Kodierung
1 zwischen der Sprache mit dem Alphabet K := Z UT' U {,} und den natiirlichen Zahlen
N benotigt. Wodurch im Satz S, eine Zahl ¢ (w) gesucht werden kann, die die benotigte
Konfigurationsfolge kodiert.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ldsst sich annehmen, dass #K = p—1 und p eine Prim-
zahl ist, da es unendlich viele Primzahlen gibt, und ein K problemlos mit nicht verwendeten
Zeichen bis #K = p — 1, aufgefiillt werden kann.

Dann wird jedem Zeichen aus K eine Zahl aus {1, ..., p— 1} zugeordnet, sodass eine Zeichenreihe
zu einer Zahl im Stellenwertsystem mit der Basis p wird. Eine Zahl im Stellenwertsystem zu
Basis p kann problemlos zu einer Zahl im Stellenwertsystem einer anderen Basis konvertiert
werden. Im Fall der Presburger Arithmetik ist das im Normalfall Basis 10. Es folgt also die
Definition:

Definition 18: Konvertierungen im Stellenwertsystem
Es sei Sp, B, die Funktion die eine Zahl im Stellenwertsystem zur Basis B in eine Zahl
zur Basis By konvertiert.

SB,—pB, ist das eindeutig definierte Inverse zu Sp,_,p, und die bendtigte Kodierungsfunktion
Sp—s10 ist bijektiv. Fiir die gesamte Kodierung lésst definieren:
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Definition 19: Die Kodierungsfunktion fiir Worter

Es sei (w) mit w € Kt die Funktion, die zunéchst jedem Zeichen a € K eine Zahl aus
{1,...,p—1} zuordnet und diese in w einzeln ersetzt, sodass sich w’ € {1,...,p—1}T ergibt.
Die Funktion gibt dann S,_,19(w’) € {1,2,...,9}" zuriick. AuBlerdem sei 1(e) = 0.

Die Kodierung v ist injektiv jedoch nicht surjektiv, da es zu Zahlen mit Basis p, die eine 0
und andere Zahlen enthalten, kein Wort w € KT gibt. Ansonsten ergibt sich eine eindeutige
Zuordnung zwischen Worten w € K und den natiirlichen Zahlen N.

Beispiel 15: Kodierung eines Beispielalphabets mit natiirlichen Zahlen

Es sei Ypeispiel = {a,b,¢,d, e}. Dann wird Lpeispier um ein Symbol ol erweitert, damit
# X Beispiel = p — 1 fiir die Primzahl p = 7 gilt. Die Zuordnung kann wie folgt gewéhlt

werden:
a—1 b— 2
c—3 d— 4
e—b o' =6

Mithilfe der Zuordnung ergibt sich zu einem w; = acdc eine Zahl w] = 1343 zur Basis
7, sodass folgendermaflen kodiert werden kann:

Sro(w)) =1+ + 3% 72+ 47" +3%7° =343 + 147 + 28 + 3 = 521

Im umgekehrten Fall kann dekodiert werden. Zu einem Wort wy mit S7_19(wh) = 1337
ergibt sich
S1057(1337) =3« T3+ 6% 72+ 2% 7+ 1% 70 = 3621

sodass dekodiert das Wort we = colba entsteht.

. 7

Letztendlich ist das Problem an dieser Stelle nur noch, dass Sp,—,pB, mit der Potenzierung
und der Multiplikation arbeitet, die es im Allgemeinen in der Presburger Arithmetik nicht
gibt. Es kann jedoch die Skalarmultiplikation aus Definition 4 noch etwas erweitert werden.
Die Multiplikation a * b = c ist gleichbedeutend mit \/=y (@) (a =iNixb = c), wenn eine
obere Grenze max(a) fiir a bekannt ist. ¢ x b kann mit Presburger Arithmetik ausgedriickt
werden, da i fest gewéahlt ist, und somit die Skalarmultiplikation aus Definition 4 angewandt
wird. Diese Idee und das Auftrennen einer Multiplikation in mehrere Teilrechnungen sorgt
dafiir, dass die Multiplikation a % b = c fiir ein p,, > 22" mit einem Prédikat m,(a,b, c) mit der
Bedeutung a < p, Aaxb = cund in Platz O(|n|) ausgedriickt werden kann (weitere Erlauterung
diesbeziiglich in [Pau78] und im Kapitel 8.2 zu finden im Anhang).

Es zeigt sich, dass das 1(w) < pl“l und |w| = (T 4 1) * (max’_,(|k;|) 4 1) ist, da die Turingma-
schine M bei Eingabe v nach maximal T' = 2" Schritten fiir ein ¢ > 0 zum Ergebnis v € L
oder v ¢ L kommt. Dabei durchliuft sie 7+ 1 Konfigurationen der Linge max._(|k;|) und
nach jeder Konfiguration folgt in w ein Komma. Dann lésst sich abschéatzen:

P(w) < pi*!
_ old(p)+lu|
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< 2ld(p)*(T+1)*(maXZT:0(|ki\)—4—1)
< 2ld(p)*(20*"+1)*(2"*"+(n+1))

< 22c*n*(2c*n+1 )*(2c*n+l)

< 2(20*n+1)3

3xckn+3
=92

Die Kodierung der in S, gesuchten Zahl ¢(w) ist also kleiner als 22" Esist 3cn+3 € O(n)
und daher gibt es ein p3eni3 > 2% ? > ¥(w) und ein dazu passendes Pradikat mse,ys fiir
die Multiplikation, welches nur Platz O(n) benotigt und ebenfalls in Polynomialzeit gefunden
werden kann. Das fithrt dazu, dass auf der Suche nach dem (w) die Multiplikation verwendet
werden kann und dementsprechend Formeln fiir (1), (2) und (3) in Polynomialzeit aufgestellt
werden konnen. Insgesamt kann also (9) in Polynomialzeit erstellt werden (explizite Formeln
in [Pau78)).

Der in Satz 10 erwdhnte Polynomialzeitalgorithmus existiert demnach, sodass folgt:

Satz 11: Sdtze der Presburger Arithmetik sind nicht effizient entscheidbar
Es gilt:

1. Th(Spa) ¢ P
2. Th(SpAS) §é P

3. Th(Spa,) ¢ P

Beweis. Jedes Element kann einzeln aus den bisherigen Ergebnissen gefolgert werden:

1. Th(Spa) ¢ P
Folgt aus dem in [Pau78] vollstédndig gegebenen Polynomialzeitalgorithmus (bzw. aus den
oben gegebenen Ideen aus [Pau78]) und Satz 10.

2. Th(SpAS) ¢ P
Angenommen es ist Th(Spa_) € P. AuBerdem besagt Satz 9, dass Th(Spa) <L
Th(Spa.) gilt. In Kombination heifit das aber, dass es einen Polynomialzeitalgorithmus
f gibt, sodass
¢ € Th(SpA) = f<¢) € Th(SpA§>
gilt. Damit kann dann aber einen Polynomialzeitalgorithmus erstellt werden, der T'h(Spa)
entscheidet, indem er auf seine Eingabe w f anwendet und dann f(w) € Th(Spa.) in

Polynomialzeit entscheidet (Das geht laut Annahme!). Das ist aber ein Widerspruch dazu,
dass Th(Spa) ¢ P aus 1. gilt.

3. Th(Spa,) ¢ P
Analoge Argumentation zu 2. nur wird Th(Spa_) <E Th(Spa,) verwendet (ebenfalls aus
Satz 9). Falls Th(Spa,) € P ist, lisst sich wieder ein Polynomialzeitalgorithmus finden,
der Th(Spa_) entscheidet. Das ist ein Widerspruch zu 2.

d
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6.2 Die Komplexitiat bestimmter Teilklassen der Presburger Arithmetik

In der Mathematik und deren Anwendung kommt es jedoch selten vor, dass Sétze beliebig
viele Quantoren besitzen. Daher liegt die Idee nah, das Entscheidungsproblem auf bestimmte
Teilklassen der Presburger Arithmetik einzuschrénken. In den folgenden Definitionen sei

X € {PA,PA.,PAz}

Jeder Satz aus Lx ldsst sich in Polynomialzeit zu einem &quivalenten Satz in Pranexnor-
malform Qx1Qoxws...QsxsF (21, x9, ..., x5) wiederum in Lx umformen. Q1,Q2, ..., Qs wird das
Quantorenprefix des Satzes genannt und soll im Folgenden fiir die Definition von Teilklassen
von Th(Sx) genutzt werden.

Definition 20: Feste Teilklassen von Th(Sx)

Fir ein Quantorenprefix Q1,Q2,...,Qs gibt es Teilklassen [Q1,Q2,...,Qs] N
Th(Sx). Das sind die Sitze aus Th(Sx) die in Pranexnormalform die Form
Q171Q272...QsxsF(x1, 29, ...,xs) haben und keine weiteren Quantoren in F besit-
zen.

Diese Teilklassen besitzen nun bestimmte Eigenschaften, die sich als niitzlich erweisen, um die
Komplexitat solch einer Teilklasse zu bestimmen.

Definition 21: Dimension
Die Dimension von [Q1,Q2,...,Qs] N Th(Sx) ist die Lange s des Quantorenprefix

Qh Q27 ey QS (S € N)

Definition 22: Quantorenwechsel

Das Quantorenprefix Q1, Q2, ..., Qs der Teilklasse [Q1, Q2, ..., Qs|NTh(Sx) besitzt m Quan-
torenwechsel, wenn es genau m Mal den Fall gibt, dass @); sich von ;1 unterscheidet.
(1<i<s-—1)

Definition 23: Quantorenblécke
Das Quantorenprefix Q1, Q2, ..., Qs der Teilklasse [Q1, Q2, ..., Qs]NTh(Sx) besitzt m Quan-
torenblécke, wenn es genau m — 1 Quantorenwechsel gibt.

Dann kann eine Gruppe von Teilklassen zusammengefasst werden:
Definition 24: Variable Teilklassen von T'h(Spa)

Es sei T2 (X) die Menge der Teilklassen [Q1, Q2, ..., Qs]NTh(Sx), die ein Quantorenprefix
mit m Quantorenblocke bzw. m — 1 Quantorenwechsel (und Dimension s) haben.

Satz 9 ldsst sich mit analoger Argumentation wie im Beweis zu Satz 9 auf diese Teilklassen
erweitern:
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Satz 12: Der Zusammenhang zwischen den festen und variablen Teilklassen
Es gilt:

[Q1,Q2, -, Q] NTh(Spa) <1 [Q1,Q2, -, Qs] NTh(Spa.) <) [Q1, Q2 .., Qs] N Th(Spa,)

Und auch:
Y5, (PA) <P Y5 (PA<) <) 15, (PAz)

6.2.1 Obere Schranken fiir die zu testenden Belegungen der gebundenen
Variablen und Analyse des Entscheidungsalgorithmus

Um eine Einordnung der oben genannten Teilklassen in die Polynomialzeithierarchie zu bekom-
men, sollen im Folgenden die beiden Algorithmen 1 und 2 analysiert werden. Dabei wird die
Eingabe fiir Algorithmus 1 auf Formeln ¢ € Lpa, beschriankt, in denen kein | oder { vorkommt.
Im Satz 8 gibt es die \/ bzw. im Algorithmus 2 in Zeile 11 und 16 die for-Schleifen iiber endlich
viele Zahlen, die getestet werden mussten, um einen Quantor zu eliminieren.

Beispiel 16: Einfaches Beispiel fiir eine endliche Menge von zu priifenden

Zahlen

Es sei ¢1 = 3z 5z < 50 A (4 | ). Dann fithrt Satz 8 zu einer erfiillbarkeitsidquivalenten
Formel:

5xkgV (4)—1
p2=0A(4]z)v \/ (50—4<50)A(5%4]|50—75)A(5]50— )
j=0

Offensichtlich war ¢; erfiillbar, deshalb ist auch ¢o erfiillbar. Um das festzustellen musste
nur die Menge [0, 1, ..., 5xkgV (4) — 1] fir mogliche j iiberpriift werden. Das waren gerade
mal 20 Zahlen.

. 7

Die Idee ist es, nun zu zeigen, dass
SPAZ ): lel e QSzSFl(zla ceey $8)
& (10)
([_w&ws]; +; Sa ’7*7 07 1) ': lel e Qsl'sF1<l'1, "'71'8)

fir ein ws € N gilt. Die Beschrinkung des Universum Z auf [—ws, w] sorgt dafiir, dass fiir
gebundene Variable nur noch endlich viele Belegungen getestet werden miissen. Mit Satz 6
lasst sich dieser Zusammenhang auch in einer dquivalenten Formel in Spa, ausdriicken. Dafiir
wird die folgende Filterfunktion gewéhlt:

Aw, () = (z < ws) A (—ws < )
Es ergibt sich eine zu (10) dquivalente Aussage:

Sea, E Quz1 - Qs Fi(xn, ..., )
&
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SPAZ ): lel (Aws (:El) b (sts (Aws(xs) ~® Fl(l‘l, --'axs)

Mithilfe der Filterfunktion lésst sich jede gebundene Variable einzeln beschrénken. Zu diesem
Zweck lésst sich die folgende Abkiirzung definieren:

Definition 25: Quantifizierung betragsmaflig beschrinkter Variablen
Fiir eine Formel ¢ sei

(Qrl7k| < w) ¢ = Qray, (Aw(zk) ~F @)

eine Abkiirzung.

Dann lasst sich

SPAZ ): lel te QsmsFl(xly --wxs) ~ SPAZ ’: (Ql‘l’l’ < ws) te (Qs’xs’ < ws)Fl(fEl, --wxs)

mit Schranke wy als Ziel der folgenden Analyse formulieren.

Dafiir wird die Teilformel §,41 betrachtet, die mit der Quantoreliminierung aus einer erfiillbar-
keitsdquivalenten Formel 3z, F.(z,, 0r(€r41), ..., 0r(zs)) entstanden ist. Um eine obere Schranke
fir den Betrag der Belegung des x, zu bestimmen, wird zunéchst davon ausgegangen, dass auch
die Belegungen der Variablen x; (r + 1 < i < s), die noch nicht eliminiert wurden, beschriankt
sind:

lor(2i)] <w (w eN)
Im Fall der Erfiillbarkeit von 0,41 muss entweder F,.(ax,/t —j, or(Trs+1), ..., 0r(Ts)) A (| t—7)
fir ein ¢t — j oder Fuo(4, 0r(Tr+1), ..., 0r(xs)) fir ein j wahr sein. Im ersten Fall kann Satz 7
angewandt werden, der besagt, dass

Folaz,/t —j,xpy1, nxs) ANa |t —7) < Fo(Tr, Trg1y oy Ts)

gilt, wenn x, = % gesetzt wird.

Beispiel 17: Fortsetzung von Beispiel 16

Um zu sehen, dass ¢ wahr ist, wird das Disjunkt mit j = 10 betrachtet. In diesem Fall
ist (40 < 50) A (20 | 40) A (5 | 40) wahr. In ¢; gab es nur eine Primformel aus (3) mit
a = 5 und ¢t = 50, sodass nur eine endliche Menge getestet werden musste. Aufgrund

von Satz 7 ist nun w = 8 eine Losung fir 5z < 50 A (4 | z).

Im zweiten Fall ist es hingegen so, dass es keinen fiir die Lésung relevante Primformel aus (3)
gibt, die z, nach oben beschriankt. Jedoch kann es trotzdem eine kleinste untere Schranke ¢’
aus einer Primformel aus (4) geben. Da es eine Losung j fur Foo(j, or(@r+1), ..y 0r(2s)) gibt,
welche das notige System aus Teilbarkeiten 16st, kann nun laut Satz 5 eine Losung ¢’ + 5’ mit
J € 0,kgV(d, By, Ba,...) — 1] C [0, x kgV (1, B2, ...) — 1] gefunden werden (vgl. Abbildung
8).
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t / kgV(a', By, Boy..) — 1

A

|
t' +j’

Abbildung 8: Der Fall aus Abbildung 6: Es wird eine Belegung fiir x, gesucht, sodass auch die
Primformeln aus (4) erfiillt sind. Das wird sonst nicht benétigt, da Fo, im Fall
der Erfiillbarkeit schon die Erfiillbarkeitsdquivalenz liefert (siehe Herleitung zu
Satz 8)

Untere Schranken

Nun kann wieder Satz 7 angewandt werden, der liefert, dass z, = t,;r,j/ eine Losung fur

F(xr, 0r(Xp11), .., 0r(xs)) ist.

Beispiel 18: Erweiterung von Beispiel 16

Wenn es in Formel ¢; 5z > 50 gewesen wére, dann wére
¢ =1N(4]x)

offensichtlich ebenfalls wahr gewesen. Auch in diesem Fall l&sst sich mit Satz 7 eine
Losung fiir das gedinderte ¢ konstruieren. In diesem Fall ist ¢ = 50 die kleinste untere
Schranke fiir 5z (also o/ = 5). Es ist j' € [0, kgV (5,4)]. Beispielsweise liefert j* = 10 mit

B = % = 12 eine Losung fiir die gednderte Formel ¢;.

7

Insgesamt lésst sich aus einer Losung fir d,41, bestehend aus einer Primformel p € (3) bzw.
p € (4) und einem j auf eine Losung fiir F, schlieBen. (Herleitung zu diesem Resultat aus
[RL78]) Das Finden einer obere Schranke fiir ein ¢ + j

t— .
=|—2 <t 11
ol = |2 < e+ ()
bzw. fiir L
. +J / ./
ol =[S T <4 (12)
geniigt demnach, um auf eine obere Schranke fiir |z| zu schliefien. Ein Term ¢ = ?:1 Ci*Ti+

ck+1 und j € [0, ax kgV (B1, B2, ...) — 1] besteht aus
1. den Koeffizienten aq, ..., ap bzw. cq, ..., ¢y
2. dem o = kgV (1, ..., Bn)
3. der Summe der additiven Konstanten cs41 und j

Fiir diese Zahlen sollen im Folgenden obere Schranken bestimmt werden, um dann auf eine
obere Schranke fiir die zu testenden Belegungen fiir z; (1 <14 < s) schlieen zu kénnen. In der
ganzen Analyse sei n := |¢g| und die Belegung der Variablen im Bindrsystem notiert.
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Definition 26: Die obere Schranke K, fiir Koeffizienten

K, ist eine obere Schranke fiir die Grole der Koeffizienten «, die nach der Eliminierung
von r Quantoren vor einer Variable stehen. (Nach r-maligem Ausfithren von Algorithmus
2 ist bei dem (r + 1). Mal o < Kj)

Satz 13: Obere Schranke fiir K,
Es ist K, < 22427 fiir alle r > 0. (Satz und Beweis folgen der Argumentation aus
[Gra88] jedoch mit grofler gewéhlter oberer Schranke)

Beweis. Im Algorithmus 2 in Zeile 5 wird §; in eine einheitliche Form gebracht. Zu diesem
Zweck werden diverse c; * x; addiert und subtrahiert, um das ¢; * z; allein auf eine Seite der <
zu bekommen (¢ < j und j € [1, s]). Dabei werden maximal zwei Koeffizienten vor demselben
x; addiert. Des Weiteren wird darauffolgend in Zeile 17, falls vor einem x; kein « steht, diese
Primformel mit « multipliziert. & war jedoch auch nur ein Koeffizient aus einer Primformel
der Form (3).

Sodass insgesamt K, < (K, 1+ K,_1)?> = 4% K2 | gilt. Nun kann die Behauptung per
vollstdndiger Induktion bewiesen werden:

IA) Fir r = 0 ist Ky < 2" (: 220("+2*0)), da eine Formel ¢y aus mehr als einem Koeffizient

besteht, und ein Koeffizient der Linge n — 1 im Dezimalsystem kleiner als 2" ist.

IS) Zu zeigen: Angenommen K, < 22" (n+2r) gtimmt, dann gilt K, < 92" (n+2(r+1))
Kpy1 =4 K2
2" (n+2r) 2 . .
<4 (2 ) | Einsetzen der Induktionsvorraussetzung
_ 22 % 22*(2r(n+2r)) (2a)b _ 2a*b und 4 = 22
— 22 * 227‘+1(n+27‘) 2 % 21” — 27‘+1
— 22r+1(n+27')+2 22 920 — 2a+2
< 22T+1(n+27”)+2*2r+1 2 < 9% 2T+1
_ 22T+1(n+2r+2)
— 92" (n+2(r+1))
Also gilt K, < 22" ("+27) figr alle r > 0. O

Beispiel 19: Die Koeffizienten K,

Es sei ¢g = VasVaodr(dzy < o — 5x1) A (bzp — bxs < 6x3 + 7), dann handelt es sich
bei 1,4,5,6 um die Koeffizienten. In Algorithmus 2 wird zunéchst nach x; umgeformt:

oo & Vx3VCE25|.CC1((4 + 5).731 < JUQ) A (51’1 < (6 + 5).763 + 7)

und dann mit verschiedenen Koeffizienten multipliziert, um mit ¢ — j substituieren zu
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koénnen. Also zum Beispiel:
Po & Vx3Vx23x1((4 + 5):171 < :L’Q) VAN ((4 I 5) * bry < (4 + 5) * (6 + 5)1‘3 + (4 + 5) * 7)

Zu beachten ist die Form des so entstandenen Koeffizient (5 + 4) * (6 4+ 5) von x3. Das
Ersetzen der Koeffizienten durch K, liefert die Formel aus dem Beweis: (K, + Kr)2 =
4% K?

J

Fiir die folgenden oberen Schranken werden zusétzlich zu der Anzahl der durchgefithrten Quan-
toreliminierungen r noch die Anzahl m der dabei aufgetretenen Quantorenwechsel benotigt
(siehe Definition 22). Die Anzahl der Durchgefithrten Quantoreliminierungen r kann weiter
aufgeteilt werden. Es sei r = Z?jl r; (ein r; bezeichnet die Anzahl der Quantoren im i-ten
Quantorenblock, von denen es bei m Quantorenwechsel m + 1 Stiick gibt). Fiir einen Satz mit
m Quantorenwechseln und Dimension r ldsst sich beispielsweise

1 1 1 1 1 1 1 1
Qm+1$:,nmt1Qm+1$;?1:_1_1...Qm+1x§n+ ce lerllerl—l"'lelFl(xla ceey xﬁil) (13)

schreiben.

Definition 27: Die obere Schranke S fiir kgV (f1, B2, ...)

S;" ist eine obere Schranke fiir die Grofie der kgV (51, B2, ...) nach der Eliminierung von r
Quantoren und m Quantorenwechsel. (Nach r-maligem Ausfithren von Algorithmus 2 bei
denen m Quantorenwechsel aufgetreten sind, ist bei dem (r+1). Mal kgV' (51, f2, ...) < SI*)

In einer Formel ¢g aus Lpa, ist Sg* = 1, da die Eingabe nach der Einschrénkung vom Anfang
des Kapitels kein | oder 1 enthélt. S” kann immer dann grofler werden, wenn es ein neues 3
aus Teilbarkeiten aus Primformeln der Form (5) und (6) gibt. Diese Primeformeln entstehen
ausschlieBlich im Algorithmus 2 in Zeile 19. Fiir jede Primformel p € pfs der Form (3) aus Zeile
14 entsteht ein neues 3 aus einem Koeffizient p.c. Nun werden mit n,* nur die verschiedenen
p.a nach » Quantoreliminierungen und m Quantorenwechsel gezahlt, da doppelte Zahlen im
kgV (...) irrelevant sind.

Dann ergibt sich bei der (r 4+ 1)-ten Ausfithrung

neue p.qo; aus r-ten Ausfithrung und

kgv(p-oq,p.ag,-.-,p-an;"_l,ﬁhﬁz,--.) evtl nm—l < 77m1
clr—=1 = Tlr—
< p.ap kp.ag* .k pagm  x kgV (B, Ba, ) | kgV (a,b,...) < axkgV(b,..)

p-&g < K’r‘—l und kgv(ﬁlaﬁ?v) <
Sy—1 (r-te Ausfithrung = r — 1 vor-
ausgegangene Quantoreliminierun-

gen)

sodass die folgende Rekursion aufgestellt werden kann.

< Kn;(n—l * Sm
— “rr—1 r—1

St = K7 ST
Diese kann aber sofort aufgelost werden:

r—1 m moar
S = H K" < (K:)fll) | Ki < K,_jund n" <np  firalle0<i<r—1 (14)
1=0
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Um S zu bestimmen wird noch eine obere Schranke fiir 7, ; bendtigt. Dafiir ldsst sich
definieren:

Definition 28: Die Anzahl ¢ der durch Koeffizienten unterscheidbaren Prim-
formeln

g ist die Anzahl der durch Koeffizienten unterscheidbaren Primformeln der Form (3)
nach r Quantoreliminierungen und m Quantorenwechsel. (Bem.: Es ist 0" < ¢ fiir alle
r und m, da ¢ feiner unterscheidet.(siehe néchstes Beispiel))

Beispiel 20: Durch Koeffizienten unterscheidbare Primformeln

Es seien die folgenden Primformeln der Form (3) gegeben:
1. by <4dxo+ 7
2. bx1 <bxo+ 7
3. b1 < 4xo + 100

Dann sind 1 und 2, als auch 2 und 3, durch Koeffizienten unterscheidbare Primformeln,
wahrend 1 und 3 nicht unterscheidbar ist. Demnach wire ¢ = 2. Jedoch ist n = 1, da
alle ,,p.a* vor x7 gleich sind.

Satz 14: Obere Schranke fiir ¢
Es ist ¢* < pr+1mHY (Satz und Beweis folgen der Argumentation aus [RL78])

Beweis. Zunichst gibt es zu Beginn maximal n durch Koeffizienten unterscheidbare Primfor-
meln. Daher gilt:

q8 <n (15)

Wenn ein Block von ;41 gleichen 3 Quantoren eliminiert wird, wird die Anzahl der durch
Koefhizienten unterscheidbaren Primformeln maximal r;+; Mal Ver—q};1 +..+r,-facht. In der fol-
genden Rechnung steht an einer Formel ein %, wenn Teile der Formel vor die Formel gezogen
wurden. Fir diesen Fall gilt:

1. Fy besitzt keine Primformeln der Form (3), diese wurden durch 0 ersetzt. (Algorithmus
2 in Zeile 10)

2. Beim Einsetzen von Zahlen fiir j entstehen keine neuen durch Koeffizienten unterscheid-
axo—1

bare Primformeln. Demzufolge besitzt Vi20™" (Fi(ax/t — j) A (a | t — j)) genauso viele
durch Koeffizienten unterscheidbare Primformeln, wie (F;(az/t — j) A (a | t — j)).

3. 3 Quantoren lassen sich iiber \/ ziehen. (Algorithmus 2 in Zeile 3)

4. Die Primformel (« | t — j) hat nicht die Form (3)
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5. Durch die Quantoreliminierung wird F; zu F} ; (bzw. F;* zu F},), dabei wird jedoch
nur umgeformt und eingesetzt. Die Anzahl der durch Koeffizienten unterscheidbaren
Primformeln der Form (3) bleibt dabei gleich. (Beispielsweise kann aus der Primfor-
mel axy + 5zre < 3zg die Primformel ¢ — j + 5z < 3x3 werden. Die Primformel hat sich
dadurch nicht vermehrt.)

Daher wird in folgender Rechnung auf die Darstellung von F, (aufgrund von 1.), ?‘l%_l

(aufgrund von 2.), (a | t — j) (aufgrund von 4.) und ax;/t — j (aufgrund von 5.) verzichtet.
Vereinfacht ldsst sich fiir die mehrfache Anwendung der Quantoreliminierung auf (13) nach
r1 + ... + r; Quantoreliminierungen fir einen Block von 3 Quantoren schreiben:

m m m i+1 i+1 i+1 i+1 m
Spa, F Qmay, Qmay), 1. Q™ -+ Fay T 3t 4 3y B (2772 )

qi1+ g Stick
& Spa, | Q) Quay, _1..Qual -+ ;jjlax;fl 3T\ L (a5 )
\(:i)/ qi1+..4+ri Stiick
#(3)§q§,1+ by
& Spa, F Qmzy! Qmzy! _1...Qumay" \/Eleﬁfl ElxlJrl = :1+...+Ti+1(x§+1, e T )
v qilerJrri Stiick

#B3)<a 4 o,

1 1 1 i+1
& Spa, E meﬁanmﬁ_l...meT~'-\/Elxﬁ_lﬂxitl 1 ” \/ rttria( ? yeen Ty

~ \/ qi1+ g Stuck
OE . IC) e .
m m m * i+2 m
A SPAZ ): meermxrm—l“'mel T \/ e \/ Fr1+...+7“i+ri+1 (xl FREED) xrm)
(3) (3) , -
~— ~— Dot Stiick

#(3)§qi1+.4.+”#(3)§qi1+...+ri

V(3) bedeutet, dass fiir jedes p € pfs, p.cv*x x durch p.t — j ersetzt wird. Dadurch kann jede
durch Koeffizienten unterscheidbare Primformel (p.ax < t) ¢/, |, -Mal neue Koeffizienten
bekommen: p.t—j <t = —j < t—p.t. Das Ganze passiert r;+1-Mal. Aulerdem wurde ein ganzer
Block von existenziellen Quantoren eliminiert, wodurch die Anzahl der Quantorenwechsel um
eins sinkt.

i—1 ; 11
qff~1+r2+...+ri+1 < (qi1+r2+...+m)(r +1+1) (16)

Fiir den Fall, dass es sich um einen Block von V...V Quantoren gehandelt hat, werden diese im
Algorithmus zu —3...3- umgeformt. Anders ausgedriickt: Immer dann, wenn es einen Quanto-
renwechsel gibt, steht zwischen den 3 Quantoren ein = (Algorithmus 1 in Zeile 9 und 12). Diese
— sorgen im Algorithmus 2 in Zeile 2 dafiir, dass durch das Gesetz von De Morgen die durch
die vorherige Eliminierungen erzeugten \/(3) \/(3) zu /\(3) /\(3) werden. Dann lassen sich die
néchsten 3 nicht wie in der obigen Umformung in die Formel ziehen, sodass neu potenziert
werden muss:

m+1
m __ . m — .
qr = qT1+~-+Tm+1 r= Z T
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-1

IN

IN

IA

(&)

IN

7‘+1)

IN

T1+...FTr

( :
( )
i

(Tm+1+1)

m

(a5
(o )
r1+...+rm— 1

(Tm+1+1)
T2+1)

(r+1)

T+1)(m+1>

Satz 15: Obere
Esist 7" < on'

'r+2)(m+2)

Schranke fiir 57"

(7"m+1+1)

| Anwenden von (16)

| Anwenden von (16)

| Wiederholtes Anwenden von (16)

Betrachte die obige Umformung fiir
den Fall ohne vorrausgehende Quan-
torenblocke, auBlerdem ist q8 <n
laut (15) (Fiir erneute Rechnung sie-
he Anhang)

| r; <rfirallel <i<m+1

’ Mehrfaches Anwenden von (a?)? = a®*®

fiir n > r und n > 22 (Satz und Beweis folgen der Argumentation

aus [Gra88], jedoch mit grofler gewéhlter oberer Schranke)

Beweis. Durch Einsetzen in (14) und Abschétzen ergibt sich:

r

5

— 22(T*1)*(n+2(r71))*n

< 2n(r_1)*(n+2n)*n

g < ( Kgl"ll)q"

Amt)\ T
&)
Pmt D)\ T

< <(22<T1>(n+2(r—1)))n )

1
r(m+ )*r

1
r(mt )*n

(m+1)

< 2n(T_1)*(22*n)*n7" *n

<2n

— ol

o 2,n(r+2) *n’

< 2n(7‘+2

(r=1)

*(n*n) *nT(m+1> *n

r=1) 3y (MY

(m+1)

Y(mFD L (r2) (D

| (14) und 7%y < g4

| Anwenden von Satz 14

| Anwenden von Satz 13

b — QI*a*b

n(r+2) < n(r+2)<m+1>
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oy (mt1) ) 2
(n< +2) ) )

= r*xTx =2

_ 2n2*(r+2)(m+1) 2(z“)b) _ 2(zb*a)
(r+2)%(r42)(m+1)

< on | (r+2)>2
r+2 (m+2)

:2n( ) axa® = gttt

Definition 29: Die obere Schranke A" fiir additive Konstanten
A" ist eine obere Schranke fiir die Gréfle der additiven Konstanten nach der Eliminierung

von r Quantoren und m Quantorenwechsel. (Im Algorithmus 2 also z.B. j < A" und
Cot1 < AT)

Satz 16: Obere Schranke fiir A"

r43)(m+2)
Esist A" < gn" ¥ fiir n > r und n > 22.(Satz und Beweis folgen der Argumentation
aus [Gra88], jedoch mit grofer gewéhlter oberer Schranke)

Beweis. Beweis per vollstandiger Induktion iiber r.

(m+2)
TA) Zu Beginn muss Aj' < 2" ( < n(t? sein, da ¢g nicht nur aus einer Konstanten

besteht, und eine Konstante der Linge (n — 1) im Dezimalsystem kleiner als 2™ ist.

IS) Zu zeigen ist: Angenommen A" ;| < 2”(”2)%”) = A", gilt, dann folgt A" < 2”(r+3>(m+2).
Zunéchst kann eine additive Konstante in Algorithmus 2 in Zeile 5 mit einer anderem Konstante
zusammengefasst werden. Danach wird so eine additive Konstante in Zeile 17 maximal mit
einem Koeffizient o < K,_; multipliziert und mit j < K,_1 *S”; (in Zeile 18) summiert.
Insgesamt ergibt sich:

A< 2% AT, kK, 1+ K1 xSy (17)
Zusammenfassen >a >J

Nun lasst sich S)" ; weiter nach oben abschétzen:

L1y (m+2) rpoy(m+2)
sm < o+ < gl
AT

Daraus resultiert S, < A", Mit der Induktionsannahme A7 ; < A", kann (17) weiter
abgeschatzt werden:

A <25% A x K 1+ K1 % A =35 A+« K, (18)
Auflerdem kann auch 3 x K, 1 weiter abgeschétzt werden:

3x K1 <3x 92" (n+2(r-1) | Anwenden von Satz 13
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< 22 % 22(r71)(n+2(r71)) ’ 3 < 22

— 920 D (n+2(r—1))+2 ’ 92 , 9o _ gz+l

< 22(7'*1)(n+2(r—1))+2*2("*1) ‘ 2 < 2x% 2(7’—1)

— 920D (n+2r) | Einklammern

< 2n(7*1)*3n |n>r

< Qn(r’l)*nQ | n>3

_ on(+D) ’ 2% 5 g2 — pot2
r (m+2) b

< gt | 2942 < @+ fiix beliebige b > 0
Ay

Schlieflich wird (18) weiter abgeschétzt:

Al < A 3% Ky | (18)
2
< (am)) 3% Koy < A
ra2)(mt2)\ 2
< <2"( @ ) | Definition von AJ™;
_ 22*n(T+2)(m+2) ‘ (2a)2 _ 22*(1
o) (m+2)
S 2n*n( +2) | n 2 2

< 2n(r+3)<m+2) ’ n nab+2 < n(a+1)b+2

O]

An dieser Stelle kann eine obere Schranke fiir ¢ + j bestimmt werden, da alle nétigen oberen
Schranken fiir die Komponenten von ¢ + j bestimmt wurden. Zur Erinnerung an die Situation:
Gesucht ist eine obere Schranke fiir den Betrag der zu testenden Belegungen von x, aus Fi.
F, ist die Funktion, die durch r» — 1 vorher angewandte Quantoreliminierungen entstanden ist.
Zu diesem Zweck wird d,41 betrachtet, in der x, mittels der Quantoreliminierung angewandt
auf Q,x, F, eliminiert wurde. Bei der Quantoreliminierung wird unter anderem z, so sub-
stituiert, dass ¢ + j eine obere Schranke fiir die zu testenden Belegungen von z, ist. Dieses
t 4+ j taucht jedoch erst in d,11 auf, weshalb die oberen Schranken aus Satz 13 - 16 nach r
Quantoreliminierungen benotigt werden. (vgl. Abbildung 9)

r — 1 vorrausgegangende r vorrausgegangende

k'=k+1 Quantoreliminierungen Quanto\fgﬁn;lrnlerung Quantoreliminierungen
Qs$s T QT‘-&-le‘-&-l Qrﬁr Fr(xra Lpflyeey !Ts) sts ce QT+1:’U7‘+1 5r+1
e 1 Liefert obere Schranke e
=s=r t + j fiir |x,| =s=r

Abbildung 9: Eine obere Schranke fiir |z, |
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Satz 17: Eine obere Schranke fiir die zu testende Belegung der letzten von
k + 1 zu beschriankende Belegungen
Es sei F;. die Funktion aus Definition 16 mit der Belegungsfunktion g,. Jedoch sei

lor(2i)] <w

fir alle (r+1 <i <'s) und z, die noch zu beschrédnkende Variable. Dann gilt:

Spa = Qzr Fr(zr, 0r(Trg1), . 0r(Ts)) & Spaz E (Qlry| < p) Fr(xr, 0r(Trs1), oy 0r(Ts))

2
r+3)(m+2) . .. .
nt+?) ) mit k = s—r per Voraussetzung beschrankten Variablen.

fir p = (kxw+1)x* (2

Die urspriingliche Formel ¢y hatte m Quantorenwechsel. (Satz und Beweisstruktur aus
[RL78])

Beweis. Zunéchst fir den Fall Q = 3:
=:t+ 7 (vgl. (11) und (12)) benétigt eine obere Schranke, die nach der r-ten Eliminierung
auftritt (vgl. Argumentation vom Anfang des Kapitels).

k
t+j= (Z c; * ml) +cpa1t+J | Definition von ¢
j=1
Abschétzen der An-
zahl der Quantoren-
wechsel nach der r-
Sk Ky xw+ A"+ K, xS ten Eliminierung auf
m, Anwenden der
Definition von K,
A und j < K, %S

, oy 3)(m+2) - r42)(m+2) Anwenden von Sét-
< 2" (n+2r) n(r+3) 2" (n+2r) n(r+
<kx2 *w+2 +2 *2 zen 13,15 und 16

p(r+3)(m+2) p(r+2)(m+2)

< k2 (20) Ly 40 4 on/(nt2n) 4 o |r<n

< kx on"(n%) 4 + 2”(T+3)<m+2) + on”(n?) 4 2”(T+2)(m+2) |3<n

< ks gn ) 2n(r+3)(m+2> n on( ) 2n<r+2><m+2> ’ S
<k o2 n on(r+3) () n g+ D) () ’ ga < 9a’

<k« 2n(r+2)(m+2) ‘w4 2n(r+3)(m+2) n 22*n(r+z)(m+2) ‘ (2ab)2 _ 22*ab

< kx 2”(T+2)(7n+2) *xw + 2”(T+3>(m+2) + 2”<T+3)(m+2> |2<n

=k * 2”(T+2)(m+2) *w + 2 * 2"(T+3)(m+2) | Zusammenfassen
< kx2x 2"(T+3)<m+2> * W+ 2 % 2n(r+3)(m+2> | a <2a
<(kxw4+1)*2x 2"(r+3)(m+2) | Einklammern
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< (kxw-+1)x <2n(r+3)<m+2)>2

<: Wenn es eine Belegung fiir z, kleiner gleich p gibt, welches F;. erfiillt, dann gibt es ebenfalls
eine Belegung fir ein unbeschrianktes x,.

Der Fall Q = V kann auf den obigen Fall zuriickgefithrt werden. Auf die Frage, ob es
eine Belegung fiir z, gibt welches —F;. erfiillt, kann zunéchst wie im Algorithmus 2 in Zeile 2
das Negationszeichen eliminiert werden. Anschlielend kann wie im obigen Fall ein p gefunden
werden, welches die zu priifenden Moglichkeiten fiir die Belegungen von x, beschrankt. O

Satz 17 liefert den Schritt von r — 1 zu r durchgefiihrten Quantoreliminierungen. Dabei wird
eine obere Schranke fiir den Betrag der zu testenden Belegungen von z, gefunden. Diese ist
jedoch abhéngig von der Belegung der £ = s — r noch zu eliminierende gebundenen Variablen
(vgl. Abbildung 9). Es bietet sich demnach eine Induktion an, die iiber die Anzahl k" := k + 1
der zu beschrinkenden gebundenen Variablen geht und den folgenden Satz als Ziel hat:

Satz 18: Obere Schranken fiir die zu testenden Belegungen der gebundenen
Variablen wihrend der Quantoreliminierung eines Satzes aus Th(Spa,)

Fiir Formeln F, aus Definition 16 und k¥’ := k+1 = s—r+1 zu beschriankenden gebundene
Variablen gilt fiir alle &’ € [1, s]:

SPAZ ': sts--'QrfUrFr(xm oo xs)
4

Sra, F (Qs|zs] < wyr)...(Qrlzy| < wi)Er(zyy ..., )

8k"y
(s+3)(m+2) (
2n (

wobei wy = ( Satz dhnlich wie in [RL78], jedoch mit anderen Schranken

und weiter ausformuliertem Beweis)

Beweis. Beweis mithilfe von Induktion iiber &' = k + 1 der Anzahl der noch zu eliminierenden
Variablen (k' € [1, s]):
IA): Fur ¥’ = 1 bzw. k = 0 handelt es sich um den Fall:

SPAZ |: Qs-Tst(xs) = SPAZ ): (Qs‘xs‘ < wl)Fs(xs)

Die Aquivalenz liefert Satz 17. Fiir k = 0 besteht ¢ nur noch aus einer Konstante ¢4 1, sodass
keine schon beschrankte Variable aus der Voraussetzung des Satzes bendtigt wird.

s4-3)(m+2) 2 s4+3)(m+2) (81)
‘1'1‘ < (0 * W+ 1) « <2n( +3) ) < (2n( +3) )

IS): Zu zeigen ist: Falls fiir die Formeln F,;1 mit r schon eliminierten Variablen und mit &' —1
noch nicht eliminierten Variablen gilt, dass

SPAZ ): sts---Qr+1$r+1Fr+1(aerrl, ceey $s)
N (19)

Seag F (Qslzs| < wpr—1)o (Qria|Tra| < wpr 1) Fri1 (T4, 0y @)
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ist, dann folgt die Aussage

SPAZ |_ Qsxs...Qra, F (-TSv ...,.Ir)
& (20)
SPAZ ): (QS|1‘S| < wk’)-u(@r’xr| < wk’)Fr(Ira --'7«775)

fir ¥’ (Das ist der Fall mit k + 1 zu beschridnkenden Variablen).

Zunachst lassen sich die oberen Schranken wy/_; der Belegungen von z; aus (19) mit r + 1 <
i < s auf F, iibertragen. Das liegt daran, dass der Schritt von F,. nach F,1; die Eliminierung
von Q,x, ist, die aber nur Aquivalenzoperationen auf Primformeln mit z; ausfiihrt (vgl. Satz
7). Dies liefert:

SPAZ ': sts err (xsa ooy $r)
& (21)

Spa, F (Qslos| < wpr—1).. (Qria|Tri1] < wpr—1)Qrxyp Fr(y, ..., 1)
Das ist genau der Fall aus Satz 17. Es gibt k Variablen, fiir die eine obere Schranke w = wy/_;

gegeben ist und F' = F;. ist das Ergebnis von r — 1 Quantoreliminierungen. Nun wird eine obere
Schranke fiir die zu testenden Belegungen von |z,| gesucht:

Satz 17 liefert eine
(r+3)(Mm+2) Schranke fur die letzte
< /ﬁ * ’_ 1) * 2” .
for] < (kw1 + 1) ( ) von k + 1 zu beschran-
kende Variablen
e <8k —1) i 2 Einsetzen der Schrfemke
< | kx|(2 +1)*(2 wy, aus der Induktions-
annahme
sr3y(m+2) sq3y(m+2) (Sk/fl) argy(m+2)\ 2 (s+3)(m+2)
< 2n( +3) * <2n( +3) ) 11 « (2"( +3) ) k dg on
und r < s
m sk'—1+1) )\ 2
_ <2n(s+3)( +2>)( " 1) . (2n(3+3>( +2)) axdd — gt
< ( n(s+5> m+2)) (8 1+2) ( (S+3)(m+2))2
m gh' -1 4)
_ (2n (s+3)( +2))( * W x a2 = abt+?
s3)(m+2) (8(k _1)+1)
)
= wy,

Also beschriankt wys die Anzahl der zu testenden Belegungen fiir |z,|. Dann koénnen in (21)
die wy/_1 auf wy abgeschétzt werden. Dadurch werden nur weitere Belegungen getestet, die
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eigentlich nicht getestet werden miissten, da die Erfiillbarkeitsdquivalenz schon vorher galt.
Dann folgt insgesamt aber (20).
O

Satz 19: Erfiillbarkeitsdquivalenz im Fall von beschriankter Belgungswahl fiir
gebundene Variablen

Wenn Qqiz1..Qsrs mit Linge n, m Quantorenblocke enthélt, dann gilt fir w =
(m+1)
2n3*s+(s+3) .

SPAZ ): Q171, '--stsF(xly --'7$s) ~ 'SPAZ ': (Q1’$1| < w)?(QS’x:S’ < 'LU)F(CEl, "’7'r8)

Beweis. Fiir den Beweis soll Satz 18 genutzt werden. Dort ging es jedoch um ein Quantorprefix
mit m Quantorenwechseln. Ein Quantorenprefix mit m Quantorenblécken enthélt jedoch nur
m—1 Quantorenwechsel. Also wird in Satz 18 fiir m, m—1 eingesetzt und ws weiter abgeschéatzt:

s (%)
ws = (2 | Anwenden von Satz 18

s s43)(m+1)

— 9@ Yn s+ (2a)b _ obxa
2\ S s (m+1)

— 9(2%) e+ 8 =23

= 223*S*n(5+3)(m+1) (2“)5 — obxa
3xs s+3 (m+1)
3*S+(S+3)<m+l)

=2" n% s n® = not?

6.2.2 Einordnung in die Polynomialzeithierarchie

Mit den bisherigen Erkenntnissen ist es nun moglich, die verschiedenen Teilklassen Y7, in die
Polynomialzeithierarchie einzuordnen, d.h. die Inklusion zu zeigen. Dabei wird die Vorgehens-
weise aus [Gra88] auf Y7, angewandt.

Satz 19 liefert zunéchst einen alternativen Entscheidungsalgorithmus fiir Y7, (PAz). Zunéchst
wird mithilfe der festgelegten s und m sowie der bestimmbaren Linge n, das w aus Satz 19
berechnet. w beschrinkt die Anzahl der zu testenden Belegungen, sodass danach im schlech-
testen Fall nur noch alle (2*w)® Kombinationen fiir Belegungen der x; getestet werden miissen
(2 x w, da die x; sowohl positiv, als auch negative Belegungen bekommen konnen).

In Satz 3 konnten Sprachen, die mit einer ATM mit k — 1 ,,Zustandsmengenwechsel“ in Poly-
nomialzeit gelost werden koénnen, in die Polynomialzeithierarchie eingeordnet werden. Das soll
nun genutzt werden, indem der alternative Entscheidungsalgorithmus mithilfe einer ATM, die
in Polynomialzeit 1auft (Begriindung siehe unten), ausgefithrt wird.

Die Idee ist es, den Nichtdeterminismus von ATM’s zum Belegen der Variablen zu nutzen und

dabei zwischen existenziellen und universellen Zustédnden, abhingig von dem Quantor vor der
3*5+(5+3)(m+1)

jeweiligen Variable zu wechseln. Eine Dezimalzahl o(x;) < 2" ist im Binérsystem

53



maximal n¥*s++3)" Y Gtellen lang. Hinzu kommt noch eine Stelle, wenn negative Zahlen
mithilfe der Vorzeichenbetragsdarstellung codiert werden. Das fiihrt jedoch dazu, dass das
nicht-deterministische Belegen im Folgendem in Polynomialzeit 1auft.

Algorithm 3 Alternativer Entscheidungsalgorithmus fiir eine ATM X, bzw. II,,

1: function MAIN(Formel ¢y, int n := ||, int s,, := 3 % 5 + (s 4 3)("+D)

2 > Startzustand aus \/ bzw. A falls sich um eine ATM %, bzw. II,, handelt
3 Formel ¢y + erzeugePranexnormalform(¢)

4 Quantor|] @ « extrahiereQuantorprefix(¢o) > [Q1,...,Qs| ist ein Array
5: Funktion F' <+ ohneQuantorprefix(¢g)
6

7
8

9

Belegung o < 0

for int i <~ 0 to s — 1 do
0 < o U Setze Belegung fiir x;11 nicht deterministisch mit Lange n®™ + 1
if Qi+ 1] =V then

10: Zustand < beliebig € N\
11: else

12: Zustand < beliebig € \/
13: end if

14: end for

15: if (Spa,,0) = F then Zustand < beliebig € A
16: else Zustand < beliebig € V

17: end if

18: end function

Nachfolgend soll Algorithmus 3 erklért werden. Dabei méchte ich zunéchst auf den Prozess
des nicht-deterministischen Belegens eingehen.

Um beispielsweise eine Variable z nichtdeterministisch mit Bindrzahlen einer bestimmten Léan-
ge n zu belegen, wird in jedem Schritt der Maschine die Belegung o(x) um eine Stelle erweitert,
bis sie n Stellen besitzt. Wenn z existenziell quantifiziert ist, muss sich die ATM wéhrenddessen
in Zustdnden aus \/ befinden, andernfalls in Zustédnden aus A. Dann kénnen, wie in Abbildung
10, die Konfigurationsiiberginge zum Belegen einer Variable zusammengefasst werden. Wenn
nun mehrere Belegungen in den jeweils passenden Zustandsmengen gewahlt werden, ergibt sich
ein Baum wie in Abbildung 11. Die Blatter des Baumes akzeptieren nur dann, wenn die quan-
tifizierte Funktion mit der vorher gewédhlten Belegung wahr ist. Dann kann mit der Funktion
f aus (1) ausgewertet werden.

Zur weiteren Erklarung des Algorithmus sei

b0 = Q121Q222... Qs F (21, T2, ..., Ty)

ein Satz in Prianexnormalform aus Y: (PAyz). Davon kann ausgegangen werden, da der Al-
gorithmus zu Beginn die Formel in Prénexnormalform bringt (Zeile 3). Nun kann induktiv
iiber die Anzahl der noch nicht belegten Variablen die Funktionalitdt des Algorithmus nach-
vollzogen werden. Zu diesem Zweck wird Algorithmus 3 von hinten nach vorne betrachtet. In
den letzten Schritten (Zeile 15 ff.) wird deterministisch entschieden, ob das vorausgegangene
nicht-deterministisch Belegen zu einer ,akzeptierenden Konfiguration“ fithrt. Das ist der Fall
falls

F(Q($1),Q(l‘2), "'7Q(xs)) =1
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Kk

start

Abbildung 10: Konfigurationsiibergéinge bei dem nichtdeterministischen Belegen von zy,

Beginnt mit

1
K start

Beginnt mit

Kl

start

Beginnt mit Beginnt mit

KZ::; Tk Kz?zl Tk

start start

.. 3

3. VoY

Abbildung 11: Idee des Algorithmus 3 mit nichtdeterministischen Belegen aus Abbildung 10
flir einen Satz mit m Quantorenblocken
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ist, also (Spa,, 0) = F (,Induktionsanfang®). Dabei ist egal, ob die ATM sich gerade in einem
existenziellen oder in einem universellen Zustand befindet, da bei dem deterministischen Aus-
werten jede Konfiguration nur eine Folgekonfiguration besitzt, die dementsprechend wahr sein
muss, damit die Konfiguration zu Beginn der Auswertung wahr wird.

Die vorausgegangenen Schritte dienen dem nicht-deterministischen Belegen der z; (Zeile 7 -
14) unter Ausnutzung der Zustandsmengen der ATM.

Der , Induktionsschritt“ besteht darin zu zeigen, dass

Sra, E Quer Qri1%k11-.- Qs F(0(1), ..y 0(Th—1), Th, Tt 1, -y Tss)

starts in dem sich die ATM zu Beginn des k-ten Durch-
laufs der for-Schleife befindet, eine Akzeptierenden wird f(KE ) = 1. Dafiir darf benutzt
werden, dass

nur dann gilt, wenn die Konfiguration K%

SPAZ ': Qk—l—lxk-i-l--'Qs'xsF(Q(xl)a ceey Q(xk—l)v Q(xk)v Lh4-15 e+ .’BS)

nur dann gilt, wenn die Konfiguration K*'l die die ATM zu Beginn des nichsten for-

Schleifendurchlaufs hat, eine Akzeptierende wird f(KXtL) =1 (,,Induktionsvoraussetzung).

Dann kann zwischen dem Fall ) = 3 und @) = V unterschieden werden. Im ersten Fall ist

Jzp Qri1Tk41---Qsxs F(0(21), ..., 0(Tk—1), Th, Tt 1, -, Tss)

gegeben.
Nun wird mithilfe von nicht-deterministischen Belegens eine Belegung o(xy) gesucht, sodass

Spa, F Qri1Tig1.-Qsxs F(o(x1), ...y 0(xp—1), 0(Tk), Ty 1, --05 Ts)

gilt und damit per Voraussetzung f(K%TL) = 1 ist. In Zeile 12 des vorausgegangenen Durch-

laufs ist die ATM in einen Zustand aus \/ gewechselt, da @ = 3 ist. Bei dem nicht-
deterministischen Belegen (Zeile 8) bleibt die Zustandsmenge erhalten. Es bildet sich eine
Verzweigung, wie im oberen Bild von Abbildung 10 angedeutet. Es seien nun die Konfigura-
tionen am Ende diese Baumes KF mit i € N bezeichnet, dann lisst sich mit f auswerten:

f(Kftart) = \/ f(sz)
i>1

Auf K¥ folgt deterministisch die Konfiguration K%L (vgl. Abbildung 11), sodass

start

FEE

start

)=1
ist, falls
Spa, F 3k Qri1Zpy1-- Qs F(0(21), -0y 0(Th—1), Thy Thop 15 05 Ts)
gilt. Im zweiten Fall ist
Vo Qri1Tkr1---QstsF(o(1), oy 0(Th—1), Tk, Thg 1, -0, Ts)

gegeben.

Nun wird wie im ersten Fall vorgegangen, jedoch mit dem Unterschied, dass im vorausgegan-
genen Durchgang in einen Zustand aus A gewechselt wurde (Zeile 10). Das bedeutet, dass fiir
alle Belegungen o(xy)

Sra, FE Qr+1Tk41.--Qszs F(o(x1), ..., 0(xk—1), 0(Tk), Tht1s -, Ts)
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gelten muss, sodass sich
FESar) = /\ FUET)
i>1
ergibt und
K

start

) =1
nur dann gilt, wenn

Spa, F Ve Qri1Trr1--Qsts F(0(21), s 0(Th—1), Ty Ty 1 o5 Ts)

glltig ist. Insgesamt bildet sich ein Baum, wie in Abbildung 11, und die ATM akzeptiert nur
dann, wenn die benotigten Konfigurationen akzeptieren, sodass die Wurzel (Das ist K}, . in
Abbildung 11) des Baumes akzeptiert. An dieser Stelle stellt sich die Frage nach der Laufzeit
dieses Vorgehens.

Zu Beginn wird die Formel in Prénexnormalform gebracht und es werden Informationen aus der
Eingabe extrahiert. Das geht beides in Polynomialzeit. Darauf folgt das nichtdeterministische
Belegen. Bei diesem werden s Mal Variablen mit Binadrzahlen der Lange p3rst(s+3)mHD belegt.
Da s und m aber von Y (PAz) festgelegt sind, funktioniert das ebenfalls in Polynomialzeit.
(Die Lange der resultierenden Berechnungspfade héngt von einem Polynom in n ab.) Danach
wird nur noch ausgewertet.

Insgesamt kann Algorithmus 3 die Teilklassen Y7, (PAz) mit einer alternierenden Turingma-
schine 3, bzw. II,, in Polynomialzeit entscheiden. Fiir den Fall, dass das Quantorenprefix
mit 3 beginnt, wird X, genutzt, andernfalls wird II,,, verwendet, sodass sich die ATM zu Be-
ginn des Algorithmus 3 in einer Konfiguration mit Zustand aus der richtigen Zustandsmenge
befindet. Es ergibt sich:

Satz 20: Inklusion der variablen Teilklassen von Th(Spa,) in die Polynomial-
zeithierarchie

Es sei X € {PA,PA<,PAyz}, dann liegt Y3, (X) auf der m-ten Stufe der Polynomialzeit-
hierarchie.

Beweis. Y5 (PAz) ist die Menge der festen Teilklassen [Q1,Q2,...,Qs] N Th(Spa,), die mit
Algorithmus 3 in Polynomialzeit entschieden werden kénnen. Dann gilt mit Anwendung von
Satz 3:

I1,,-TIME (n9M) =TIF  falls Q; =V
Mittels Satz 12 lasst sich dieses Resultat auf Y, (PA<) und Y}, (PA) erweitern. O

¥,-TIME (n€M) = 2P falls Q; = 3
[Qla Q27 ceey QS] N Th(SPAz) S

Fiir PA und PA< kann das Resultat um eine Stufe der Hierarchie verbessert werden, wenn das
Quantorprefix genau festgelegt wird. In [Sca84, LJ83] wird gezeigt, dass der folgende Satz gilt:

Satz 21: Komplexitit der Teilklassen [Q'] N Th(Spa_)
Es sei X € {PA,PA<} und t € N fest gewdhlt, dann gilt:

3] N Th(Sx) € P
'] N Th(Sx) € P
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Tatséchlich zeigt sich, dass die Menge der wahren Formeln der Presburger Arithmetik mit nur
einem Quantorenblock mit festgelegter Lange, die einzige Teilklasse ist, fiir die ein Entschei-
dungsalgorithmus gefunden werden konnte, der in Polynomialzeit l1duft.
Dann kann der obige Algorithmus erweitert werden und es ergibt sich:

Satz 22: Inklusion der festen Teilklassen von Th(Spa) und Th(Spa_) in die Po-
lynomialzeithierarchie vgl. [Gra88] -

Es sei X € {PA,PA<}, dann gilt fiir [Q1,Qo2, ..., @s] N Th(Sx) mit m Quantorenblécken
und dem Quantorenprefix fest gewahlt:

Yo 1-TIME (nCW) = 2P falls Q = 3
[Qh Q27 ceey QS] N Th(SX) S

I, 1-TIME (nW) =TI | falls Q; =V

Beweis. Es sei s = > t; (t; € N), dann lassen sich zunédchst die Quantoren umbenennen.

[ ilv 527“-7Q%n] mTh(SPAS) = [Q17Q27 "'7QS] mTh(SPAS)

Anschliefend kann das Quantorenprefix nach dem m — 1-ten Quantorenblock, also

nach den vorderen Z;’;}l t; Quantoren, geteilt werden. Dies liefert den ersten Teil

le%...le%ngx%...ng%Q e Qme12] _1...Qm_1m¥:1__11 und den zweiten Teil Qp27"...Qmxi" .

Die Belegung des ersten Teils wird wie in Algorithmus 3 nichtdeterministisch mit einer ATM
ermittelt. Da es sich in diesem Fall jedoch um Spa_ handelt, miissen nur positive Belegungen
getestet werden. Dies wird erreicht, indem die, im Text erwihnte, 41 fiir die Vorzeichenbetrags-
darstellung weggelassen wird. Jedoch wird nur eine ¥,,_1 bzw. II,,_1 ATM benétigt, da das
Quantorenprefix einen Quantorenblock weniger besitzt. Diese liefert die zu testende Belegung

o(x1), ... o(w ")) fiir

QT . Q™ Fo(x]), oy o(x) 1), 2T, o2 ) (22)

Laut Satz 21 kann dann aber deterministisch in Polynomialzeit entschieden werden, ob (22)
in [Qim]NTh(Spa_) enthalten ist. (Zu beachten ist, dass die Anzahl der letzten t,,, Quantoren
dafiir festgelegt sein muss, was in Satz 20 nicht der Fall war.)

Insgesamt ergibt sich wieder ein Polynomialzeitalgorithmus fiir eine ATM, die wie in Algorith-
mus 3 funktioniert, jedoch vor Zeile 15 den Algorithmus aus Satz 21 benutzt, und nur positive
Belegungen testet. Dann wird wieder Satz 3 angewendet, der das gesuchte Ergebnis fiir Spa_
liefert. -
Aufgrund der Polynomialzeitreduktion in Satz 12 ldsst sich das Ergebnis auf Spa iibertragen
(siehe auch Kapitel 5). O

6.2.3 Die Vollstandigkeit bestimmter fester Teilklassen von Th(Spa )

In dem vorausgegangenen Kapitel wurde nur die Inklusion in die Polynomialzeithierarchie
gezeigt. Jedoch ist es fiir bestimmte Teilklassen auch méglich zu zeigen, dass die Probleme
mindestens so schwer sind, wie alle anderen Probleme der Komplexititsklasse. Diese Eigen-
schaft wird Schwere genannt. Zusammen mit der Inklusion heifit die Eigenschaft Vollstandigkeit
fiir eine Komplexitétsklasse. Dementsprechend wird ein Problem, das fiir eine Stufe der Poly-
nomialzeithierarchie vollstindig ist, =2 - vollstindig bzw. IT1Z - vollstindig genannt (Fiir ein
bestimmtes m > 0).
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Wie iiblich wird auch die ©F - schwere bzw. die I1L, -schwere eines Problems iiber die Reduktion
auf ein anderes Problem gezeigt, welches fiir £ bzw. II7 vollstéindig ist. Im Fall von festen
Teilklassen von Th(Spa) bietet sich das Problem B,,, bzw. B, (vgl. Definition 10) an. Fiir die
Reduktion muss also in Polynomialzeit aus einer quantifizierten aussagenlogischen Formel eine
passende Formel in der Presburger Arithmetik gefunden werden. Dafiir werden die folgenden
aus [Sch97] erschlossenen Zusammenhénge benotigt.

In einer quantifizierten aussagenlogischen Formel gibt es Quantorenblécke (vgl. Definition 10).
Die Belegungen der Variablen z¥, ..., xfk des k—ten Blockes sollen mit einer Zahl z; € N kodiert
werden. Dafiir wird eine Funktion v definiert, die Belegungen {0, 1}% (1 < k < m) mit Zahlen
N kodiert.

Definition 30: Kodierung von Belegungen mit v

Es sei I;, die Belegungsfunktion von 2%, ...,z¥ und py, ..., D, die ersten 4; Primzahlen.

i
Dann sei

¥ : Belegung — N
mit ¢ (I) = 2z und

2 = I(z}) (mod p)
Ik(:v’g) (mod p2)

2k

2 = Ik(:nfk) (mod p;,)

die Kodierungsfunktion fiir Belegungen.

1) ist korrekt definiert, da Satz 4 in diesem Fall besagt, dass es fiir das System von Kongruenzen
eine Losung gibt, da p1, ..., p;, paarweise teilerfremd sind. AuBerdem kann jede Zahl z; € N
von 1 nur einmal getroffen werden:

Satz 23: Die Kodierungfunktion v ist injektiv
1) ist injektiv.

Beweis. Angenommen es géibe zwei verschiedene Belegungen I1 und Io, sodass 1 (I1) = ¥(I2)
ist. Das bedeutet aber, dass z; = 29 (mod p;) fiir alle 1 < i < ij gleich ist. Das ist jedoch ein
Widerspruch zur Annahme, dass I1 und Is verschieden waren. O

Bei der benotigten Reduktion gibt es aber gar keine freien Variablen, sodass einem das manuelle
Ubersetzen mittels v erspart bleibt. Vielmehr soll die Inverse von v verwendet werden, um
beliebige natiirliche Zahlen in Wahrheitswerte zu iibersetzen. Diese Dekodierung soll dann
spater in Formeln der Presburger Arithmetik verwendet werden.

Fiir valide Belegungen, also Belegungen, in denen Variablen nur die Werte 0 und 1 zugewiesen
bekommen, kann die folgende Dekodierungsfunktion definiert werden:

Satz 24: Die Dekodierungsfunktion )~!
Wenn umgekehrt eine Kodierung z, € N einer validen Belegung vorliegt, dann darf fol-
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gendermaflen dekodiert werden:

(Ix(x;) = 2z, (mod p;))

Beweis. Es sei I eine Belegung. Anwenden von 1) liefert eine Zahl zj, sodass
2 = Ip(zF) (mod p;)
gilt. Nun wird die ¢-te Gleichung umgeformt:
& I(zF) = 2, (mod py)
O

Da es sich bei 9 jedoch um eine injektive Funktion und keine bijektive Funktion handelt (vgl.
Satz 23 und Beispiel 21), gibt es z; € N, die keine valide Belegung repréisentieren.

Beispiel 21: Die Dekodierung durch die Inverse der nicht surjektiven Funk-

tion

Es sei z; = 196 und zy = 197. Dann ergibt sich (vgl. umgekehrter Fall Beispiel 6 eine
Belegung fiir z;, wihrend z5 keine valide Belegung reprasentiert.

196
196
196
196

mod 2) =0
mod 3) =1
mod 5) =1
mod 7) =0

o~ o~~~

(0,1,1,0) ist eine korrekte Belegung fiir (x1, ..., z4). Wéahrend z5 keine valide Belegung
reprasentiert, da unter anderem

197 mod 5 = 2

ist.

Die Idee ist nun Satz 6 zu benutzen, um in Formeln das Universum N auf die Zahlen einzu-
schrianken, zu denen ¢! eine valide Belegung liefert. Der lingste Quantorenblock benétigt die
grofite Einschrankung auf N, da die meisten Primzahl Kongruenzen genutzt werden. Die Zahl
imax > i fir alle k € [1,...,m] ist mindestens so grof}, wie der ldngste Quantorenblock. Dann
wird eine Funktion A definiert, die das Universum N wie benétigt einschrénkt:

Definition 31: Die Filterfunktion fiir Kodierungen, die keine Belegung kodie-
ren

Es sei A mit A: N — {0,1} und

Tmax

A(zg) = /\ (zx mod p;) € {0,1}
i=1
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I die ,Filterfunktion“.

Mit A kann jetzt Ny := {z € N | A(z) = 1} aufgestellt werden. N4 ist das benétigte Universum,
sodass die Kodierungsfunktion
1 . Belegung — Ny

mit gednderter Zielmenge laut Konstruktion von N4 bijektiv ist. Die Dekodierungsfunktion
liefert dementsprechend fiir alle z; € N4 eine valide Belegung fiir 2, ..., a;fk

Weiter stellt sich heraus, dass die benotigten Funktionen auch in der Presburger Arithmetik
ausgedriickt werden konnen (vgl. Beispiel 4):

Name ‘ Bez. ‘ Formel ‘ Formel in PA
Filterfunktion | A(z) | A5 (zx mod p;) € {0,1} | Vu Ai=3* ?;;1 —(pi*u+j = zk)
Dekodierung | D;(zx) Iy (z;) = z (mod p;) Ju(p; % u+ Ip(z;) = 2x)
— Dekodierung | D;(z) I (—x;) = 2 (mod p;) Fu(p; * u+ Ip(—x;) = 2p)

Abbildung 12: Filtern und Dekodieren in der Presburger Arithmetik

Die Formeln sind dquivalent, jedoch ist die Argumentation mit den normalen Formeln in-
tuitiver, weshalb ich im Folgenden weiterhin mit diesen argumentiere. In den resultierenden
Formeln werden jedoch die Ausdriicke in der Presburger Arithmetik verwendet. In spéteren
Umformungen kann auch YuA*(zx, w) bzw. JuD*(zy,u) fiir A(zx) bzw. D(zx) geschrieben wer-
den.

Nun kénnen Sétze aus By, wie in [Sch97] in Séitze in der Presburger Arithmetik tibersetzt
werden.

Satz 25: Die Ubersetzung von Formeln aus B,, bzw. B,,
Es sei

. 1 1 2 2 1
¢o = Qrxy...Q12;, Qory...Qoxy, -+ Q" ..Qumal" F(xy,..,z{")

im
eine quantifizierte aussagenlogische Formel mit m Quantorenblocken, i, € Nyg fiir alle
1 <k <m und F ohne weitere Quantoren. Weiter sei

¢2 = Q121(A(21) ~" Qa22(A(22) »7 -+ Quzm(A(zm) ~" F'(21, 22, ., 2m)) -+ )

und F’ das Ergebnis der Ersetzung von —z¥ bzw. 2% in F’ durch (0 = 2; (mod p;)) bzw.
(1 = z; (mod p;)). Dann gilt:

B, falls =3
P2 € Th(SpA) & @p € { @

B,, sonst

Beweis. Zunéchst wird ¢g in ¢ libersetzt, sodass

& ¢ ist wahr in der Struktur Spa mit Universum N4 (23)

B,, fall =3
¢0€{ alls Q1

B,, sonst

gilt.
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In ¢ muss fiir alle k € [1,m] kalf kafk durch Qpzp ersetzt werden, da die Kodierungs-
funktion v die Belegung eines ganzen Quantorenblocks kodiert. Bei der Ubersetzung von F'
wird die Dekodierungsfunktion I(z¥) = 2z, (mod p;) benutzt, die in der Interpretation mit
Universum N4 uneingeschrankt angewandt werden darf (Satz 24).

Dann kann in F —z¥ und 2¥ {ibersetzt werden:

2k o I(aF) =0
< 0 = z; (mod p;)
S dr pyku+ 0=z

¥ o IzF) =1
< 1=z, (mod p;)
Sdrpixu+1=z

Die obige Ubersetzung, sowie die Ersetzung der z¥ liefert:

1= Q121Q222 - Qumzm F'(21,22, s 2m)

Da die Zeichen in den quantifizierten aussagenlogischen Formeln mit der gleichen Semantik
auch in der Presburger Arithmetik auftreten, kann die Formel ansonsten ibernommen werden.
Aufgrund der obigen Aquivalenzen, die eine aussagenlogische Variable (atomare Formel in der
Aussagenlogik) in eine dquivalente Formel der Presburger Arithmetik iibersetzt, gilt dann (23).
Fiir die finale Aussage muss noch

¢1 ist wahr in der Struktur Spa mit Universum N4 < Spa E ¢2

gelten. Genau diese Aquivalenz liefert Satz 6 fiir S = Spa mit Universum G = N und S’ = Spa
mit durch die Filterfunktion A eingeschrinktem Universum N 4.
Da ¢5 ein Satz ist, ergibt sich insgesamt die benétigte Aquivalenz:

B, fall =3
¢2€Th(SpA)<=>¢0€{ alls Q1

B,, sonst

g

Beispiel 22: Beispieliibersetzung

Es sei F(z},23) = (-2} A 2}) die zu iibersetzende Funktion (F : {0,1}% — {0,1}).
Es ist 414 = 2, deshalb werden die ersten beiden Primzahlen 2 und 3 bendétigt. Nun
wird F zu F'(z1) == (0 = 21 mod 2) A (1 = z; mod 3) (F’ : Ny — {0,1}) mithilfe der
Dekodierungsfunktion tibersetzt.

Eine Formel ¢y = 3xi 3w F(z}, 7)) wird dann unter Verwendung von Satz 25 zu:
dz (A(Zl) A FI(Zl))

J

Der Prozess der Ubersetzung ist nicht sonderlich komplex, sodass sie in Polynomialzeit 1uft.
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Satz 26: Die Ubersetzung lduft in Polynomialzeit
Die Ubersetzung aus Satz 25 lduft in Polynomialzeit abhingig von n := |¢g|. (Resultat
wird in [Sch97] vorausgesetzt.)

Beweis. Bei der Ubersetzung werden grundsitzlich nur Terme konstanter Linge durch andere
Terme konstanter Linge ersetzt. Dafiir muss ein zu ersetzender Term gefunden und dann
ersetzt werden. Das geht in linearer Zeit. Des Weiteren miissen fiir die Dekodierungsfunktion
die ersten imax > i; Primzahlen generiert werden (1 < j < m). Offensichtlich ist die Lénge der
Formel n gréfer gleich der Anzahl der Quantoren in einem Quantorenblock: 1 > ipax.

Mit dem AKS-Primzahltest kann in Polynomialzeit gepriift werden, ob es sich bei einer Zahl
um eine Primzahl handelt [SS05]. Die Primzahlfunktion II(x) = Tn(zy liefert die approximierte
Anzahl der Primzahlen bis zur Zahl x [CLRS17]. Gesucht ist nun ein x, sodass II(x) > n > imax
ist. Es sei zg = n? * In(n), dann ist:

2xIn(n) + In(in(n))
n? x In(n)
~ 2xIn(n) + In(n)
~ n?xlin(n)
~ 3xlIn(n)
n2
3
>n

| In(in(z)) < In(x)

Da die Anzahl der zu priiffenden Primzahlen zy nur ein Polynom von n ist, kénnen die ersten
imax Primzahlen in Polynomialzeit abhéngig von n gefunden werden. O

Mithilfe von Satz 25 kann mit der bendtigten Reduktion begonnen werden:
Zunéchst wird definiert:

3DNF falls m gerade und B = B,,_1

B {Bml falls Q1 = 3 G 3KNF  falls m gerade und B = B,,_1
B,1 falls@ =V 3DNF  falls m ungerade und B = B,,,_1
3KNF falls m ungerade und B = B,,_1

»P falls B = By,—
BN G ist vollstandig fir 7;_1 as om-t (vgl. Satz 2). Dann lidsst sich BN G <P
II falls B = B,,_1

m—1

[@Q1, .., Qs] N Th(Spa) reduzieren. Dafiir wird Satz 25 benutzt, der in Polynomialzeit zu einer
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Formel
OB = le%...leill ng%...ng?Q Qm_lxrln_l...Qm_le:llF(x%, - acz:;ll)
eine Formel
dpa = Q121(A(21) ~' Qoza(A(zg) w2 -+ "3
Qm-12m—1(A(zm—1) ~""1 F'(21, 22, e Zm—1)) - )

findet, sodass
¢ € BNG & ¢pa € Th(Spa)

gilt. Ubrig bleibt zu zeigen, dass es eine zu ¢p 4 dquivalente Formel gibt, die das Quantorenpre-
fix Q1, ..., @s mit m Quantorenbldcken besitzt. Zu diesem Zweck kann ¢p4 auch geschrieben
werden als:

dpa = Qrz1((Yu A*(z1,u)) ~' Qaza((Vu A*(29,u)) w2 - "3
Qm—lzm—l((vu A*(Zm—lvu)) Ml F/(217Z27 -~-7Zm—1)

Dann kénnen die Quantoren zusammengefasst werden. Dazu wird zunéchst der Fall mit @, = 3
und dementsprechend Qi1 = V und ~~*= A betrachtet.

2 (Vu A (2, w)) AVzeg1(..n))
&3z (Vaprr (A" (2 2641) A ()

Auch im Fall Q41 =V, in dem Q.1 = 3 und ~*=— ist, kann zusammengefasst werden:

Var(Yu A*(z,u)) = Jzgpa(.))
< Vzp(3u (A" (zk,u) — Fzke1(-2)))
& V2 (3zis1 (A" (28, 264+1) — (-2)))

Unabhéngig von Q) ergibt sich:

Quan((Vu A* (21, 1)) ~F Qrirzri1(...))
& Quae(Qrr2zk+1 (A" (21, 2641) ~F (1))

Durch wiederholte Anwendung obiger Zusammenfassung von Quantoren ergibt sich:

dpa e Qr21(Qaze (A*(21,22) ~' (Qaz3(A*(22,23) 7 -+ "3
(Q@m—12m—1 (A" (Zm—2, 2m—1) "2 (Vu A (zn—1,u)) """ F'(21, 22, 000 2m-1)))) - )

Schlielich kénnen die Quantoren @; fiir 1 < i < m — 1 vor die Formel gezogen werden:

dpa = Qrz1 Q222 Q323 - Qum-12m-1(A%(21,22) ~' (A%(22, 23) ~»7 - ™73
(A*(2m-2, 2m—1) =" 2 (Vu A" (21, 0)) ~"" F'(21, 22,00 2m-1)))) -+ -)))

Da es sich bei F'um eine Funktion in G handelte, ist auch F’ dieser Form mit Atomen D;(zy).
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Im Fall G = 3KNF konnen die einzelne Konjunkte vy V v V v3 umgeformt werden:

v1 Vo Vg & —|—|(U1 V v V ’Ug)
& —|(—|U1 A —vg A —|U3)
Im Rahmen der Dekodierung bedeutet die Negierung einer Variable v, dass sich die Belegung

von I(v) in der Dekodierungsfunktion von 0 zu 1 oder umgekehrt dndert, sodass D(zx) benutzt
wird. Insgesamt ergibt sich nach diesem Schritt ein F”, welches wie folgt aufgebaut ist:

= v ( ?=1(3“ Dj (u, Zk))) falls G = 3DNF
A ( ?:1(311 m)) falls G = 3KNF

In D} (u, z) steht ¢ und k an dieser Stelle und in den folgenden Vorkommen fiir die Werte des
ersetzten xf

Die Reduktion lauft bis zu diesem Punkt in Polynomialzeit, da Satz 25 in Polynomialzeit
funktioniert, und alle folgenden Umformungen maximal lineare Zeit benttigen.

Aufbauend auf dieser Reduktion kénnen nun die zwei folgenden Sétze bewiesen werden. Zu-
néchst kann gezeigt werden, dass schon das Problem zu entscheiden, ob ein Satz der Presburger
Arithmetik mit nur zwei verschiedenen Quantoren wahr ist, vollstindig fiir NP bzw. coNP
ist.

Satz 27: N'P bzw coNP -vollstiandigkeit fiir Feste Teilklassen von Th(Spa)
1. [¥,3] N Th(Spa) ist vollstindig fiir die Klasse coN'P bzw. II1.

2. [3,V] N Th(Spa) ist vollstindig fiir die Klasse NP bzw. %{

(Das Resultat und das Vorgehen im Beweis aus [Sch97])

Beweis. Laut Satz 22 ist sowohl [3,V] N Th(Spa) als auch [V, 3] N Th(Spa) in Xf bzw. II¥, da
es sich um ein festes Quantorenprefix mit zwei Quantorenblocken handelt.
Nun wird obige Reduktion fiir m = 2 fortgefithrt. Dann ist:

¢PA = lel((Vu A*(z1,u)) . F/(Zl))

Nun kann jedes /\?:1 Ju D} (u, z1) bzw. /\?Zl(Elu D} (u,z1)) von F’ mit dem chinesischen Rest-
satz zusammengefasst werden (j, = ¢ der jeweiligen Iteration fiir 1 < o < 3). Fiir das System
a = I(x]l-l) (mod pj,)
a= I($}2) (mod pj,)

1
J

a=I(x 5) (mod pj3)

simultaner Kongruenzen gibt es laut Satz 4 eine Losung a mod pj, * pj, * pj,, da pj,, pj, und
pj, als Primzahlen paarweise teilerfremd sind. Dann muss fiir jedes Disjunkt nur noch getestet
werden, ob 21 = a mod pj, * pj, * pj; wahr ist. Das kann wiederum mithilfe der Presburger
Arithmetik ausdriickt werden:

Ju pj, *pj, ¥ pj, xu+a =z
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Durch Einsetzen und Umformen ergibt sich eine zu ¢pa dquivalente Formel, die das jeweils
benétigte Quantorenprefix besitzt.
Im Fall [V, 3] N Th(Spa) ergibt sich:

dpa < Vo (Vu A*(21,u)) — F'(21))

&V ((VuA (21,u \/(/3\ Ju Dj (u, z)) ))

<V (VYu A*(z1,u)) — \/Elu Djy * Djo ¥ Dj ¥ U+ a = 21)
& V2 (Ju (A% (z1,u) — Hu\/pjl * Pjy * Djy ¥ U+ a = 21))
& Vz3u ((A*(z1,u) — \/pj1 * Dy * Djy ¥ U+ a = 21))

Die Reduktion lduft in Polynomialzeit, da der erste Teil der Reduktion in Polynomialzeit
lief, und die Anwendung des chinesischen Restsatzes ebenfalls in Polynomialzeit 1auft. Danach
musste nur noch ersetzt und umgeformt werden. Das geht in linearer Zeit.

Somit folgt aus der Reduktion von BiN 3KNF auf [V, 3] N Th(Spa), dass [V, 3] N Th(Spa) II
- schwer und mit obiger Inklusion auch IT{ -vollstindig ist.

Im umgekehrten Fall [3, V]|NTh(Spa) ergibt sich mit gleicher Argumentation die Vollstandigkeit
fiir 24

dpa < Fz1((Vu A*(z1,u)) A F'(21))

& 3In (V “(zr,u) A\ (/\ Ju M)))

7j=1

< dz (Vu A*(z1,u /\/\—|(E|u Dj1 * Djp * Djg ¥ U+ @ = 21)>
& dz (Vu A*(z1,u) A /\Vu (pjy, * pjy *Djs *u+a= 21)>
& I Vu (A*(zl,u) A /\—|(ij * Pjy * Pjy ¥ U+ a = 21))
0

Auch fiir eine beliebige Anzahl m an Quantorenblécken kann fiir bestimmte feste Teilklassen
aus Th(Spa) die Vollstandigkeit fiir Stufen der Polynomialzeithierarchie gefolgert werden:

Satz 28: Die Vollstindigkeit bestimmter fester Teilklassen aus Th(Spa) fiir
Stufen der Polynomialzeithierarchie
Q1,Q2, ..., Qm—1, Qm, Qm, Qm] N Th(Spa) mit m Quantorenblocken  ist

22—1 -vollstdndig falls Q1 = 3
2 -vollstindig  falls Q1 =V
(Resultat und Vorgehen im Beweis aus [Sch97])

Beweis. Zunéchst liefert Satz 22, dass [Q1,...,Qs| N Th(Spa) mit m > 2 Quantorenblécken
in ¥ | falls Q; = 3 oder in IIY | falls Q; = V ist, da das Quantorenprefix Q1,...,Qs, m
Quantorenblocke enthélt und vollstdndig festgelegt ist.
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Nun wird die obige Reduktion fiir ein variables m weiter fortgefithrt. Aufbauend kann das Ju
aus F’ iiber das /\ gezogen werden, indem u zu w; umbenannt wird.

O \ETECET (ALi(Dj(uj, ) falls G = 3DNF
A=Fur Fus Fug (NJ_1(D} (uy, %)) falls G = 3KNF
Dann muss aufgrund der Form von F’ unterschieden werden:
1. In dem Fall, dass F’ in 3KNF ist und Q,,_1 = 3 gilt:

(VYu A" (zm—1,u)) sl F'(21, 22, .y Zm—1)
& Vu A" (zm_1,u) A F'(21, 29, ., 2m—1)

S

< Yu A (zm—1,u) A /\—Eul Jug Jus ( (D;‘(u],zk)))

1

(ﬁD;(uJﬁ zk)))

<.
Il

< Yu A (zm—1,u) A /\Vu1 Yug Yus (

.
Il <w
—_

3
< Yuy Yug Yuz A" (zm—1,u1) A /\ (\/ *(uj, 2) )

7j=1
2. In dem Fall, dass F’ in 3DNF ist und @Q,,_1 =V gilt:

(Vu A*(zpm—1,u)) sl F'(z1,29, oy Zm—1)
& (Yu A" (zm-1,u)) = F' (21,29, .. Zm—1

~—

< (VYu A% (zm—1,u)) — \/E!ul Jug Jus

/—\

3
/\ u]a Zk )
7j=1

(D;‘(uj,zk))>)
=1

J

(D; (uj, Zk))))
1

Die Ergebnisse der vorangehenden Umformungen kénnen wie folgt eingesetzt werden. Aufler-
dem koénnen die iibrigen Quantoren nach vorne gezogen werden. Dabei wird u und w1 zu einer
gebundenen Variable.

& Ju (A*(zm_l, u) — \/ Juq Jug Jus

>°° T~
[

<~ E]’U,l El”u,g E|U3 (A (Zm 1,U1 —> \/ (

J

1. m gerade und Q; = 3

opA <= Fz1 - Tzmo1(A%(21,22) A (A% (22,23) = -+ —
(Vu A*(zm—1,u) A F' (21,22, s Zm—1)) -+ ))

& dzp --- Jzgm—1Vug Yus Yug (A*(Zl, 22) AR

3
(A*(Zm—h u) A /\(\/ (=D (uy, Zk)))) - )

J=1
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2. m ungerade und @1 = 3

dpa & 321 o Vam o 1(A%(21,22) A (A% (22, 23) = -+ A
(Vu A*(2m-1,u)) = F'(21,22, -, Zm—1)) -+ ))

& dzp - Vzg—13ug Jue Jus (A*(ZlaZZ) Ao A
3
(A*(«%nlﬂﬂ)‘)\/(/\ u]’zk )))
Jj=1

dpa V21 - Vamo1(A% (21, 22) A (A% (22, 23) = -+ A
(Vu A*(zm—1,u)) = F'(21, 22, -+, Zm—1)) =)

S V2 oo Vzpgo13ug Jus Jug (A*(zth) A A
3
<A*(Zm—1;u1)_>\/</\ ujjzk )))
j=1

opa = V21 - Fzpmo1(A (21, 22) A (A% (22,23) = -+ —
(Vu A*(zm—1,u) A F'(21, 22, 0oy 2m—1)) -+ +))

o VZl . Hszlvul VuQ VU3 (A*(Zl, 22) A —

3
(A*(Zmlaul) VAN /\(\/ (—|D;‘(uj7,zk,))>> .. )
j=1

In jedem der moglichen Fille besitzt die Formel das bendtigte Quantorenprefix und ist dqui-
valent zu ¢p4. Die Reduktion lduft in Polynomialzeit, da der erste Teil der Reduktion in
Polynomialzeit lief, und das weitere Ersetzen und Umformen in linearer Zeit funktioniert.
Somit folgt aus der Reduktion von B N G auf [Q1,Q2, ....,Qm-1,Qm,Qm,Qm] N
Th(Spa) mit m Quantorenblocken, dass [Q1,Q2,...,Qm—-1,Q@m,Qm,Qm] N Th(Spa)
{z,ﬁl -schwer falls @)1 =3
P -schwer  falls Q1 =V
weilige Stufe der Polynomialzeithierarchie ist. O

3. m gerade und @ =

4. m ungerade und Q1 =V

ist und mit obiger Inklusion auch vollstindig fiir die je-

6.2.4 Weitere Vollstandigkeitsresultate fiir feste Teileklassen von Th(Spa) sowie
fiir Th(Spa.)

In Satz 27 und 28 wird die Vollstandigkeit fiir feste Teilklassen aus Th(Spa) gezeigt und in
Satz 22 kam es nicht auf die Dimension des Quantorprefixes an, sondern nur auf die Anzahl der
Quantorenblocke. Daher liegt die Idee nah, die bisherigen Resultate auf weitere feste Teilklassen
mit langerem Quantorprefix auszudehnen.

Dafiir wird die folgende Reduktion benutzt:
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Satz 29: Reduktion fiir weitere Vollstandigkeitsresultate von festen Teilklassen
[Q1, Qg, ey Qs—1, Qs] NTh(Spa) mit m Quantorenblocken, lasst sich in Polynomialzeit auf
[ Q.. ,QS 1, Q%] N Th(Spa) mit m Quantorenblécken reduzieren (¢; > 1 fiir alle

e . S])

Beweis. Gesucht ist ein Polynomialzeitalgorithmus f, der Formeln aus Lpa iibersetzt, sodass
gilt:

¢ € [Q1,Q2, -, Qs-1, Qs NTh(Spa) = A & f(9) € [Q1,QF, ... Q7 QUIN Th(Spa) = B
Dazu nimmt f in ¢ € Lpp fiir jedes i € [1, s] die folgenden Ersetzungen vor:
1. Q;x; wird durch Qi:c} . szf’ ersetzt
2. x; wird durch (Z;izl xz ) ersetzt
Dann wird aus einer Formel ¢ der Form

Ql«Tl tet stsF@:ly ---71'5)

eine Formel f(¢) der Form

Q1$1 Qlflﬁ : Qs Qs tst Z:L'j)
7j=1

sodass jetzt gilt
Spa E ¢ & Spa = f(¢)

Dies ldsst sich mithilfe einer Fallunterscheidung erkennen. Im Fall Q; = J gibt es fiir jede
Belegung des x; passende Belegungen fiir z}, ..., xfl und umgekehrt, sodass z; = Z?zl z! gilt.

1

. xf’ ein z; und umgekehrt, sodass

Im Fall Q; = V gibt es fir jede Kombination von z;
ebenfalls z; = Z; 1z gilt. Dabei wird jedes x; getroffen
Das ist die Polynomialzeitreduktion von A auf B mittels f. O

Die Schwere der Teilklassen iibertragt sich, mittels der Transitivitdt der Reduktion noch auf
weitere feste Teilklassen:

Satz 30: Weitere Vollstdandigkeitsresultate fiir feste Teilklassen von Th(Spa)
und Th(Spa_)

BEs seien t; > 1 Zahlen aus N fiir jedes ¢ € [1,..,m] und X €
{PA,PA<}. Dann ist [Q 2. ,th 1, Qb Qu, Qm] N Th(Sx) mit m Quantorenbls-

. P | -vollstandig falls Q1 =13
cken .
E _ -vollstindig  falls Q =V
(Satzidee aus [Gra88]; als Erweiterung des Resultats aus [Sch97])
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Beweis. Zunéchst besteht das Quantorenpreﬁx Q 2. ,th 1, QM Qum, Qm aus m Quan-

torenblocken, sodass fiir [Q] bhoQb,. ,Qi’f L Qm Qu, Qm] NTh(Sx) mit Satz 22 weiterhin gilt:
P falls Q = 3
tl tm—1 t m—1 1
’ ) »&m ’ NTh(Sx) €
[ Qm 1 Qm Qm Qm] ( X) {HT]:L_l falls Ql —v

Die Schwere iibertriigt sich mittels der Transitivitdt der <” Relationen, sodass zunichst aus
Satz 28 und der Reduktion in Satz 29 folgt

[leQ?)' )Qm 1an,Qman] mTh(SPA) <P [ tl a' ’Qm I)Q Qman] mTh(SPA)
sodass

P
m—1-schwer  falls Q1 = 3
[ tl " ’th 1 Q Qm’ Qm] N Th(SPA) {EP 1 1

m—1-schwer  falls Q1 =

ist.
Auch fiir die festen Teilkassen mit dem ,,<“ Zeichen erweiterten Struktur der Presburger Arith-
metik PA< folgt die Schwere mit Satz 12:

[ tl a' 7@3::7117@ Qm7Qm]mTh(SPA) <P[ tl a- 7QfgqillaQ%nan7Qm]ﬂTh(SPAS)
O

Mit analoger Argumentation folgt auch der folgende Satz:

Satz 31: Weitere NP bzw. coN'P -vollstandigkeitsresultate fiir feste Teilklassen
von Th(Spa) und Th(Spa.)
Es seien t;,t3 > 1 Zahlen aus N und X € {PA,PA.}.

1. [vh,32) N Th(Sx) ist vollstindig fiir die Klasse coN'P bzw. 111"
2. [31,v2] N Th(Sx) ist vollstindig fiir die Klasse N'P bzw. ©f

(Satzidee aus [Gra88]; als Erweiterung des Resultats aus [Sch97])
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7 Fazit und Ausblick

Die Sétze der Presburger Arithmetik sind entscheidbar. Jedoch zeigt sich, dass wenn kei-
ne Einschrdnkungen am Aufbau eines Satzes vorgenommen werden, das Problem als Ganzes
betrachtet, nicht effizient entschieden werden kann. Durch das Aufteilen des Problems in Teil-
klassen abhingig von dem Quantorenprefix, ist es jedoch moglich, diese dann eingeschréankte
Probleme in die Polynomialzeithierarchie einzuordnen. So konnten sowohl fiir die festen als
auch die variablen Teilklassen obere Schranken fiir die Laufzeit gefunden werden. Wahrend die
variablen Teilklassen mit m Quantorenblécken mit einer ATM mit m Zustandsmengenwech-
sel entschieden werden konnten und damit auf der m-ten Stufe der Polynomialzeithierarchie
einzuordnen sind, konnen die festen Teilklassen aus Definition 20 mit m Quantorenblécken
eine Stufe niedriger eingeordnet werden. Fiir viele Teilkassen gilt auch, dass sie fiir diese Stufe
der Polynomialzeithierachie schwer und damit vollstdndig fiir die Stufe der Polynomialzeit-
hierarchie sind. Ein Beispiel dafiir ist Satz 27 und deren Erweiterung auf alle Satze mit zwei
Quantorenblocken in Satz 31. Die Schwere fiir m > 2 Quantorenblécke konnte nur dann ge-
zeigt werden, wenn der letzte Quantor mindestens drei Mal vorkommt (vgl. Satz 30). Es lasst
sich jedoch vermuten, dass fiir jede feste Teilklasse mit m Quantorenblécke auch gilt, dass das
zugehorige Entscheidungsproblem fiir die m — 1 Stufe der Polynomialzeithierarchie vollstdndig
ist [Haal8].

Wihrend die Frage, ob P = NP gilt, ungelost bleibt, steht nicht fest, ob die festen Teilklassen
der Presburger Arithmetik nicht doch effizient gelost werden konnen. Im Fall P = NP kolla-
biert die Polynomialzeithierarchie und jede feste Teilklasse der Presburger Arithmetik kénnte
in Polynomialzeit entschieden werden. Jedoch wird vermutet, dass die Polynomialzeithierarchie
eine echte Hierarchie ist, sodass £ C ©F | fiir alle m > 0 gilt [AB09]. In diesem Fall wiiren
alle festen Teilklassen aus Definition 20 mit mehr als einem Quantorenblock nicht effizient
l6sbar, also nicht in P.

SchlieBlich lassen sich die zusammengefassten komplexitatstheoretischen Resultate dieser Ar-
beit in einer Tabelle (Abbildung 13) zusammenfassen:

Struktur TK QB Inklusion Schwere Satz e P?
PA,PA-PA; - - - TIME (2O<n>) 10,11 nein
PA,PA<,PA7 | variable | m »P bzw. TIP - 20 | falls P = NP

PAPA< feste 2 | NP bzw. coNP | NP bzw. coNP | 22,31 | falls P = NP

PA,PA< feste x | m | 2P | bzw. IP | | P | bzw. I | | 22,30 | falls P = NP

Abbildung 13: Komplexitatsresultate: TK := Teilklassen; QB := Quantorenblécke; x := Der
letzte Quantorenblock besteht aus mindestens 3 Quantoren

Alle aufgefithrten Resultate gelten fiir Sdtze beliebiger Léange, d.h. es wird nur das Quantoren-
prefix eingeschrénkt. Jedoch zeigt ein Resultat von Nguyen und Pak, dass durch Einschrankung
der Anzahl der Ungleichungen und der Anzahl der Variablen die Komplexitdt um eine weitere
Stufe der Polynomialzeithierarchie reduziert werden kann [NP17]. Dieses Resultat bezieht sich
aber nur auf ein Quantorenprefix mit mindestens 3 Quantorenblécken, sodass sich aus der zu-
gehorigen Polynomialzeitreduktion auch kein weiterer Algorithmus ergibt, der kurze Formeln
in Polynomialzeit entscheiden kénnte. Auch im diesen Fall ist das nur im Fall von P = NP
moglich.
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Fiir den Fall von P # NP kann demzufolge weiterhin nur die Klasse von festen Teilklassen
mit nur einem Quantorenblock in Polynomialzeit entschieden werden (Satz 21).

Im Bezug auf die Einleitung kénnten also Datenbankanfragen oder Integritdtsbedingungen, die
im Tupelkalkiil mit nur einem Quantorenblock ausgedriickt werden kénnen und nur Symbole
der Presburger Arithmetik benutzen, in Datenbanksystemen in Polynomialzeit auf mogliche
Erfiillbarkeit getestet werden (wie beispielsweise die Anfrage in Beispiel 1). In komplexeren
Féllen (wie beispielsweise die Integritatsbedingung in Beispiel 1) ist ein effizientes Testen jedoch
nur im Fall von P = NP maglich.
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8 Anhang

8.1 Ubliche Definition der Polynomialzeithierarchie

Wie erwéhnt, wird die Polynomialzeithierarchie iiblicherweise mithilfe von Orakel Turingma-
schinen definiert. Da diese Definition jedoch keinen Mehrwert im Zusammenhang mit der
Komplexitét der Presburger Arithmetik bietet, gebe ich die Definition nun an dieser Stelle an:

Definition 32: Orakel Turingmaschinen vgl. [Sto76]

Eine Orakel Turingmaschine M (B) ist eine (nicht) deterministische Turingmaschine mit
einem extra Band fiir Orakel Anfragen. Das Orakel einer solchen Maschine ist eine Sprache
B C ¥p fur die in einem Schritt bestimmt werden kann, ob w € B ist (w € ¥p). Dazu
gibt es drei erweiternde Zusténde 2an frage, Zjas Znein- Wenn M eine Orakel Anfrage stellt,
muss auf dem extra Band ein Wort w € ¥ p stehen und die Turingmaschine in den Zustand
ZAnfrage Wechseln. Im néchsten Schritt wechselt M in den Zustand zj,, falls w € B ist
und sonst in z,e;n. Das extra Band wird geleert.

Dann wird P(B) bzw. N'P(B) fiir die Menge der deterministischen bzw. nicht determinis-
tischen Turingmaschinen mit Orakel B geschrieben, die in Polynomialzeit arbeiten. Darauf
aufbauend kann P(¢) = Upe, P(B) fiir eine Menge von Sprachen ¢ geschrieben werden. Nun
kann aquivalent zu Definition 12 formuliert werden:

Satz 32: Polynomialzeithierarchie mit Orakel Turingmaschinen vgl. [Sto76]
Die Polynomialzeithierarchie aus Definition 12 ist dquivalent zu {2, TIF AP | k > 0},

wobei
sl=1ub=aAl=p

und fir £ >0
5., = NP(])
I}, = coN'P(SF)
A/YcP-|—1 = P(Ef)
gilt.

8.2 Ein Pridikat der Presburger Arithmetik fiir die Multiplikation von
beschrankten Faktoren in linearem Platz

In , Komplexititstheorie“ von Wolfgang Paul [Pau78] wird ein Pradikat m,,(a, b, ¢) vorgestellt,
mit dem es moglich ist in Platz O(n) die Multiplikation axb = ¢ fir Zahlen a < p,, auszudriicken
(pn > 22"). Dafiir wird zunichst bewiesen, dass es fiir jede natiirliche Zahl a natiirliche Zahlen
a1, az,a3,a4 < |/a| gibt, sodass a = ay *ag +az +ay gilt. AuBerdem wird mq mittels \/{_; (a =
iNixb=c), also der im Abschnitt 6.1 erklarten Skalarmultiplikation mit Schranke maz(a) =
4 = pg, definiert. Schlielich werden die m,, mit n > 0 rekursiv aufgestellt. Dazu wird a xb = ¢
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in ein System von Gleichungen aufgeteilt:

a*b:C@<(al*a2+a3+a4)*b:c>

ANai*xas+as+ags=a

- ar*xas*b+asxbt+asxb=-c
N ar*xag+as+as=a

ar*c1+ca+c3=c
Aag*xb=c

S| ANagxb=cy

A agxb=cs
Nai*xag+az+ag=a

C4+Cr+c3=c
Nar*xci =cy
Aag*b=c

S| ANagxb=cy

A agxb=cs

N a1 *ag = cs
ANcs+as+as=a

Nun kann my41 mittels m,, aufgestellt werden, dabei wird nur ein Term konstanter Linge zu
m,, hinzugefiigt.
Mpt1 = 3ay...3a43cy...FesVdVeVf((d=ar Ne=c1 A f = c4)

V(d=aANe=bA f=c)

V(d=asNe=bA f=c3)

V(d=asNe=bA f=c3)

V(d=arNe=ay A f=cs5)

— mp(d,e, f))Ncg+ca+cg=cNcs+az+ag=a
my besagt, dass a = b * ¢ gilt, falls a < p, fiir ein p, > 22" ist. Die Beschrankung auf p,
ibertragt sich durch a = a1 * ag + az + a4, sodass a < p,2 + 2 * p,, gilt. p, > 22" galt laut
Annahme (gilt fiir pg =4 > 22" = 2 danach induktiv), sodass nun p,? > 22" H! ist, und damit
P > 2277 gilt.
m, kann fiir alle aufgezahlten d, e, f verwendet werden, da es fiir das a auch a; < |y/a] gibt
und aus a < ppy1 < 92"t folgt, dass

a; S \‘ /22(n+1)J — {22nJ
fir alle (1 <14 < 4) ist.

m,, benétigt nur Platz O(n), da mg konstanter Grofle ist, und bei jedem Schritt von m,, zu
Mp+1 nur ein Term konstanter Grofie hinzu kommt. (Herleitung aus [Pau78] mit weiteren
Erldauterungen und korrigierter Formel fiir m,, 1)

.o 0
8.3 Rechnung fiir ¢,

In Kapitel 6.2.1 wurde eine obere Schranke fiir die Anzahl der durch Koeffizienten unter-
scheidbaren Primformeln ¢™ gefunden. Die Rechnung fiir den Ubergang von ri + ... + r; zu
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r1+...+7;+1 durchgefithrten Quantoreliminierungen wurde dort schon durchgefiihrt, wodurch
sich die Ungleichung (16) ergeben hat. Bei der darauffolgenden Rechnung fiir eine geschlosse-
ne Formel fiir ¢/ wird jedoch auch benutzt, dass q,ql < n(r1+1) ist. Diese Formel folgt genau
genommen nicht aus der Ungleichung (16), sodass erneut gerechnet werden miisste:

Spa, = 3z, 3xp, 1, ., 32 Fi(z, 22, .00, Ty)

@Q<n
& Spa, = Iy, Iz 21,0, T2 \/ Fy(zo, 23, ..., Ty, )
\(?:)_, aQ9<n
I(3)|<n
& Spa, E \/ Jzy,, e 21, ., 3o Fy (T2, 23, ooy Tpy )
) qQ9<n

——
1(3)I<n
& Spa, E \/ B O B [ \/ F5(x3, 24, ..., %)

2 L Gp<n
[(3)I<n 1(3)[<n

&SV oV ELL0
(3) 3) 0o
~—~ ~~ D"
[(B)<n [(3)[<n
N—————

r1 Mal

Auch fiir den Fall, dass es keine Quantorenwechsel mehr gibt, gilt dass sich die Anzahl der durch
Koeffizienten unterscheidbaren Primformeln nur maximal r; Mal ver-gj-facht. Da ¢ < n galt,
gilt g2 < n(m+h).
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Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Arbeit selbststindig angefertigt, nicht anderweitig
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